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PRESENTACION

El Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones es un evento académico de ca-
racter internacional cuyo proposito es convocar a matematicos, investigadores,
profesores y estudiantes de matematicas o de educacion matematica para favo-
recer el intercambio de ideas y experiencias. Las caracteristicas de este evento
propician: la difusion de resultados de investigaciones en geometria, su didac-
tica y sus aplicaciones; la formacion de estudiantes de matematicas y de educa-
cion matematica y profesores de primaria, secundaria y educacion superior en
tematicas relacionadas con la geometria, su didactica y sus aplicaciones; el es-
tudio de los fundamentos de la geometria, su filosofia, su historia, su didactica,
sus aplicaciones y sus relaciones con otras ramas de las matematicas y otras
disciplinas.

Estas Memorias corresponden a la vigésima séptima version del Encuentro de
Geometria y sus Aplicaciones. Esta version, al igual que todas las anteriores, ha
sido organizada por la Universidad Pedagdgica Nacional (Colombia) con el
apoyo de otras instituciones. En esta ocasion se conto con el auspicio de la Uni-
versidad Nacional de Colombia y la Universidad de los Andes y el patrocinio
de Belpapel Ltda. y Dinissan.

Gracias al selecto grupo de invitados nacionales y extranjeros se garantiza un
alto nivel académico del evento que ofrece un espacio de muchos aprendizajes.
En esta ocasion contamos con la participacion de cuatro profesores de recono-
cida trayectoria académica a nivel internacional. En el campo de la Educacion
Matematica: Ivonne Sandoval (Universidad Pedagdgica Nacional - México) y
Victor Larios (Universidad Autonoma de Querétaro — México. En el campo de
las Matematicas: Sylvie Paycha (Universidad de Potsdam, Alemania) y Lazaro
“Coco” Recht - Instituto Argentino de Matematica “Alberto P. Calderon”
(IAM-CONICET). A nivel nacional, participan con una conferencia o un cursi-
llo, profesores e investigadores de varias instituciones educativas colombianas:
Colombia Aprendiendo, Universidad Antonio Narifio, Universidad Externado
de Colombia, Universidad de los Andes, Universidad de Narino, Universidad
Industrial de Santander, Universidad Nacional de Colombia, Universidad Peda-
gogica Nacional, Universidad Pedagogica y Tecnoldgica de Colombia, Univer-
sidad del Tolima y Universidad del Valle.

Perry, P. (ed.) (2026). Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 27. Bogota, Colombia:
Universidad Pedagégica Nacional.



Esta version digital de las Memorias es una obra editada que incluye documen-
tos presentados por algunos de los invitados y algunas ponencias que fueron
sometidas a consideracion del Comité Académico del Encuentro y evaluadas
por pares académicos. Estas ultimas pasaron por un proceso adicional de eva-
luacion y de edicion académica. Los escritos versan sobre las siguientes tema-
ticas: geometria en la educacion matematica, geometria e historia, geometria y
otras ramas de la matematica, geometria y artes, geometria y tecnologia, geo-
metria e inclusion y temas de geometria.

Comité Organizador
Bogota, junio de 2026
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CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS:
REFLEXIONES SOBRE LA ATENCION A LA DIVERSIDAD EN LA
ENSENANZA DE LA GEOMETRIA

Jenny Acevedo-Rincon
Universidad Industrial de Santander
jepaceri(@uis.edu.co

En este articulo se analizan, bajo el marco del modelo MTSK, estrategias peda-
gbgicas y materiales didacticos empleados para la ensefianza de conceptos geo-
métricos con atencion a la diversidad. Para ello, se ejemplifican casos de atencion
a discapacidades (sensoriales). Se enfatiza en el conocimiento de las caracteris-
ticas del aprendizaje de las matematicas y el uso de recursos tactiles como me-
diadores del pensamiento espacial. La metodologia se centra en casos de estudio
que evidencian la adaptacion de materiales y discursos, la cual permite la cons-
truccion de nociones geométricas abstractas en entornos escolares y universita-
rios diversos.

INTRODUCCION

Es fundamental que la investigacion en Educacion Matematica no se quede en
el plano de la abstraccion. Vincular modelos tedricos con escenarios reales de
aprendizaje permite transformar conceptos complejos en herramientas de diag-
nostico y mejora para el aula. Estos marcos no solo sirven para describir la prac-
tica, sino también para potenciarla, ofreciendo al docente una estructura so6lida
para tomar decisiones que impacten directamente en la comprension de sus es-
tudiantes.

MATHEMATICS TEACHER’S SPECIALISED KNOWLEDGE (MTSK)

El modelo MTSK, desarrollado por Carrillo-Yéafiez et al. (2018) en la Univer-
sidad de Huelva, propone que el conocimiento del profesor de matematicas no
es genérico, sino especializado. A diferencia de otros modelos del conocimiento
del profesor, el MTSK sostiene que cada decision que toma el docente en el
aula estd anclada en un tipo de conocimiento que es propio de su profesion. Este
modelo se divide en dos dominios principales: Mathematical Knowledge (MK),

Acevedo-Rincon, J. (2026). Conocimiento especializado del profesor de matematicas: refle-
xiones sobre la atencion a la diversidad en la ensefianza de la geometria. En P. Perry (ed.),
Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 27, 3-7. Bogota, Colombia: Universidad Peda-
gbgica Nacional.
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referente al conocimiento de la matemadtica y Pedagogical Content Knowledge
(PCK) que considera el conocimiento del contenido pedagogico.

En este articulo nos enfocamos, por una parte, en el conocimiento de las carac-
teristicas del aprendizaje de las matematicas —en inglés, Knowledge of Features
of Learning Mathematics (KFLM)—, dominio que se encarga de entender como
el estudiante interactiia con el objeto matematico; por otra, en el conocimiento
de la ensefianza de las matematicas, subdominio del modelo MTSK, conocido
como Knowlege of Mathematics Teaching (KMT).

Particularmente, desde KFLM se reconoce el conocimiento sobre las formas de
aprendizaje (e. g., ;cOmo construye un estudiante la imagen mental de un po-
liedro?); las dificultades y errores (e. g., anticipar que un estudiante con disca-
pacidad visual puede tener dificultades con la perspectiva, pero no con la pro-
piedad de las aristas); y, las teorias de aprendizaje de las matematicas, que son
aplicables a las aulas diversas (e. g., aplicar marcos como el de van Hiele para
identificar en qué nivel de razonamiento geométrico se encuentra el alumno).

Por otra parte, desde KMT se identifica el conocimiento de los recursos y ma-
teriales de ensefianza, el cual se refiere al repertorio de herramientas que pro-
vienen de la formacion docente y que el profesor tiene a su disposicion al abor-
dar un escenario de ensefianza. No es solo saber que existe un material, sino
conocer su potencial en la ensefianza de, por ejemplo, la geometria en los dife-
rentes niveles educativos. Para este caso, el mencionado conocimiento incluye
el reconocimiento de recursos fisicos (e. g., geoplanos, regletas o modelos 3D
tactiles); recursos digitales (e. g., software de geometria dindmica accesible); y,
el planteamiento de tareas matematicas, que permitan disefar actividades que
persigan los resultados de aprendizaje deseados en los estudiantes.

EL CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO EN ESCENARIOS DIVERSOS

La seleccion de tareas geométricas para estudiantes con discapacidad visual no
puede reducirse a una mera adaptacion técnica; requiere una activacion pro-
funda del KFLM. Este conocimiento especializado permite al docente anticipar
que el acceso a la geometria para un estudiante con alguna discapacidad (visual
u otra) depende de la transicion de la percepcion haptica (tacto activo) a la for-
macion de imagenes mentales espaciales. Al integrar materiales apropiados, el
profesor demuestra un conocimiento solido de los recursos (KMT), entendiendo



que la mediacion fisica es el vehiculo para que el estudiante verbalice propie-
dades abstractas, como se observa en el protocolo de intervencion utilizado en
las clases con el estudiante, donde el relieve sustituye al trazo visual. En conse-
cuencia, la inclusion efectiva respecto a la invidencia o a la sordera nace de la
capacidad del docente para movilizar su conocimiento sobre como se “cons-
truye” el concepto geométrico en ausencia de la vision/audicion, garantizando
que la tarea no pierda su demanda cognitiva y promueva una autonomia real en
el aprendizaje.

CONSIDERACIONES

A partir de la incorporacion del modelo MTSK en las practicas docentes, se
pueden identificar relaciones precisas entre los subdominios y los escenarios
reales. Para ello, se exponen a continuacion algunas reflexiones suscitadas de
estas aproximaciones.

Es posible mejorar la precision de las necesidades de adaptaciones en la ense-
flanza, gracias al diagnostico preciso provisto por el KFLM (tabla 1). La “aten-
cion a la diversidad™ deja de ser una etiqueta general y una bandera que se ajusta
a las minorias, para pasar a incorporarse como parte de las practicas de ense-
flanza del profesor, al comprender especificamente los obstaculos cognitivos,
sensoriales, que enfrentan sus estudiantes, para proponer estrategias y adapta-
ciones que, lejos de facilitar el camino, se orientan a una aproximacién de una
ensefianza individualizada que privilegia las capacidades por sobre las dificul-
tades de los estudiantes.

espacial

tudiante construye la figura

por partes (arista por arista).

Al explorar una figura
grande, puede perder el
“punto de inicio”.

Obstaculo anticipado Analisis desde el KFLM Intervencion inclusiva
(KMT)
Pérdida de la referencia El KFLM indica que el es- | Uso de un punto de referen-

cia tactil (una marca o tex-
tura distinta) en un vértice
para que el estudiante siem-
pre sepa donde comenzo su
exploracion.

Dificultad con
la bidimensionalidad

El concepto de “plano” es

abstracto si no se puede ver.

El KFLM sugiere que el es-
tudiante puede confundir

Empleo de geoplanos con
bandas elasticas de diferen-
tes texturas para diferenciar




una linea con un borde fi-
sico.

perimetros de areas, permi-
tiendo que el tacto perciba
la “superficie” encerrada.

Confusion en la perspectiva

El KFLM anticipa que las
representaciones 2D de ob-
jetos 3D (e. g., un dibujo de
un cubo) carecen de sentido
tactil, ya que las lineas de
profundidad no correspon-
den a la realidad fisica.

Sustituir dibujos por cuer-
pos geométricos calados o
de alambre que permitan
meter las manos y percibir
la tridimensionalidad real,
no proyectada.

Fatiga por carga cognitiva

La exploracion tactil re-
quiere mas tiempo y memo-
ria de trabajo que la visual.
El KFLM ayuda a entender
que el estudiante debe “ar-
mar” la imagen en su mente

Fragmentar la tarea en mi-
cro objetivos: primero iden-
tificar vértices, luego contar
aristas y finalmente nom-
brar la cara, evitando la sa-
turacion informativa.

paso a paso.

Tabla 1: algunos ejemplos de situaciones

Otro aspecto crucial que el KFLM permite anticipar es el uso del lenguaje. Un
docente con este conocimiento especializado sabe que frases como “mira aqui”
o “esta linea va hacia alla” son vacias para el estudiante. En su lugar, el KFLM
orienta al profesor a utilizar un lenguaje posicional preciso: “a las doce en punto
de tu mano”, “hacia tu hombro derecho” o “en sentido horario”.

La inclusién no se limita a proveer el material (KMT), también entiende —a tra-
vés del KFLM- que el estudiante esta traduciendo movimientos manuales en
conceptos geométricos. Sin este conocimiento, el material tactil es solo un ju-
guete; con ese conocimiento, es un instrumento de aprendizaje. Asi mismo, la
mediacion estratégica del docente, basada en KMT, permite que el docente no
elija los materiales por su novedad, sino porque cubren necesidades para lograr
la transposicion didéctica del saber. En tal caso, lograr aproximaciones mas cer-
canas entre la abstraccion y la representacion en los estudiantes, de manera que
dicho recurso especifico permita, por ejemplo, tocar las aristas y vértices, faci-
litando la construccién del concepto de volumen que el KFLM identific6 como
necesario.

Por tltimo, existe una brecha marcada entre los aprendizajes de los estudiantes
con caracteristicas promedio y los que tienen dificultades sensoriales. La inclu-



sidon ocurre cuando el profesor moviliza estos conocimientos para que el estu-
diante con discapacidad no sea un espectador, sino que realice la misma activi-
dad matematica que sus compafieros, pero a través de un canal de acceso dise-
flado profesionalmente.

REFLEXIONES

El anélisis realizado permite afirmar que el docente que privilegia la inclusioén
en su aula va mas alla de la “buena voluntad” o de la “disposicion afectiva hacia
la diversidad”. Su verdadera identidad profesional en escenarios inclusivos se
manifiesta en la movilizacion de un conocimiento especializado (MTSK) lo su-
ficientemente robusto como para reconfigurar la ensefianza de la geometria.
Esta capacidad de adaptacion no implica una simplificacion del contenido, sino
una transformacion didactica donde KFLM y KMT actuan sinérgicamente para
garantizar que el rigor matematico permanezca intacto mientras se eliminan las
barreras de acceso a la informacion, desde un disefio universal del aprendizaje
(CAST, 2018).

En definitiva, la inclusion efectiva en el aula de matematicas no es un proceso
accidental, sino el resultado de una toma de decisiones informada por modelos
tedricos que permiten al profesor interpretar las formas particulares en que cada
estudiante, especialmente quien tiene discapacidad visual, construye el pensa-
miento espacial. E1 MTSK se consolida asi, como un motor de equidad, devol-
viendo al docente el papel de arquitecto de experiencias de aprendizaje donde
la diversidad no es un obstaculo, sino el punto de partida para una practica ma-
temadtica genuinamente universal.
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LA RELACION ENTRE LO GEOMETRICO Y LO ARITMETICO
EN LA CONSTITUCION DE R

Edgar Guacaneme-Suarez, Analia Bergé, Alexandra Fregueiro, Viviana Salazar-Fino,
Lyda Mora-Mendieta y César Rendon-Mayorga
Universidad Pedagogica Nacional, Université du Québec a Rimouski — Canada,

Consejo de Formacion en Educacion — Uruguay
guacaneme@pedagogica.edu.co, analia_berge@uqar.ca, suresmeralda@hotmail.com, dma.vsalazar@peda-
gogica.edu.co, Imendieta@pedagogica.edu.co, cgrendonm@upn.edu.co

El grupo de investigacion RE-MATE junto a investigadoras de Canada y Uru-
guay, desarroll6 un estudio sobre la valoracion de aprendizajes de nimeros reales
(R) en la formacion de profesores de matematicas. El texto analiza la relacion
entre lo geométrico y lo aritmético en la constitucion de R, abordando el pro-
blema de la inconmensurabilidad, la vinculacion entre la recta geométrica y la
numérica, el funcionamiento de algoritmos operativos basados en René Descar-
tes y las miradas sobre la continuidad y completitud de Richard Dedekind y
George Cantor. Finalmente, se expone una propuesta innovadora de representa-
cion gréfica en el plano cartesiano para conjuntos numéricos que anteceden a R.
Esta alternativa semiotica permite visualizar operaciones como sumas, produc-
tos, relaciones de orden y sucesiones convergentes asociadas a nimeros irracio-
nales.

INTRODUCCION

Durante 2025 y 2026, en la Universidad Pedagogica Nacional (Bogota, Colom-
bia) el grupo de investigacion Research on Mathematics Teacher Education
(RE-MATE), en conjuncion con investigadoras de la Universidad de Quebec
(Canadd) y del Consejo de Formacion en Educacion (Uruguay), desarrollo la
investigacion titulada «Valoracion de aprendizajes sobre nimeros reales logra-
dos a través de la implementacion de una tarea disefiada para la formacion ini-
cial de profesores de matematicas - VAR» (identificada institucionalmente por
el Centro de Investigaciones de la Universidad Pedagogica con el codigo DMA-
710-25).

Establecer cuales conocimientos matematicos sobre el sistema de los nimeros
reales (R) podrian llegar a ser parte de los conocimientos potencialmente apren-
didos por los futuros profesores de matematicas constituyd un asunto que se

Guacaneme-Suérez, E., Bergé, A., Fregueiro, A., Salazar-Fino, V., Mora-Mendieta, L. y
Rendon-Mayorga, C. (2026). La relacion entre lo geométrico y lo aritmético en la constitu-
cion de R. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 27, 9-19. Bogota,
Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.



enfrentd en la investigacion. De la respuesta construida en esta, en la primera
parte de este documento, se quieren tratar aspectos interconectados relativos a
la relacion entre lo geométrico y lo aritmético en la constitucion de R. Uno de
estos aspectos refiere al problema de la inconmensurabilidad y a como este se
resuelve a través de R. Otro, alude a la relacidon entre recta geométrica y recta
numérica. Uno mas, refiere a una fundamentacion geométrica para operar con
numeros reales construibles. El ultimo, aborda miradas en dos direcciones entre
la continuidad de la recta y la completitud de R.

En la segunda parte, se exhiben rasgos de una propuesta de innovacion para la
representacion geométrica, o mas especificamente en el plano cartesiano, de los
elementos de los conjuntos numéricos y de algunas de sus operaciones y rela-
ciones que, desde una perspectiva genética o constructiva, anteceden a R. A
través de un simple algoritmo sobre esta representacion se logra también la ubi-
cacion de muchos nimeros reales en la recta geométrica.

ASPECTOS RELATIVOS A LA RELACION ENTRE LO GEOMETRICO Y LO
ARITMETICO EN LA CONSTITUCION DE R

La inconmensurabilidad como manifestacion de un conflicto
geometrico-aritmético

En el tratamiento tedrico de las magnitudes arquimedianas, particularmente en
el de las magnitudes geométricas, existe el problema de la inconmensurabilidad,
para el cual los nimeros reales positivos constituyen la solucion. Dos ejemplos,
ampliamente conocidos, refieren a la inexistencia de dos niumeros naturales
cuya razon sea la misma que la razén que guardan la diagonal del cuadrado y
su lado o la inexistencia de dos niumeros naturales cuya razén sea la misma que
la razon entre el perimetro y el diametro de la circunferencia. Con el adveni-
miento de los nlimeros reales positivos, los nimeros V2 y 7 participan de sendas
soluciones; asi, V2 y 1 son los dos numeros que guardan la misma relacion (o
razon) que la que guarda la diagonal de un cuadrado y su lado, en cuanto que nt
y 1 son los dos numeros que guardan la misma relacion que el perimetro de la
circunferencia y su didmetro. Con ello de base, y haciendo una generalizacion,
se postulan los nimeros reales positivos como solucion al problema de la in-
conmensurabilidad (o, en otras palabras, se asume que con los nimeros reales
se puede expresar el tamafio de cualquier magnitud arquimediana o de cualquier
cantidad numérica).
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Ligado al problema de la inconmensurabilidad aparece la idea de antanairesis
o antifairesis de dos magnitudes, conocida con el nombre anacrénico de «algo-
ritmo de Euclidesy», aplicado fundamentalmente a los nimeros (Knorr, 1975,
1978). Si se consideran, por ejemplo, la diagonal y el lado de un cuadrado, como
resultado de la antanairesis se obtiene la cadena infinita de nUmeros
[1;2,2,2,2,...]; esta cadena de numeros naturales se puede asumir entonces
como la razon entre la diagonal y el lado del cuadrado. Precisamente los nime-
ros de la anterior cadena se encuentran en la siguiente fraccion continua regular
 ionte:

R

T

24—

2455

Las convergentes (o reductas) de esta fraccion continua son los nimeros racio-

3 7 17 41 99 . .y .
nales 1,=,-,—=,—,= ... que constituyen una sucesion que converge precisamente

a?2.

Otros ejemplos de cadenas infinitas de nimeros asociadas a nimeros reales son:
[1;1,1,1,...], [3;3,6,3,6,...] ¥ [4,2,1,3,1,2,8,2,1,3,1,2,8,...]; estas corres-
ponden a los nimeros irracionales ¢, V11, V19, respectivamente.

La relacion entre recta geométrica y recta numerica

Las figuras geométricas y sus medidas constituyen un registro de representacion
de algunos niimeros reales. En este es ampliamente conocido el tridngulo rec-
tangulo 1s6sceles de catetos de medida 1 y, consecuentemente, de hipotenusa de
medida v2 (véase imagen 1(a)); también es conocido el triangulo equilatero cu-

yos lados miden 1 y cuya altura mide \/2_§ (véase imagen 1(b)). Asimismo, es

conocida la construccion sucesiva de tridngulos rectangulos que parte del pri-
mero de los tridngulos anteriores y va generando triangulos cuyas hipotenusas
van midiendo sucesivamente v/2,v/3,v4,/5, ... (véase imagen 1(c)).

Esas figuras geométricas ofrecen un ambiente para construir segmentos cuyas
medidas se expresan a través de nimeros no siempre racionales; desde este am-
biente es entonces pertinente preguntarse por la posibilidad de construir geomé-
tricamente todos los nimeros reales positivos, lo que puede convertirse en un
cuestionamiento que, a modo de acicate, conduzca a la imposibilidad de cons-
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truccion geométrica de algunos nimeros reales positivos y a la consecuente sub-
division de los nimeros irracionales positivos en construibles y no construibles
geométricamente, es decir construible con regla y compas euclidianos (o en
otras palabras, con rectas y circunferencias sin medidas).

(a)
V2
1
1
(b) i i
1

Imagen 1: figuras geométricas y sus medidas como medio de representacion de algunos
numeros reales.

El trabajo en el anterior registro de representacion puede servir de base para
abordar la representacion de los numeros reales en una recta numeérica. Este
nuevo registro de representacién asume como base una suposicion aparente-
mente natural, pero no menos cuestionable: «la recta estd compuesta de pun-
tos»; ademas, supone la existencia de una biyeccion entre los puntos de la recta
y los numeros reales. Con estas suposiciones de base, basta con ubicar dos pun-
tos sobre la recta y asociarlos respectivamente a los nimeros reales 0 y 1 para
con ello —y un proceso de division en partes alicuotas de la unidad— «lograr
ubicar» el punto que corresponda a cualquier nimero real racional y con ello
representarlo. Los numeros reales irracionales construibles se pueden represen-
tar como puntos en la recta numérica a condicion de que se considere el seg-
mento unidad en la construccién geométrica respectiva. Surge entonces un cues-
tionamiento de respuesta profundamente compleja: ;es posible representar en
la recta numérica un numero irracional no construible? o en otras palabras ;es
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posible establecer sobre una recta el punto que represente un nimero real no
construible (como por ejemplo m) o, a lo mas, lo que se puede es identificar
intervalos de puntos que contienen un punto que representa al nimero en cues-
tion? La respuesta a esta pregunta establece un halo de duda en relacion con la
correspondencia biunivoca entre los nimeros reales y los puntos de la recta, con
lo cual se cuestiona la recta como registro de representacion idoneo. Este cues-
tionamiento es anodino si se acepta irreflexivamente que a cada nimero real le
corresponde un punto de la recta y viceversa.

Operando con nimeros reales construibles en el contexto geométrico

La asociacion entre los nimeros reales positivos y las magnitudes arquimedia-
nas continuas absolutas —o si se prefiere, una relacion entre lo aritmético y lo
geométrico— encuentra en el tratamiento cartesiano de las magnitudes geomé-
tricas un nuevo ambiente operativo que sirve de acicate y referencia a la opera-
tividad de los nameros reales.

Desde La Geométrie de René Descartes, algunas de las operaciones entre mag-
nitudes, que no habian sido tratadas por Euclides en Elementos —como, por
ejemplo, la multiplicacion, la extraccion de raiz cuadrada y la «unidimensiona-
lizacion» de las magnitudes—, pueden interpretarse mediante construcciones
geometricas sobre segmentos. Estas construcciones o algoritmos geométricos
ofrecen entonces una via para operar con nimeros reales construibles en el con-
texto geométrico (véase imagen 2).

(a) (b)

D A B F G K H

Imagen 2: figuras geométricas asociadas a la multiplicacion de segmentos y la extraccion
de la raiz cuadrada

El andlisis de estos algoritmos y la identificacion de los elementos de su validez
permiten reconocer tanto el lugar de algunas propiedades geométricas involu-
cradas en las construcciones (tales como el paralelismo y la semejanza de trian-
gulos) como el papel protagénico del segmento unidad. Ello abre la posibilidad
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de aproximacion a las limitaciones de estos algoritmos geométricos, en particu-
lar, a la imposibilidad de representar todos los niumeros reales mediante cons-
trucciones con regla y compas.

Este enfoque genera un ambiente propicio para la discusion en torno a las con-
diciones que permiten pensar estas construcciones en términos de una posible
organizacion algebraica en el contexto geométrico.

Dos miradas sobre la relacion entre la recta geométricay R

Basados en Bergé y Sessa (2003) se puede afirmar que con el desarrollo de las
geometrias no euclidianas, la relacion entre la matemadtica y la realidad es inter-
pelada y problematizada, pues a través de estas geometrias se reconoce la exis-
tencia de tres sistemas axiomaticos para la geometria, matematicamente correc-
tos, diferentes y no compatibles entre si. Esto llevo a algunos matematicos del
siglo X1X, interesados en temas de calculo y analisis, no solo a preguntarse sobre
los alcances de la geometria euclidea como modelo del espacio fisico, sino tam-
bién a reconocer que muchas afirmaciones en el campo de lo numérico se apo-
yaban en una idea de recta (numérica) continua que no habia sido explicitada.
Entre ellos Richard Dedekind (1831-1916) y George Cantor (1845-1918) con-
sideraron que la definicion de un sistema numérico Util para el analisis matema-
tico esta necesariamente ligada a la definicion de continuidad de la recta. Pero
(,cOmMo expresar esta caracteristica de la recta?

Dedekind (1872) lo hace enunciando la siguiente propiedad:

Si todos los puntos de la recta se dividen en dos clases de manera que todo punto
de la primera clase se encuentra a la izquierda de todo punto de la segunda, en-
tonces existe un punto y solo uno que produce esta particion de todos los puntos
en dos clases, o sea, ese corte de la recta en dos porciones. (Dedekind, 1968, p.
121)

El rapidamente afirma que suponer esta caracteristica de la linea no es otra cosa
que un axioma por el cual se atribuye continuidad a la recta. El sistema numé-
rico que ¢l construye integra esta idea a partir del sistema de niumeros raciona-
les, mediante la creacion de nimeros nuevos que satisfagan la misma caracte-
ristica que los puntos de la linea recta.
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El proyecto de Cantor (1871) era construir un sistema numérico que incluyera
a los racionales y en el que se verificase la propiedad de que toda sucesion fun-
damental de elementos del nuevo sistema numérico tuviera como limite un ele-
mento de ese sistema. Basicamente Cantor agrego a los racionales un nimero
por cada sucesion fundamental (salvo equivalencias) y extendio a este nuevo
sistema numérico las cuatro operaciones aritméticas y la relacion de orden co-
nocida para los racionales. Esta asignacion permite poner en correspondencia
puntos de una recta con niimeros del nuevo sistema, pero la asignacidn reciproca
no esta, en principio, garantizada. Requiere, como hace Cantor, introducir un
axioma que asegure que a cada nuevo numero corresponde un determinado
punto de la recta.

Si bien tanto Cantor como Dedekind vieron la necesidad de expresar via un
axioma la continuidad de la recta, parece interesante destacar el papel diferente
que este axioma jugd en ambas construcciones. Mientras que para Dedekind la
propiedad de la recta constituy6 el punto de partida de su construccion de los
numeros reales, el proyecto de Cantor fue conseguir un sistema numerico com-
pleto (en el sentido de que toda sucesion fundamental tiene limite) y dotar fi-
nalmente a la recta de una propiedad andloga.

UNA REPRESENTACION GEOMETRICA INNOVADORA DE LOS
CONJUNTOS NUMERICOS

Como parte de la formacion matematica de los futuros profesores de matemati-
cas es usual incluir la construccion sucesiva de los conjuntos y sistemas numé-
ricos (Munioz Quevedo, 1983). Asi, termina siendo familiar la sucesion de los
conjuntos de nimeros naturales, enteros, racionales y reales, asi como su rela-
cionamiento como cadena de subconjuntos (N c Z ¢ Q c R). Esta aproximacion
normalmente prioriza la representacion simbolica de los elementos de los dife-
rentes conjuntos numeéricos y usualmente no incluye una representacion geome-
trica de estos que vaya mas alld de la representacion como puntos en la «recta
numericay.

Ahora bien, la comprension de los nimeros enteros como clases de equivalencia
del conjunto generado por el producto cartesiano N x N o de los nimeros racio-
nales como clases de equivalencia del conjunto generado por el producto carte-
siano Z x Z*, aunada a la representacion grafica de estas parejas en un sistema
de coordenadas ofrece la posibilidad de interrogar tanto la forma de representar
las clases de equivalencia y sus representantes, como la manera de realizar las
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operaciones y las relaciones entre estos nimeros en el sistema de representacion
grafica mencionado. Adicionalmente, surge la posibilidad de preguntarse sobre
las construcciones geométricas que expresarian los procedimientos de asocia-
cion de cada pareja —o conjunto de parejas o del representante de la clase de
equivalencia— con un punto sobre una misma recta numérica en la que se ubi-
quen todos y cada uno de los elementos de los conjuntos numéricos.

En desarrollo del proyecto de investigacion citado al comienzo del articulo y
auspiciado por la necesidad de comprender lo establecido en el parrafo inme-
diatamente anterior, se desarrollo un ejercicio de representacion geométrica del
conjunto Z x Z* que se visualiza en la imagen 3 para el caso de las parejas de
coordenadas positivas.

Imagen 3: representacion grafica de los racionales positivos y de la suma de dos de ellos

Particularmente, en la configuracion de la imagen 3 se han representado varios
«fraccionariosy, a saber: -,-,~,>,2,—, =, Algunos de ellos corresponden a
los racionales (2,3), (5,2) y (19,6), entendidos como representantes de la clase
de equivalencia, la cual se corresponde con la colinealidad de puntos que repre-
sentan nimeros fraccionarios. En la imagen 3 también se ha representado la
suma de los racionales (2,3) y (5,2); esta se ha realizado a través de un algoritmo
geométrico que incluye generar los elementos de las clases de equivalencia e
1dentificar cuales de ellos coinciden horizontalmente; una vez hecho esto, basta
aplicar sobre la representacion grafica la suma usual entre segmentos para ob-

tener el resultado (19,6).
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De manera semejante, en la imagen 4 se ha representado el producto entre dos
racionales (o puntos que los representan). En este caso se ha empleado la ho-
motecia de cada uno de estos en relacion con el punto (0,0) y tomando como
factor de homotecia una de las coordenadas del otro; asi, el producto de los
racionales (2,3) y (5,2) se ha realizado mediante la homotecia de (2,3) con factor
de homotecia la ordenada de (5,2) y mediante la homotecia de (5,2) con factor
de homotecia la abscisa de (2,3). Luego, se han cruzado las rectas de proyeccion
de estos puntos en relacion con los ejes, para asi obtener el punto que representa
el producto. En términos generales, el punto obtenido pertenece a una clase de
equivalencia representada por el punto més cercano al punto (0,0) colineal con
estos.

0 1 2 3 4

Imagen 4: representacion grafica de los racionales positivos y del producto de dos de
ellos

Ademas de permitir la representacion y ejecucion de la suma y el producto, la
representacion en cuestion facilita visualizar la relacion de orden —y sus propie-
dades—; este estad asociado con la inclinacidn de las rectas que sugieren las clases
de equivalencia. Asi, los puntos ubicados en una recta con mayor pendiente que
otra, serian menores que los colineales de la altima.

Esta misma representacion cartesiana del conjunto de los racionales ofrece una
oportunidad para la intuicidén sobre los nimeros irracionales y su relacion con
los nimeros racionales. En efecto, representando sucesivamente las convergen-
tes de las fracciones continuas (i. e., los racionales) se puede ver que estas tien-
den a una recta. En la imagen 5 se ha representado las convergentes de /2.
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E=(17,12)

D=(7,5)

Imagen 5: representacion grafica de la sucesion de convergentes asociada a la fraccion
continua que representa a v2

Ademas, a través de esta representacion se logra una aproximacion a los irra-
cionales como conjuntos de puntos colineales que no coinciden con ninguno de
los puntos de la grilla de racionales. Esta imagen permite visualizar que es mas
probable que existan mas irracionales que racionales, en razon a que hay mas
espacio entre dos puntos (racionales) cualesquiera, que puntos.

Por otra parte, no debe excluirse la posibilidad que esta representacion brinda
de ubicar sobre la recta horizontal (eje x) cualquier nimero racional o irracional
ubicando el corte de la recta que contiene los puntos colineales con la recta
horizontal que pasa por (1,0) y proyectar sobre el eje tal punto.

Para finalizar esta segunda parte es sensato reconocer que la apuesta aca hecha
no va mas alla del uso de un sistema de representacion para ampliar la compren-
sidn sobre la existencia de diferencias entre conjuntos numeéricos, que residen
en la naturaleza epistémica y ontoldgica de sus elementos.

A MODO DE CIERRE

La relacion entre lo geométrico y lo aritmético trasciende lo representacional,
aunque usualmente lo incorpora. Tal trascendencia se ha ilustrado a través del
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problema de la inconmensurabilidad y de la constitucion de R por parte de De-
dekind y Cantor, dignos representantes de la innovacion matematica. Esto hace
—o0 deberia hacer— parte fundamental del conocimiento deseable del profesor de
matematicas.

Bajo la conciencia de que R es un sistema numérico altamente antiintuitivo se
puede optar por dos vias. Una de ellas dirige su atencion a los aspectos formales,
rigurosos o tedricos; la otra, a identificar sistemas de representacién semiotica
que amplien el marco de recursos disponibles para facilitar su comprension.
Naturalmente, la segunda parte de este documento se ubica en la segunda via.

REFERENCIAS

Bergg, A.y Sessa, C. (2003). Completitud y continuidad revisada a través de 23 siglos. Apor-
tes a una investigacion didéctica. Revista Latinoamericana de Investigacion en Mate-
matica Educativa, 6(3), 163-197.

Cantor, G. (1871). Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen. Mathematische Annalen, V, 123-132.

Dedekind, R. (1872). Stetigkeit und irrationale Zahlen. Friedrich Vieweg und Sohn.

Dedekind, R. (1968). Numeros irracionales. En J. R. Newman (ed.), Sigma. El mundo de las
Matematicas (vol. 4, pp. 119-128). [Décima ed.]. Ediciones Grijalbo S. A.

Knorr, W. R. (1975). The evolution of the Euclidean Elements. A study of the theory of in-
commensurable magnitudes and its significance for early Greek geometry. D. Reidel
Publishing Company.

Knorr, W. R. (1978). Archimedes and the pre-Euclidean proportion theory. Archives inter-
nationales d'histoire des sciences, 28, 183-244.

Muioz Quevedo, J. M. (1983). Introduccion a la teoria de conjuntos. Bogota: Universidad
Nacional de Colombia.

19






DE LA INVESTIGACION AL AULA: EXPERIENCIAS EN MEXICO PARA
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La geometria continiia relegada en los primeros grados de educacion primaria,
pese a su relevancia en el desarrollo del pensamiento matematico. Diversas in-
vestigaciones siguen reportando dificultades relacionadas con la visualizacion
espacial, la interpretacion de representaciones de formas bi- y tridimensionales,
asi como con el andlisis de transformaciones geométricas. En este articulo pre-
sento experiencias desarrolladas en México orientadas a vincular resultados de
investigacion sobre la ensefianza y el aprendizaje de la geometria con el disefio
de materiales accesibles para los primeros grados de primaria. A partir de estas
experiencias, discuto posibilidades y tensiones vinculadas con la formacion do-
cente para favorecer el desarrollo del pensamiento geométrico en los primeros
grados.

INTRODUCCION

La conexién entre la geometria y la realidad somos nosotros. Somos el puente
entre ambas. Las matematicas suceden en nuestras mentes, nuestras mentes son
producto de nuestros cerebros, nuestros cerebros son parte de nuestros cuerpos y
nuestros cuerpos estan en la realidad [fisica]. (Lockhart, 2012, p. 158)

La geometria es una parte importante del pensamiento matematico, pues per-
mite comprender y representar el espacio en el que vivimos y el que imagina-
mos. Sin embargo, no tenemos acceso directo a los objetos geométricos sino a
sus representaciones dentro de un sistema geométrico (Duval, 1998). Entonces,
debemos aprender a trabajar con objetos ideales a partir de representaciones
materiales del mundo fisico; diferenciando el objeto de sus representaciones.

El pensamiento geométrico puede entenderse como la capacidad de interpretar,
representar y analizar relaciones espaciales y propiedades de formas 2D y 3D
en diferentes sistemas geométricos, asi como la capacidad de razonar sobre ellas
a través de procesos como visualizacion, construccion y argumentacion (Duval,

Sandoval, 1. (2026). De la investigacion al aula: experiencias en México para el desarrollo
del pensamiento geométrico en primaria. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus
Aplicaciones, 27, 21-36. Bogota, Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.



1998; Johnson-Wilder y Mason, 2005). Su desarrollo permite ser capaz de iden-
tificar y transformar representaciones, identificar invariantes y establecer rela-
ciones entre objetos geométricos, por ejemplo.

Desde investigaciones cldsicas, como es el caso de la perspectiva genético-cog-
nitiva, se reconoce que la construccioén de nociones espaciales y geométricas se
desarrolla progresivamente en interaccion con el entorno (Piaget e Inhelder,
1948). Investigaciones posteriores han ampliado esta perspectiva, destacando
que dicha comprension no se construye de manera espontanea ni solo por ma-
duracion, sino a través de experiencias dirigidas y mediadas en contextos edu-
cativos (Sarama y Clements, 2009; Lowrie et al., 2019).

A pesar de estos avances investigativos, la realidad en diversos salones de clase,
particularmente, en los primeros grados de primaria, es que la geometria conti-
nla ocupando un lugar secundario. Al acercarse para comprender estas realida-
des y dialogar con docentes no especialistas en matematicas, aparecen expre-
siones como “lo geométrico no es prioridad ensenarlo porque las formas
geométricas estan por todos lados™ (docente de segundo de primaria, 2021).
Este tipo de afirmaciones evidencia una tension reportada en la investigacion
desde hace décadas: aunque la geometria forma parte de la experiencia coti-
diana, aprender a “a ver” y a “razonar” geomeétricamente resulta mas complejo
de lo que suele suponerse. Como lo sefiald Freudenthal (1973), “Geometria es
captar el espacio. [...] Estamos tan acostumbrados a este espacio que no pode-

mos imaginar cudn importante es para nosotros y para quienes educamos” (p.
403).

Si la geometria estudia patrones espaciales en los que se involucran formas,
tamafios relativos, localizaciones y estructuras y si las representaciones de rela-
ciones espaciales son una herramienta valiosa para pensar y comunicarse efec-
tivamente con otras personas (Johnson-Wilder y Mason, 2005; Sinclair y Bruce,
2015), entonces ;jcomo transformar estas ideas a experiencias accesibles para
las infancias y docentes que enserian matemadticas en los primeros grados es-
colares, en contexto especificos? Esta inquietud ha guiado mi trabajo investiga-
tivo y de colaboracion con investigadores y docentes.

En este articulo presento ejemplos de materiales elaborados para salones de
clase de educacion primaria en México, y comentaré algunas posibilidades y
tensiones que emergen, centrandome en la formacion docente y el trabajo cola-
borativo.
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POCA VISIBILIDAD DEL PENSAMIENTO GEOMETRICO

La geometria esta presente en diversas areas de las matematicas y de otras cien-
cias, razon por la que es necesario que mas nifios, nifias, adolescentes y docentes
no especialistas en matematicas tengan oportunidades para desarrollar y expre-
sar su pensamiento geométricamente. A continuacion, retomaré tres tareas usua-
les de distintos niveles educativos con el proposito de mostrar como el pensa-

miento geométrico es una herramienta poderosa en la resolucioén de problemas,
aunque frecuentemente poco explicitada.

El pensamiento geométrico y su relevancia para hacer matematicas

Una primera tarea proviene de la aritmética de primaria. En la imagen 1 se
muestra un recurso digital interactivo! en el que se pide relacionar la figura del
area sombreada del cuadrado con una fraccidn numérica.

1 = 2 _F : 3 . 5 6

Sid [ON4 N
CEciE e

7

3|3 2|1 3 1
10 | 16 | 16 4 8 6
11 8 | 1 5 | & | 1
3 40 2 8 12 5

Imagen 1: pensamiento geométrico en una tarea aritmética

Para resolver exitosamente esa tarea, centrando la discusion en el proceso y no
unicamente en el resultado, se requiere tanto el pensamiento numérico (inter-
pretar la fraccion dada como parte-todo) como el geométrico. Esto es, identifi-
car figuras dentro de una figura compuesta o entre figuras sobrepuestas (identi-
ficacion visual), reconocer figuras en distintas posiciones (conservacion de la
percepcion), reconocer figuras congruentes en distintas posiciones (percepcion
de la posicidon en el espacio), trazar figuras (coordinacidon visomotora), entre
otras habilidades espaciales documentadas por Del grande (1990) y Gutiérrez
(1991) en investigaciones sobre visualizacion espacial.

' Véase https://henkreuling.nl/applets/Mini-loco_breuken_in_vierkant.html
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El segundo ejemplo corresponde a una tarea de secundaria (prealgebra) sobre
sucesiones figurales para determinar la regla de construccidon. Especificamente,
se pide encontrar cuantos cuadrados hay en el paso 10 y cuél es la regla de
construccion (véase imagen 2).

0o DHEED DEEE@ED

Paso 1 Paso 2 Paso 3

Imagen 2: ejemplo de una tarea de algebra que requiere pensamiento geométrico

En esta tarea, el pensamiento geométrico se hace evidente en la manera en que
el resolutor reconoce invariantes dentro del cambio, descompone y compone las
configuraciones, en como imagina —predice— configuraciones sin necesidad de
dibujarlas, y establece relaciones entre estas representaciones figurales y las re-
laciones numéricas identificadas. En este tipo de tarea, la discusion pocas veces
se centra en como cada estudiante “imagina” el paso 10, y en la relacion de esas
“maneras de ver” con el proceso de construccion de la regla general. Es mas
frecuente que el énfasis esté en el resultado numeérico y la expresion simbodlica
obtenida, lo que no consuena con Flores (1998), quien sefiald que el pensa-
miento geométrico es un puente entre la aritmética y el algebra porque dan sen-
tido a los términos algebraicos.

43. Las dimensiones de una caja rectangular son 8 x
6 X 4 pulgadas. Aproxime, al décimo de grado
mds cercano, el angulo formado por la diagonal

de la base y la diagonal de la caja que se mues- Una caja rectangular tiene dimensiones de 8" X 6" X 4"
tran en la figura. Calcule, al décimo de grado maés cercano, el dngulo 6 for-
mado por una diagonal de la base y la diagonal de la caja,

como se ve en la figura.
FIGURA PARA EL EJERCICIO 43

g!
|

Swokowski y Cole (1986, p. 68) Swokowski y Cole (2011, p. 411)

Imagen 3: ejemplo de una tarea de trigonometria que requiere cambios de dimension
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Un ultimo ejemplo corresponde a un problema de trigonometria de bachillerato:
dada una caja de base rectangular con ciertas dimensiones, encontrar la medida
de cierto angulo (imagen 3).

Para resolver la tarea, es necesario reconocer posiciones y relaciones espaciales,
percepcion figura-fondo, coordinar distintas perspectivas (vistas ortogonales) y
hacer cambios de dimension (3D-2D-1D), antes de usar el teorema de Pitagoras
y funciones trigonométricas basicas. En la imagen 3 se muestran cambios en las
figuras que acompafian el enunciado y quizés intentan hacer mas visibles ciertas
relaciones espaciales. Ante esta tarea, una docente de matematicas de bachille-
rato en Ciudad de México, con solida formacidn disciplinar y cuyos estudiantes
tienen alto desempeio académico, se preguntaba: “;Por qué solo 10% logra re-
solver este ejercicio?”. Ella coment6 que:

No reconocen el tridngulo de la base, formado por las dos aristas de la caja que
miden 8’ y 6’ respectivamente. A veces, ni siquiera consideran que se forme un
tridngulo rectangulo en el plano vertical porque no reconocen donde se forma el
angulo recto.

Este tipo de dificultades ha sido ampliamente documentado en investigacion
sobre visualizacion y razonamiento espacial (Clements y Battista, 1992; Gutié-
rrez, 1991) y el papel de las acciones para construir representaciones de los ob-
jetos. En este caso, se debe interpretar la informacion de la figura 2D antes de
reconstruir el objeto tridimensional, pero la mencionada docente desconocia es-
tos resultados ttiles para su labor. Situaciones como estas evidencian como di-
ficultades asociadas al pensamiento geométrico permanecen poco visibles en la
ensefianza.

El pensamiento geométrico en el curriculo y la investigacion

Al revisar algunas politicas educativas materializadas en propuestas curricula-
res (Lozano et al., 2019) y manuales o libros de texto, es posible identificar que
usualmente los contenidos de geometria suelen aparecer después de los de arit-
mética y algebra (UNESCO, 2020, imagen 4). Esta organizacion curricular co-
munica, explicita o implicitamente, cierta jerarquia y prioridad de los conteni-
dos matematicos, a los usuarios del curriculo, entre ellos el profesorado y los
disenadores de materiales didacticos.

Algo similar sucede en investigacion: los estudios sobre ensefianza y aprendi-
zaje de la geometria continian siendo menos numerosos en comparacion con
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otras areas de las matematicas y, mas aun, en edades tempranas (Sandoval y
Camargo, 2021; Sandoval y Ortiz, 2023). A lo largo de tres décadas de elabo-
racion de estados de conocimiento sobre la investigacion educativa en México,
esta situacion se ha mantenido sin grandes cambios:

La geometria resulta la gran ausente en cuanto a los contenidos matematicos
abordados. [...] la condicién mostrada en el primer estado del conocimiento res-
pecto de este contenido curricular no ha cambiado [...] Sin duda, tal situacién ha
limitado nuestra comprension de los procesos de aprendizaje en esta rama de las
matematicas y, con ello, la creacion de mejores propuestas para su ensefianza en
el contexto mexicano. (Avila et al., 2013, pp. 119-120)

Niameros y
operaciones 47

Magnitudes y
medidas 18

Geometria

Estadistica y
9 probabilidad

Patrones y
algebra 4y

Promedio de América Latina

México y el Caribe

Imagen 4: un ejemplo de distribucion de temas de geometria en México y su contraste
con los de América Latina en educacion primaria (Unesco, 2020, p. 16)

Lo anterior es coherente con observaciones en aula. Al investigar en un salon
de clase, encuentro docentes comprometidos y entusiastas, con actitud abierta
hacia la mejora de su practica. En ocasiones, identifico tareas y estrategias di-
dacticas poco favorables para el desarrollo del pensamiento geométrico; y, al
mismo tiempo, expresan inquietudes sobre dificultades observadas en sus estu-
diantes y manifiestan interés genuino por explorar alternativas de ensefanza.
Estas experiencias reafirman la necesidad de construir formas de trabajo mas
horizontales y colaborativas entre investigadores y docentes, como talleres, para
lograr que resultados de investigaciones cuidadosamente disefnadas, de propues-
tas teoricas y metodoldgicas rigurosamente fundamentadas y validadas lleguen
a las aulas a través de programas de formacion del profesorado.

A continuacion, presentaré, por una parte, ejemplos de libros de texto de mate-
maticas para estudiantes y profesores de los dos primeros grados de primaria,
disefiados y distribuidos en México entre 2018 y 2024 y, por otra, retos para su
implementacion en aulas.
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LIBROS DE TEXTO Y DESARROLLO DEL PENSAMIENTO GEOMETRICO

Como se sefialo en parrafos anteriores, en México tanto la investigaciéon como
el disefio de propuestas didacticas orientadas al fortalecimiento del pensamiento
geométrico en primaria aun son limitados. Los resultados de evaluaciones na-
cionales siguen reportando dificultades relacionadas con la visualizacion espa-
cial, la interpretacion de representaciones de formas 2D y 3D, asi como la anti-
cipacion y andlisis de transformaciones geométricas. Estas problematicas ya se
han investigado desde hace décadas y hay propuestas didacticas para ello.

En 2017, a solicitud de la Secretaria de Educacion Publica?, se desarrolld un
proyecto enfocado en el disefio de libros de texto para infancias de 1.° y 2.° de
primaria. Participé en el equipo de matematicas en la coordinacion de conteni-
dos de los ejes curriculares “forma, espacio y medida”, junto con un colectivo
de investigadores, docentes y autoridades educativas. Una de las decisiones cen-
trales fue visibilizar los contenidos de este eje, distribuyéndolos de manera mas
equilibrada a lo largo del texto. Aproximadamente 40% fue para este eje. Ade-
mas, se busco acercar resultados de investigacion a propuestas concretas y via-
bles para aulas de educacion primaria, a través del uso de recursos de bajo costo,
y actividades centradas en la exploracion, la argumentacion y la comunicacion.
Cabe senalar que los libros dirigidos a las infancias requerian de enunciados
cortos y claros y las imagenes usadas debian cumplir con fines didacticos. Por
su parte, los textos para el profesorado incluian sugerencias sobre la implemen-
tacion, materiales necesarios, posibles preguntas y dificultades esperadas, re-
dactadas de manera breve y concreta, en un lenguaje accesible para no especia-
listas en matematicas.

En el disefio de algunas tareas de este eje se incorporaron elementos de la Teoria
de la variacion del aprendizaje (Lo, 2012; Marton, 2015), particularmente pa-
trones de variacion e invarianza. Esta perspectiva ha orientado distintos proyec-
tos de investigacion en los que he participado (Sandoval y Camargo, 2021; San-
doval y Ortiz, 2023; Sandoval y Preciado, en prensa). A continuacion, la
describiré brevemente.

2 Desde la década de 1960, la SEP garantiza que todas las infancias de educacion bésica

cuenten con libros de texto gratuitos, para todas las asignaturas; y algunos de ellos se
acompainan con sugerencias para el profesorado. Cada afio, Conaliteg distribuy6 cerca de
2 millones y medio de estos libros, que llegaron a estudiantes y docentes de estos dos
niveles educativos (https://historico.conaliteg.gob.mx/).
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Teoria de la variacion del aprendizaje

Esta teoria, aunque no es exclusiva de la educacion matematica, se ha consoli-
dado como una herramienta tedrico-metodoldgica relevante para investigar y
disefar procesos de ensefianza y aprendizaje de las matemadticas, incluyendo
geometria (Huang y Li, 2017; Kullberg ef al., 2017). En esta perspectiva, la
variacion es una condicidon necesaria para que quien aprende logre notar lo que
es necesario aprender (Lo, 2012); aprender es definido como “un cambio en la
forma en que algo es visto, experienciado o comprendido [...] la manera en que
se experimenta es fundamental para aprender” (Runesson, 2005, p. 71). Se
aprende “algo” cuando el aprendiz logra discernir elementos centrales (aspectos
criticos) de ese “algo”. Como lo sefialamos en Camargo y Sandoval (2017), el
discernimiento de un aspecto critico se relaciona tanto con la riqueza como con
la diversidad de experiencias de variacion vividas por quien aprende, en las que
dicho aspecto puede reconocerse como invariante.

Marton (2015) sefiala que para enfocar la atencion es necesario experimentar la
variacion en ese aspecto critico, pero no en otros. Asi, si se pretende discriminar
dos aspectos criticos, es necesario generar la diferencia entre ellos, variando uno
mientras el otro permanece invariante, de manera que puedan distinguirse entre
si. Como lo sefiala Lo (2012), “no puede haber discernimiento sin experimentar
diferencia, y no puede haber experimentado la diferencia sin una experiencia
simultanea de al menos dos cosas diferentes” (p. 84).

A partir de lo anterior, esta teoria propone distintos patrones de variacion e in-
varianza, entendidos como relaciones de igualdad y de diferencia experimenta-
das en las tareas de aprendizaje (Marton, 2015; Sandoval y Camargo, 2021;
Sandoval y Preciado, en prensa). Uno de ellos es el contraste, que implica la
percepcion de la diferencia. Esta experiencia de variacion permite distinguir
conceptos, ‘entidades’ o situaciones que presentan el aspecto critico de interés
frente a aquellas que no. Otro patrén es el de generalizacion, que ocurre cuando
el aspecto critico se reconoce como invariante y necesario, incluso cuando otros
aspectos varian; esto es, como distintivo de la entidad o situacién en medio de
la variacion. Lo que interesa no es descubrir lo comun entre distintos casos, sino
reconocer como varia cada aspecto para “separar los aspectos opcionales de los
necesarios” (Marton, 2015, p. 51). El altimo patron es la fusion que ocurre
cuando dos o mas aspectos previamente generalizados se articulan a la vez en
diferentes entidades o situaciones al enfocar la atencion en ellos. Por tanto,
cuando varios aspectos criticos de un objeto de aprendizaje han sido variados
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por separado mediante contraste o generalizacion, es fundamental que se expe-
rimenten conjuntamente mediante la fusion. Esta perspectiva resulta adecuada
para el disefio de tareas geométricas, haciendo uso de las ideas ya descritas, para
aprender a notar aquello que antes permanecia invisible.

En esta teoria, el papel de quien ensefia también es esencial, pues es quien ge-
nera experiencias (actividades y preguntas) que orienten la atencion hacia de-
terminados aspectos criticos, considerando que aquello que resulta critico se
relaciona tanto con el objeto de aprendizaje como con quien aprende. En el si-
guiente apartado se ejemplifica el uso de esta teoria en el disefio de tres tareas.

Nombrar, definir y clasificar en primero de primaria

Sin experimentar la diferencia es imposible discernir las similitudes. Ademas de
mostrar ejemplos similares, los profesores también deben mostrar no-ejemplos
(Lo, 2012, p. 85).

Definir y clasificar son practicas matematicas fundamentales que, en geometria,
tienen un contexto rico para su desarrollo en educacion basica. Para ello, es
necesario identificar atributos que caracterizan al objeto geométrico y que son
evocados al nombrarlos. En los primeros grados de primaria se transita entre la
atencion a atributos no geométricos (como el color, ubicacion, etc.) hacia los
geométricos tales como, por ejemplo, cantidad de lados y relaciones entre ellos
(igualdad, paralelismo, perpendicularidad, etc.). Asi mismo, se pasa progresi-
vamente de enfocarse en un atributo a enfocarse en varios a la vez.

En primer grado de primaria, uno de los énfasis de la propuesta curricular se
hizo en tareas de composicion de configuraciones geométricas. Se promovio la
exploracion y experimentacion a través de actividades de construccion en las
que era necesario interpretar para construir y para generar representaciones geo-
métricas. Cada leccion fue disefiada para implementarse en una hora de clase.
En los siguientes ejemplos se uso el tangram incluido como material recortable
en el libro de texto.

En la imagen 5 se muestran dos tareas orientadas a la construccion de rectangu-
los a partir de otras formas geométricas. Estas tareas forman parte de una se-
cuencia de cinco, en las que se promueve la composicion de configuraciones
geométricas. Ademas, de manera simultanea, se favorece el desarrollo de habi-
lidades de visualizacion (Del Grande, 1990; Gutiérrez, 1991) como coordina-
cion ojo-mano, percepcion figura-fondo, percepcion de relaciones espaciales,
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discriminacidn visual y memoria visual. Por ejemplo, en las tareas, los colores
y tamafos de las piezas por construir pueden, o no, coincidir con las del tan-
gram. Ademas, en algunos casos se muestran las divisiones internas de las con-
figuraciones y en otras, no. Estas decisiones didacticas favorecen procesos de
visualizacion, interpretacion de representaciones y construccion de configura-
ciones.

Respecto a los patrones de variacion, en la leccion “2. Banderas” (imagen 5) se
incorpor6 el uso del de contraste y el de generalizacion para promover el reco-
nocimiento de la forma rectangulo. Los contrastes usados en el disefio fueron:
1) el ancho no cambia, el largo si; 2) la forma no cambia, la cantidad de piezas
que lo componen si; 3) la forma no cambia, la posicion si.

En esta tarea permanece invariante el nimero de lados, la relacion entre pares
opuestos de lados (misma longitud) y la longitud de uno de los lados (la del mas
corto) del rectangulo. Lo que cambia es el tipo de piezas con que se forma cada
rectangulo, la ubicacion de las piezas que lo conforman, y el color de las ban-
deras, que no corresponden con los del tangram. También varia la escala entre
las configuraciones ilustradas en el libro de texto y las que se obtienen con el
tangram. Sin embargo, en todos los casos de la primera parte de la tarea son
visibles las divisiones que diferencian las formas que componen cada rectan-
gulo; esto no ocurre en la segunda parte, denominada “Un paso mas”. El otro
patron es el de generalizacion, pues se espera que el estudiantado enfoque la
atencion en la forma “rectangulo”, la cantidad de lados y la relacion (pares
opuestos de igual longitud), y pueda reconocer su composicion a partir de otras
formas geométricas. En las orientaciones para el profesorado se le indica averi-
guar si los estudiantes conocen e identifican los rectangulos, con preguntas
como /qué forma tienen las banderas? También se sugiere ampliar lo realizado
en el libro, dando condiciones especificas para crear nuevos rectangulos. Con
dos tangram, por ejemplo, construir rectdngulos usando dos cuadrados, cuatro
tridngulos pequenos, cuatro tridngulos grandes o los dos cuadrados y los cuatro
triangulos pequenos (Garcia et al., 2018b, p. 81).

En el segundo ejemplo, leccion “4. Con dos piezas”, el énfasis esta en reconocer
la forma “cuadrado” contrastandola con la de otros poligonos conocidos a través
de tareas de construccion usando dos piezas del tangram. El patron contraste en
términos de los aspectos criticos se uso para identificar 1) misma cantidad de
piezas para armar, diferentes formas construidas; 2) misma forma, diferente
tamario; 3) misma forma, diferente posicion. De manera implicita se inicia con
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la idea de diagonal, y que dos tridngulos rectdngulos congruentes forman un
cuadrado. Ademas, estas acciones posibilitan enfocarse en nuevos atributos
geométricos: de lados a angulos, de manera implicita.

2. Banderas 4 Con 2 piezas

Arma estas banderas con tu tangram 4 Con 2 piezas de tu tangram arma cada una
de estas figuras 4

oy

tiliza tu tangram para construir un rectdngulo como éste.

Imagen 5: componer, descomponer y nombrar (Garcia et al., 2018a, p. 51, p. 53)

El altimo ejemplo, de este mismo grado, es la tarea de la leccion “5S. Uno no es,
(cual es?” (p. 100) orientada a la construccion de definiciones (imagen 6). En
particular, se consider6 el patron de contraste para promover la clasificacion de
poligonos a partir de algunos atributos geométricos. La tarea forma parte de una
secuencia de cinco, en las que se promueven las practicas de “definir” y “clasi-
ficar” poligonos. En ella se propone un transito desde el uso de atributos no
geométricos (como el color) hacia atributos propiamente geométricos como ca-
racteristicas de sus lados —cantidad, relaciones entre lados de la misma figura
como congruencia, paralelismo o perpendicularidad—, o de sus angulos —canti-
dad, amplitud angular y relaciones de congruencia. Este transito se acompafia
del uso de ejemplos y no-ejemplos, estrategia central en la teoria para hacer
contrastes, que permite enfocar la atencion del estudiantado en lo que si perte-
nece a una categoria y lo que no. Cabe sefialar que, en una secuencia previa a
esta tarea, los educandos estudiaron rectangulos, tridangulos y cuadrados (ima-
gen 5), analizando atributos como “numero de lados”, “longitud de lados”,
“forma de lados rectos o curvos”, “amplitud entre dos lados contiguos” en pro-
blemas de composicidon y descomposicion de formas.
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Tacha la figura que consideres que no deberia estar en
este grupo.

Comenta con tus companeros, ;qué figura consideras que
no deberia estar en el grupo y por qué?

@ ¢Coémo explicarfan a un comparniero la manera de identificar
la caracteristica que tiene un grupo de figuras?

"i Observa las figuras y tacha la que consideres que no es del
A~ grupo. Escribe en tu cuaderno por qué elegiste esa figura

IN. Y

Imagen 6: uso de ejemplos y no-ejemplos para acercarse a la definicion (Garcia et al.,
2018a, p. 100)

En esta tarea (imagen 6), el color permanece invariante, mientras que se intro-
ducen variaciones en otros atributos geométricos. La primera parte de la tarea
se enfoca en cuadrilateros; la segunda, que se plantea como “Un paso mas”,
amplia el repertorio a otros poligonos a fin de atender dos dimensiones de va-
riacion en términos de “numero de lados” y “amplitud de &ngulos™ de poligonos.
Se fomenta el anélisis de mas de una respuesta correcta en funcion de la carac-
teristica geométrica a la que el estudiantado ponga atencion, en términos de los
aspectos criticos. Estas aclaraciones se le comunican al profesorado para que
sean consideradas durante la implementacion, sugerencias de preguntas como
“;qué tienen en comun las figuras del grupo?, ;cémo podrian identificar si una
figura no es de ese grupo?” o “cuando todos hayan elegido una figura, pregun-
teles: ;cudl no es?” (Garcia et al., 2018b, p. 113). Estas intervenciones buscan
promover el contraste, entre lo que pertenece y lo que no pertenece a una clase
(e. g., cuadrilateros), como recurso para la formulacion de generalizaciones a
partir de similitudes y diferencias, pasando de enfocar la atencidon en rasgos
perceptibles a caracteristicas estructurales de las figuras.

Habilidades como componer y descomponer, analizar y predecir transformacio-
nes, identificar las partes en el todo, imaginar trazos donde no los hay, todas
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ellas, son necesarias para los tres ejemplos de tareas de aritmética, algebra y
trigonometria. Los primeros acercamientos podemos iniciarlos desde edades
tempranas con actividades como las que mostré en esta seccion. Sin embargo,
la implementacion de estas propuestas en las aulas, requieren de inversiones en
acompanamiento docente continuo, de intercambios y de investigaciones a me-
diano y largo plazo para valorar los impactos reales e incorporar adecuaciones
necesarias. Todo libro de texto es siempre mejorable.

De las propuestas a los salones de clase: retos y oportunidades

La investigacion con docentes de educacion primaria sefala que, aunque ellos
reconocen la importancia de desarrollar el pensamiento geométrico para la re-
solucion de problemas, existen limitaciones en su formacion (e. g., Hourigan y
Leavy, 2017) y en el uso de materiales didacticos pertinentes para sus aulas.
Los libros de texto son un recurso para acercar resultados de investigacion a
mas aulas, sin embargo, se requiere de programas de formacion paralelos a la
implementacion de estos materiales. En Sanchez y Sandoval (2024) mostramos
como un mismo docente implementa las mismas lecciones, antes y después de
un trabajo de investigacién-accion colaborativa; y los resultados son contras-
tantes. Lo mismo sucede en otros contextos en los que actualmente estamos
analizando datos. Para acercar a las aulas estas ideas de ensefianza y aprendizaje
de la geometria, el profesorado necesita vivenciar estas nuevas formas de ense-
far y de aprender, esto es, tener un acompaiiamiento continuo para compartir
experiencias, inquietudes y profundizar en sus conocimientos geométricos es-
pecializados. Asi que, uno de los grandes retos sigue siendo la formacién. Otro,
es el seguimiento a la implementacion de estas propuestas educativas, de ma-
nera longitudinal para valorar el impacto real en las aulas, en los diversos con-
textos educativos.

RETOS Y OPORTUNIDADES EN LOS CONTEXTOS ACTUALES

La geometria constituye una parte fundamental del pensamiento matematico y
es transversal a otras areas de las matematicas y disciplinas. En los contextos
educativos actuales, se estd impulsando el trabajo interdisciplinario, a través de
metodologias como aprendizaje por problemas o por proyectos. Desarrollar el
pensamiento geométrico en estos contextos tiene nuevas oportunidades, pero
también desafios.
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En las secciones anteriores mostré como varias de las dificultades identificadas
en tareas de aritmética, prealgebra y precélculo involucran procesos geométri-
cos que suelen permanecer poco visibles en el curriculo y en las aulas. Por su
parte, los ejemplos de un libro de texto analizados evidencian el potencial de
este tipo de tareas para favorecer la visualizacion, la composicion y descompo-
sicion de formas, asi como la definicion y clasificacion de formas a través del
reconocimiento de relaciones espaciales. Uno de los retos sigue siendo la cons-
truccion de puentes entre investigacion, desarrollo curricular, formacion do-
cente y disefio de materiales para las aulas, de tal manera que la geometria sea
reconocida como un componente importante del pensamiento matematico y no
como un contenido aislado. Otro desafio se relaciona con los contextos inter-
disciplinarios que abren nuevas lineas de investigacion para indagar sobre el
desarrollo del pensamiento geométrico y el disefio de propuestas viables para
las aulas. La invitacion es a seguir fortaleciendo los trabajos colaborativos entre
expertos de diversas areas.
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El curso descrito en este documento presenta una formacion especializada para
docentes y profesionales de la educacion superior, centrada en la didactica de la
geometria inclusiva. El programa rompe con la tradicion “visual” en matematicas
para combatir el capacitismo sistémico que suele excluir a estudiantes con disca-
pacidad visual de las carreras STEM. A través del marco DUA, se disefian entor-
nos de aprendizaje con multiples formas de representacioén y accion. El compo-
nente disciplinar se aborda desde el modelo MTSK, profundizando en el
conocimiento de los temas geométricos y su estructura pedagogica. Los partici-
pantes exploraran el uso de geometria sintética, analitica y descriptiva mediante
el uso de recursos tiflotecnologicos, modelos 3D y lenguaje matematico accesi-
ble, garantizando que el rigor académico universitario se mantenga intacto mien-
tras se eliminan las barreras de acceso.

INTRODUCCION

Es fundamental que la investigacion en Educacion Matematica no se quede en
el plano de la abstraccion. Vincular modelos tedricos con escenarios reales de
aprendizaje permite transformar conceptos complejos en herramientas de diag-
nostico y mejora para el aula. Estos marcos no solo sirven para describir la prac-
tica, sino también para potenciarla, ofreciendo al docente una estructura sélida
para tomar decisiones que impacten directamente en la comprension de sus es-
tudiantes

OBJETIVO GENERAL DEL CURSO

Desarrollar competencias docentes especializadas para la ensefianza de la geo-
metria en educacion superior, integrando los marcos del DUA y el MTSK bajo
una perspectiva anticapacitista, que permita disefiar e implementar secuencias
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especializado del profesor de matematicas: reflexiones sobre la atencion a la diversidad en la
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didacticas accesibles para estudiantes con discapacidad visual, las cuales pro-
mueven el pensamiento espacial y el razonamiento deductivo sin dependencia
del canal visual.

ORGANIZACION DEL CURSO

Perspectiva y sensibilizacion: “En los zapatos del otro”

Antes de enseiiar, el docente debe entender la carga cognitiva de la ceguera
(Acevedo-Rincon et al. 2023). No se trata de “tapar los 0jos”, sino de analizar
el acceso a la informacion (tabla 1).

Actividad Ejemplificacion

99 ¢

Analisis del sesgo visual Como el lenguaje docente (e. g., “este punto”, “aqui
se ve”) excluye al estudiante

Mapeo mental Ejercicios de orientacion espacial y construccion de
mapas mentales sin referentes visuales

Capacitismo en la academia Debate sobre las barreras infraestructurales y meto-
dologicas en las facultades de ciencias

Tabla 1: actividades de sensibilizacion

Herramientas de registro: regleta y punzon en geometria

La regleta braille es el “cuaderno” del estudiante. En geometria universitaria, su

uso es critico para el desarrollo de la notacion matematica y la tabulacion de
datos (tabla 2).

Actividad Ejemplificacion

Notacion matematica Manejo de la simbologia braille para simbolos (e. g.,
angulos, segmentos y potencias)

Tabulacion de datos Registro de medidas obtenidas mediante herramien-
tas tactiles para su posterior procesamiento

Capacitismo en la academia Debate sobre las barreras infraestructurales y meto-
dologicas en las facultades de ciencias

Tabla 2: actividades con herramienta de registro

40



Didactica de la geometria plana (practica de conceptos)

Aplicamos el marco MTSK (Carrillo-Yanez et al., 2018) (conocimiento espe-
cializado del contenido) para transformar conceptos visuales en experiencias
hapticas (tabla 3).

Concepto Recurso/actividad

Teorema de Pitagoras Uso de rompecabezas de areas (tipo puzle de Perigal)
donde el estudiante compruebe fisicamente que la
suma de las areas de los cuadrados de los catetos
llena el cuadrado de la hipotenusa

Semejanza de triangulos Exploracion de figuras a escala con papel microen-
capsulado (figuras con relieve)

Verificacion de la proporcionalidad de lados me-
diante el uso de cintas métricas adaptadas

Circulo y elementos notables Uso de compases adaptados y cuerdas

Identificacion fisica de la diferencia entre radio,
cuerda, secante y tangente mediante el tacto en table-
ros de dibujo positivo

Tabla 3: conceptos de geometria euclidiana

El profesor universitario debe desarrollar un conocimiento de la estructura ma-
tematica que le permita describir una curva no por su forma (e. g., ““es como una
U”), sino por su propiedad intrinseca (e. g., como lugar geométrico) (Fernandez-
Alcaraz y Vazquez-Vilchez, 2021). Para ello, se mencionan a continuacion al-
gunos recursos didacticos frecuentemente utilizados (tabla 4).

Recurso Objetivo
Geoplano circular y Permiten la construccion rapida de poligonos y redes de coor-
cuadrado denadas.

Papel de dibujo positivo | Permite que, al trazar con un boligrafo, la linea suba en relieve
(Thermoform) instantaneamente.

Modelos 3D Solidos que permiten entender secciones conicas (elipses, pa-
interseccionales rabolas) mediante el desensamble de piezas.

Navegacion por Se pueden usar las flechas para moverse entre objetos. El sofi-
teclado ware describe las propiedades (e. g., “Punto A en la intersec-

cion de fy g”).

41



GeoGebra dinamico, Existe una funcion experimental de sonificacion (es el proceso
via audio de convertir datos matematicos en sefiales auditivas no verba-
les) (Sanchez y Flores, 2004; Meyer, Rose y Gordon, 2014).
Al recorrer una funcion con el cursor, el tono del sonido sube
o baja segun el valor de la ordenada, permitiendo al estudiante
“escuchar” la forma de una parabola o una sinusoide.

Produccion tactil Se utiliza una impresora 3D para s6lidos o un horno fuser (pa-
pel microencapsulado) para graficos 2D en relieve.

Tabla 4: recursos didacticos para la ensefianza de geometria plana

CONSIDERACIONES

Desde el marco del modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge
(MTSK), el docente no solo debe saber usar el software, sino entender como la
sonificacion afecta el conocimiento del estudiante: (1) conocimiento de los te-
mas, donde el profesor debe ser capaz de disefiar funciones cuyas variaciones
sonoras sean lo suficientemente claras para que el estudiante identifique propie-
dades como la periodicidad o la asimetria; y, (ii) conocimiento de la ensefanza,
de manera que pueda elegir el momento adecuado para pasar del material tactil
(geoplano) a la sonificacidn, lo que asegura que el estudiante ya tiene una no-
cion espacial de lo que esta escuchando.

REFLEXIONES

El curso no solo entrega herramientas técnicas; busca transformar la identidad
profesional del docente. Esto se realizara dentro de tres ejes de reflexion: la
tirania de lo visual en el rigor matematico, el material didactico como derecho,
no como caridad, y la evolucion del MTSK en la inclusion.

Al ensefiar a un estudiante ciego, el docente descubre que el rigor matematico
reside en la estructura logica y la propiedad intrinseca, no en el dibujo. Esta
reflexion ayuda al profesor a limpiar su propio conocimiento de “vicios visua-
les” y explicaciones vagas. Por lo tanto, la primera reflexion busca responder a
la pregunta ;es la “visidn” una condicion necesaria para la abstraccion geomé-
trica, o es simplemente el canal que hemos privilegiado histéricamente?

Por otra parte, bajo el marco del Disefio Universal de Aprendizaje (DUA)
(CAST, 2018), un grafico en relieve o una sonificacion no es un “favor” para el
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estudiante con discapacidad; es la garantia de su derecho a la autonomia inte-
lectual. El curso debe cuestionar si la falta de recursos es un limite técnico o una
barrera capacitista. De lo cual se deriva la pregunta ;mis recursos tactiles estan
disefnados para que el estudiante “entienda lo que yo veo” o para que ¢l “cons-
truya su propio conocimiento’?

Por ultimo, el docente debe reconocer que el proceso de aprendizaje haptico
tiene tiempos y secuencias distintas. La reflexion se centra en ajustar la gestion
de la clase sin reducir la complejidad del contenido universitario. De manera
que la pregunta orientadora estard enfocada bajo el cuestionamiento ;coOmo
cambia mi conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matemati-
cas cuando el estudiante no utiliza el canal visual?
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La propuesta didactica que se presenta en este documento esté orientada a la en-
seflanza de transformaciones en el plano, especificamente la traslacion y la refle-
xi6n, para estudiantes de grado sexto. La propuesta se estructura a partir de una
secuencia de tareas, con enfoque etnomatemadtico, cuya base es la geometria pre-
sente en el tejido de las mochilas arhuacas. Se implemento en la clase de geome-
tria de tres cursos de sexto grado en el Instituto Pedagogico Nacional, con alre-
dedor de 32 estudiantes en cada curso. Es objetivo de la propuesta, por una parte,
articular saberes culturales con contenidos matematicos para promover aprendi-
zajes significativos y contextualizados y, por otra, fomentar la comunicacién ma-
tematica mediante el analisis de patrones figurales en los tejidos de las mochilas
arhuacas.

INTRODUCCION

La ensefianza de la geometria en la educacion bésica colombiana enfrenta el
desafio de trascender de la memorizacion de definiciones y procedimientos a
tener experiencias significativas contextualizadas y cercanas a los estudiantes.
Desde esta mirada, la propuesta, aqui presentada, surge como una alternativa
para abordar transformaciones en el plano a través de una secuencia didactica
fundamentada en un enfoque etnomatematico. Con Aroca (2009) como referen-
cia, en la propuesta se articulan los conocimientos matematicos con los saberes
culturales y ancestrales de la comunidad arhuaca, que se basan en los patrones
geometricos presentes en el tejido de sus mochilas tradicionales.

Las actividades de la propuesta se desarrollaron en cuatro sesiones disefiadas
para integrar momentos de aprendizaje conceptual, practico y cultural. La pri-
mera aproximacion de los estudiantes a la propuesta fue de caracter cultural, al
contarles acerca de mitos sobre el tejido de las mochilas arhuacas. Posterior-
mente, por medio del sofiware GeoGebra (de geometria dindmica), se realizod
una exploracion visual y manipulativa de las transformaciones geométricas,
para favorecer una comprension experimental de los conceptos. El seguimiento

Barrios, S., Rubiano, L., Suspes, A. y Ombita, L. (2026). Las mochilas arhuacas: una pro-
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de la exploracién se hizo mediante un documento que integraba el contexto cul-
tural de las mochilas arhuacas y la conceptualizacidon de los invariantes de las
transformaciones en el plano, descubiertas al explorar con GeoGebra.

En el siguiente momento, los estudiantes elaboraron sus propios disefios, apli-
cando traslaciones y reflexiones, primero sobre una hoja milimetrada y luego
mediante una representacion concreta en malla plastica con hilos de colores.
Esta experiencia practica pretendia fortalecer no solo la comprension geomé-
trica sino también impulsar el desarrollo de habilidades motrices, de atencion al
detalle y del pensamiento espacial. Al final, para promover la comunicacion
matematica y la valoracion del trabajo propio y colectivo, los estudiantes reali-
zaron la socializacion de los productos mediante la elaboracion de posteres.

La propuesta pretende enriquecer el aprendizaje geométrico ya que las activi-
dades planteadas fueron disefadas reconociendo distintos errores, dificultades
y obstaculos comunes en el aprendizaje de las isometrias, presentados en Mon-
tes (2012) y Gutiérrez et al. (1996). Esto con el fin de que los estudiantes logra-
ran caracterizar adecuadamente cada transformacion, lo cual se evidenciaria
principalmente a través la habilidad comunicativa que requiere el estudiante
para el desarrollo del proyecto. Ademas, también se promueve el respeto por la
diversidad cultural y la integracion de saberes ancestrales en el aula. Se justifica
esto en la necesidad de transformar las practicas de ensefianza tradicionales,
reconociendo que la matematica puede ensefiarse desde contextos culturalmente
significativos favoreciendo aprendizajes mas profundos y contextualizados.

DESCRIPCION DE LA PROPUESTA Y SU IMPLEMENTACION

La propuesta se implement6 en cuatro sesiones de clase, de 90 minutos cada
una, en las que, en nuestro rol docente, actuamos como guias del proceso que
esperabamos que siguieran los estudiantes.

Al inicio de la primera sesion, narramos la historia de los arhuacos. Presentamos
los disefios que se utilizarian en clase y recreamos la forma en que los estudian-
tes podrian dibujarlos con ayuda del software GeoGebra. Luego, a la vez que
ibamos presentando y explicando los cuatro disefios tomados de las mochilas
arhuacas, los estudiantes iban resolviendo una guia de trabajo en parejas (figura

1).
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Mombire: Curso: Fecha: I

Traslacion y Reflexidn en las mochilas Arhuacas

. Las esquinas del mundo 1. Marca con color une o varios ejes de simetria
QUE FECONazeas

2. ldentifica una traslacidm en el disefio, luggo,
encierra con wn color La Bgura inicial v delinea la
figura final

3. Dibuja en el recuadro la flecha de traslaciin que
se usten el punto 2:

1. Siseleccionamaos al eje ¥ como eje de reflexidn,
iCudl es el punto reflejado &' de A= —4, =27
II. Padre creador de la Sierra Escribe la coordenada del punto &
Sl P——
2. j0ué caracteristica en comiin tienen Ins puntos

A Ay el punta Z = (-4, 07

3. Mide la distancia del punte A al eje 5, ¥ luego
mide ka distancia del punto &' al efe 5 oQwd
relaclén encuentras con respects a esas
distancias?

4. i eliges otro punto, con su punto reflejada,

jocurre o mismo gue «n el punto 37 Escribe las
coordenadas de los puntos gue elegiste

Figura 1: ejemplo de ejercicios de la guia presentada a los estudiantes

La guia contiene preguntas centradas en la identificacion de los invariantes de
la reflexion y la traslacion en los disefios. Una vez finalizada la presentacion y
resuelta la guia, cada estudiante inici6, de manera individual, su propio disefio
basado en los cuatro modelos presentados. En hoja milimetrada, dibujaron un
cuadrado de 12 cm X 12 c¢m, realizaron el disefio aplicando reflexiones y trasla-
ciones de los patrones. Para ello utilizaron entre dos y cuatro colores, teniendo
en cuenta que el disefio posteriormente seria tejido.
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En la segunda sesion, se realizo la revision de los disefios. La coherencia con-
ceptual de cada uno definia el inicio de su realizaciébn en una malla de
12 unidades x 12 unidades (material entregado por nosotras), utilizando lana de
los colores correspondientes. En ese momento, brindamos una explicacion prac-
tica sobre el proceso de tejido y dimos las instrucciones para la siguiente sesion
(figura 2).

Figura 2: ejemplos de algunes disefios en papel milimetrado y el respectivo tejido
realizado por estudiantes

Cada estudiante, de manera individual, elabor6 una cartelera que recogia su tra-
bajo de las dos primeras sesiones. La cartelera debia incluir titulo, disefio en
hoja milimetrada, tejido, dibujo de los patrones figurales utilizados, nombres de
las mochilas arhuacas tomadas como referencia y listado de las transformacio-
nes aplicadas en el tejido (figura 3).
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2% 6 o
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. Traslacion oblicva

. @ -"‘1 Compﬂslomde Paka\es
)‘ | p QLYC!
-B‘-H" CNIFICADD” S1MBoL
oy 2,38rcprexn‘:un lahxmﬁgr;mi
de la glor al eyfenderse en el G

i | equhion
4, es Ia glor cential simbolo de
gla amﬁmfa con la trera

Figura 3: ejemplos de carteleras finales entregadas por los estudiantes
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Finalmente, en la cuarta sesion, cada estudiante presentd su disefio y tejido,
apoyandose en la cartelera elaborada. Durante la exposicion, nombraron los di-
sefios de mochilas arhuacas que sirvieron como inspiracion y explicaron los in-
variantes de la reflexion (eje de simetria, colinealidad y equidistancia) y de la
traslacion (directriz de traslacion) que aplicaron en la construccion del tejido.
Para ello, utilizaron los convenios de comunicacion acordados en las sesiones
anteriores, con lo cual evidenciaron apropiacion tanto del contenido matematico
como del contexto cultural trabajado.

Dificultades de los estudiantes

Una de las mayores dificultades observadas en los estudiantes fue la verbaliza-
cion de ideas; es decir, si bien los estudiantes comprendieron la forma operativa
o procedimental de los conceptos, se les dificultod explicar lo que hacian, lo cual
afecto directamente la comunicacion efectiva de las ideas.

Dificultades del rol docente

Fue desafiante dar coherencia a las nociones que surgen naturalmente en los
estudiantes al introducir las transformaciones. En el caso de la reflexion, por
ejemplo, los estudiantes tienden a interpretarlo como un movimiento que se sale
del plano. Como profesores puede ser problematico utilizar este tipo de acerca-
mientos a conceptos. Por ello, termina siendo necesario encontrar diferentes es-
trategias que faciliten el paso entre estas nociones del estudiante tutiles en un
principio, pero que pueden convertirse en obstaculos para ideas mas precisas
para la conceptualizacidn (invariantes).

Aprendizajes de los estudiantes

Finalmente, los estudiantes realizaron traslaciones y reflexiones para crear las
diferentes figuras tradicionales que luego representaron en sus tejidos. Por me-
dio de la exposicion publica realizada, se evidencio la apropiacion del contexto
cultural y del contenido matematico abordados.

Evaluacion

La evaluacion se llevo a cabo mediante ribricas adaptadas del Sistema Institu-
cional de Evaluacion de los Estudiantes (SIEE), centradas en el objeto matema-
tico trabajado en las cuatro sesiones. Se evaluaron tres actividades: la guia de
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transformaciones, el disefio en hoja milimetrada y tejido, y la exposicion (cartel
y comunicacion oral). Las dos primeras fueron evaluadas a través de heteroeva-
luacion; la Gltima, mediante coevaluacion, heteroevaluacion y autoevaluacion.

CONCLUSIONES

Tras realizar la aplicacion de la unidad didactica llegamos a las siguientes con-
clusiones.

Incluir un contexto etnomatemadtico y emplear material concreto favorecio la
motivacion y el interés de los estudiantes, pues promovid la comprension de los
conceptos geométricos y su participacion. Sin embargo, hay que tener en cuenta
que el uso de material concreto (hoja milimetrada, lanas, mallas) abre paso a la
posibilidad de que los estudiantes no puedan participar adecuadamente en el
desarrollo de las actividades debido a que no disponen del mismo. Por ello, es
recomendable tener material extra para evitar estas situaciones. También es ne-
cesario tener en cuenta que el exceso de actividades planeadas para una sola
sesion de clase hace que el tiempo destinado a cada una se vea afectado. Es
necesario distribuir mejor el tiempo para cada tarea, partiendo de la claridad de
lo que se quiere lograr para cada sesion.

Por otro lado, el uso de preguntas orientadoras jugd un papel esencial en el aula,
pues nos permitid: primero, evitar que los estudiantes al tejer perdieran de vista
los objetos matematicos (transformaciones en el plano) que estabamos abor-
dando; segundo, afianzar y evidenciar la apropiacion de conceptos en los estu-
diantes, pues les exigia verbalizar las ideas que tenian en mente.

Siguiendo esta linea, concluimos que la verbalizacion de los conocimientos es
una herramienta clave para la evaluacion, pues permite evidenciar la apropia-
cion efectiva de los saberes, facilita la estructuracion del pensamiento y la ex-
presion clara de los conceptos adquiridos. Ademas, el uso de la riibrica también
tuvo un papel fundamental para orientar el aprendizaje y la evaluacion de ma-
nera clara y estructurada, pues nos permitié verificar que los objetivos que que-
riamos alcanzar se estuvieran cumpliendo con cada entrega. Ademas, facilito a
los estudiantes la comprension de los criterios de desempeiio esperados, facili-
tando la autoevaluacion y la coevaluacion.

Para terminar, uno de los mayores desafios que enfrentamos fue el proceso de
transposicion didactica; es decir, lograr crear un equilibrio entre las nociones
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intuitivas de los estudiantes sobre los objetos matematicos y la precision con-
ceptual necesaria para evitar el surgimiento de obstaculos en el aprendizaje, esto
sin perder de vista el interés de ellos y el nivel conceptual exigido para el grado
escolar. Nuestra propuesta partié de un objetivo matematico escolar; procura-
mos no reducir el saber ancestral a una simple herramienta pedagogica, sino
reconocerlo como una forma legitima de conocimiento, con sentido propio den-
tro de su cosmovision.
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Se presentan apartes de un proyecto de semilleros de investigacion avalado por
la Vicerrectoria de Investigaciones y de Interaccion Social de la Universidad de
Narifo. El proyecto trata del disefio de un material manipulativo accesible para
ensefiar transformaciones geométricas a estudiantes con discapacidad visual,
remplazando la mediacion visual tradicional. Diversos estudios evidencian que
estudiantes con discapacidad visual enfrentan dificultades en el aprendizaje de
geometria debido al enfoque visual predominante y a la falta de recursos adapta-
dos. Esta situacion limita su comprension de conceptos relativos al espacio y su
participacion en el aula. Por ello, el proyecto busca desarrollar una herramienta
tactil que facilite el aprendizaje de manera inclusiva. La propuesta pretende res-
ponder a distintas formas de percepcion sensorial, promoviendo el acceso al co-
nocimiento. Ademas, se busca fortalecer la autonomia, la motivacion y la equidad
educativa. Para ello, se realizard una revision bibliografica y se disefiara un ma-
terial manipulativo funcional y pertinente para contextos escolares.

JUSTIFICACION

En un curso universitario de braille y de abaco, tomado por uno de los presen-
tadores de esta propuesta, que ofrece la Universidad de Narifio, se pudo obser-
var algunas dificultades que enfrentan los estudiantes con discapacidad visual
para realizar operaciones aritméticas basicas. Esa experiencia ha llevado a cues-
tionar cdmo se ensefia la geometria, ya que esta area depende en gran parte de
la visualizacion, lo que representa un reto para estudiantes con discapacidad
visual. Posteriormente en un curso denominado Laboratorio de Didactica de las
Matematicas, de la Universidad de Narifio, se pudo identificar que existen muy
pocas investigaciones y materiales adecuados para la ensefianza de la geometria
en este contexto.

Caicedo, A. y Chaves, A. (2026). Material manipulativo para favorecer el estudio de las
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De otro lado, aunque la Ley 1618 de 2013 y el Decreto 1421 de 2017 establecen
la obligacion de garantizar una educacion inclusiva para estudiantes con disca-
pacidad, en la practica aun existen limitaciones para su cumplimiento efectivo.
También es pertinente tener en cuenta que, en el area de geometria, los métodos
tradicionales de ensefianza dificultan el aprendizaje de estudiantes con discapa-
cidad visual, debido a la ausencia de materiales didacticos adaptados que per-
mitan el acceso a los conceptos de manera adecuada.

A partir de lo anterior surgid la idea de crear un material manipulativo que fa-
cilite el aprendizaje de las transformaciones geométricas, especificamente si-
metria y traslacion, en estudiantes con discapacidad visual.

PROPOSITO

Desarrollar un material manipulativo inclusivo que facilite la ensefianza y el
aprendizaje de las transformaciones geométricas de simetria y traslacion en es-
tudiantes con discapacidad visual de tercer grado de primaria.

METODOLOGIA

En la primera etapa se propone realizar un estado del arte a partir de revistas
iberoamericanas de educacion matematica sobre la ensefianza de la geometria a
estudiantes con discapacidad visual, en los Gltimos 15 afios. En la segunda etapa
se plantea analizar los articulos seleccionados con el fin de identificar sus apor-
tes y limitaciones en la enseflanza de la geometria. En la tercera etapa se con-
templa el disefio de un prototipo de material manipulativo orientado a la ense-
flanza de la simetria y la traslacion en estudiantes de tercer grado de primaria.
Finalmente, en la cuarta etapa se propone validar el prototipo con expertos en
educacion especial, con el objetivo de identificar posibles mejoras.

ESTADO DEL ARTE

El estado del arte se realiz6 a partir de la revision de articulos, tesis y documen-
tos relacionados con la ensefianza de la geometria en contextos de educacion
inclusiva. Este andlisis permitié identificar como se ha abordado la discapaci-
dad visual y el uso de materiales didacticos en la ensefianza de las matematicas.

En relaciéon con la discapacidad visual, diferentes estudios destacan que el
aprendizaje de estos estudiantes depende en gran medida de canales sensoriales
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alternativos como el tacto y la audicion, lo que hace necesario adaptar los re-
cursos educativos (Nufiez, 2001).

Por otra parte, en el campo de la educacion inclusiva, se reconoce la importancia
de implementar estrategias pedagogicas que respondan a la diversidad del aula,
como el uso de material manipulativo, el aprendizaje cooperativo y las adapta-
ciones curriculares (Infante, 2010).

En cuanto a la ensefianza de la geometria, se ha encontrado que el uso de mate-
rial manipulativo favorece la comprension de conceptos relativos al espacio, ya
que permite a los estudiantes interactuar de manera directa con los objetos de
estudio (Flores et al., 2013).

Sin embargo, a pesar de estos aportes, se evidencia una falta de propuestas que
integren la ensefanza de las transformaciones geométricas con materiales acce-
sibles para estudiantes con discapacidad visual (Alape Rodriguez, 2013).

HALLAZGOS DEL ESTADO DEL ARTE

Como principales hallazgos, en primer lugar, se encontrd que existe bastante
investigacion sobre discapacidad visual y educacion inclusiva, pero estas se en-
focan mas en aspectos generales que en contenidos especificos como la geome-
tria (Nuiiez, 2001; Infante, 2010).

En segundo lugar, se identificd que el material manipulativo es considerado una
herramienta importante para el aprendizaje, especialmente en estudiantes con
discapacidad visual, ya que facilita la comprension a través del tacto (Flores et
al., 2013).

En tercer lugar, se evidencid que las transformaciones geométricas si han sido
estudiadas, pero no se han trabajado de manera especifica en contextos de edu-
cacion inclusiva.

Finalmente, se encontr6 un vacio importante en las investigaciones, ya que hay
pocos estudios que integren discapacidad visual, material manipulativo y ense-
nanza de la geometria, lo que justifica el desarrollo de este proyecto (Miyauchi,
2020).
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DISENO DEL MATERIAL

El material manipulativo disefiado consiste en un tablero tactil acompafiado de
piezas moviles en relieve, cuyo propdsito es facilitar la comprension de las
transformaciones geométricas, especificamente la simetria y la traslacion. Este
recurso permite a los estudiantes con discapacidad visual interactuar a través
del tacto, favoreciendo la representacion de figuras geométricas y la realizacion
de transformaciones de manera concreta y significativa.

El proceso de disefio partié de la construccion de un plano que sirvio de base
inicial, en el sentido de que permiti6 identificar aspectos funcionales y posibles
mejoras. A partir de este, se realizaron ajustes orientados a optimizar la accesi-
bilidad, la estabilidad y la percepcion téctil del material, lo que dio lugar al
desarrollo de dos versiones finales: una elaborada en MDF (Fibropanel de Den-
sidad Media) y otra mediante impresién 3D, como se muestra en la figura 1.

- —
I

Figura 1: dos iméagenes del material manipulativo (plano con cuadricula, braille y figuras
simétricas; detalle de la cuadricula y el braille)

Prototipo 1: plano cartesiano adaptado en MDF

El primer prototipo es un tablero elaborado en MDF con una cuadricula en re-
lieve que permite la exploracion tactil. Tiene dimensiones de 48 cm por 48 cm
y un grosor de 1 cm, lo que mejora su estabilidad y manipulacion.

En cada interseccion de la cuadricula hay orificios donde se insertan palitos
cilindricos, los cuales permiten representar puntos y construir figuras. Ademas,
los ejes estan diferenciados tactilmente con mayor grosor, y la numeracion se
presenta en braille mediante semiesferas de acero, lo que mejora la lectura tactil.

El material incluye también piezas geométricas en relieve como cuadrados,
triangulos y pentagonos en diferentes tamanos, que pueden manipularse para

58



representar transformaciones. Este disefio (véase figura 2) permite una expe-
riencia tactil clara, segura y duradera.

Figura 2: tres iméagenes del material manipulativo (numeracion en braille en el plano
cartesiano; esquina redondeada del tablero; figuras geométricas en relieve)

Prototipo 2: plano cartesiano adaptado mediante impresion 3D

El segundo prototipo mantiene el mismo disefio del tablero en MDF, pero es
elaborado mediante impresion 3D (figura 3), lo que permite mayor precision en
los relieves y facilidad de reproduccion.

Figura 3: tres imagenes del material manipulativo elaborado mediante impresion 3D

Este tablero conserva las mismas dimensiones, cuadricula tactil, orificios y di-
ferenciacion de los ejes. Sin embargo, inicialmente se presentaron dificultades
con el braille, ya que la impresion generaba una textura aspera que dificultaba
la lectura.

Por esta razon, se realizd una mejora en el material del braille, utilizando ele-
mentos que permitieran un relieve mas definido y una mejor percepcion tactil.
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Al igual que el prototipo en MDF, incluye piezas geométricas manipulables que
permiten representar transformaciones de manera clara.
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EL CUBO SOMA COMO RECURSO LUDICO PARA EL PENSAMIENTO
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El presente reporte de experiencia significativa expone el uso del Cubo Soma
como recurso ludico para la exploracion del pensamiento espacial en el Museo
de Teatro, Gamificacion y Matematicas (MUTGYM) de la Universidad Nacional
de Costa Rica. La experiencia se desarrolld en un espacio educativo no formal,
mediante estaciones interactivas en las que estudiantes de educacion basica y me-
dia participaron en la resolucion de retos geométricos a partir de la manipulacion
directa de las piezas del Cubo Soma. Mediante la observacion de la experiencia,
se identificaron estrategias vinculadas con la visualizacion espacial, la rotacion
mental, la composicion y descomposicion de figuras, el reconocimiento de vacios
y la reorganizacion progresiva de estructuras tridimensionales. El reporte permite
evidenciar que el Cubo Soma puede funcionar como un mediador pedagogico
para acercar la geometria al estudiantado desde el juego, la exploracion y la ac-
cion concreta sobre objetos. En este sentido, la experiencia destaca el valor de
los espacios educativos no formales para resignificar el aprendizaje de la geome-
tria y promover una relacién mas accesible, participativa y significativa con las
matematicas.

INTRODUCCION

La experiencia sobre la que se reporta en este documento, mas que comprobar
el desarrollo del pensamiento espacial, buscaba sistematizar y reflexionar sobre
las posibilidades pedagdgicas que ofrece el Cubo Soma para favorecer procesos
de visualizacion, rotacion mental, composicion y descomposicion de figuras tri-
dimensionales.

El pensamiento espacial constituye un pilar fundamental en el desarrollo del
pensamiento matematico, pues involucra procesos cognitivos relacionados con
la conceptualizaciodn, la representacion y la interpretacion de relaciones geomé-
tricas. Segiin Molano (2019), el pensamiento espacial se origina en la manera
en que los seres humanos construyen relaciones espaciales en su mente y desa-
rrollan niveles de conocimiento, tanto de conceptos geométricos como de rela-
ciones espaciales entre objetos, a partir de su interaccion con el entorno. En esta
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misma linea, Bishop (1983) define el pensamiento espacial como la capacidad
de utilizar el espacio como marco de referencia para comprender, explorar e
interpretar el mundo, favoreciendo aproximaciones en dimensiones fisicas, cog-
nitivas y conductuales.

No obstante el posible reconocimiento de la importancia de desarrollar el pen-
samiento espacial en la escuela, la ensefianza tradicional de la geometria ha ten-
dido a privilegiar procedimientos algoritmicos y reproductivos por encima de
la exploracion activa, lo que limita el desarrollo de habilidades de visualizacion,
manipulacion y razonamiento tridimensional. Frente a este panorama, el juego
emerge como un mediador potente del aprendizaje, al propiciar escenarios en
los que el error forma parte del proceso y la curiosidad orienta la construccion
del conocimiento. En este sentido, experiencias recientes, como la reportada por
Barbosa y Plazas (2022), evidencian que recursos ludicos pueden favorecer la
orientacion y la visualizacion espacial en estudiantes.

En este marco se sitia el Museo de Teatro, Gamificacion y Matematicas
(MUTGYM), un proyecto de extension de la Escuela de Matematica de la Uni-
versidad Nacional de Costa Rica, que propone una mediacion pedagdgica inno-
vadora basada en experiencias ludicas, teatrales y gamificadas para la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas. Su dinamica se organiza en estaciones in-
teractivas en las que el estudiantado participa activamente en juegos disefiados
para abordar diversos contenidos matematicos, favoreciendo la exploracién, la
experimentacion y la construccidon de significados.

Como parte de la experiencia MUTGYM, el Cubo Soma adquiere especial re-
levancia como recurso manipulativo para la geometria, ya que posibilita proce-
sos de composicion y descomposicion de figuras, rotacion mental, visualizacion
espacial y reconocimiento de estructuras tridimensionales. A partir de ello surge
el siguiente interrogante: ;De qué manera el uso del Cubo Soma, en el contexto
del MUTGYM, propicia la exploracion de procesos vinculados con el pensa-
miento espacial? Esta pregunta cobra importancia al constatar que muchos es-
tudiantes presentan dificultades para representar, manipular y transformar obje-
tos en el espacio tridimensional, lo cual repercute directamente en su
desempefio matematico. En consecuencia, se vuelve necesario identificar y sis-
tematizar experiencias que permitan vincular el juego concreto con el desarrollo
de competencias espaciales, especialmente en contextos no formales de apren-
dizaje, como un museo de matematicas.
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MARCO TEORICO

En el programa de estudio de Matematicas de Costa Rica, el pensamiento espa-
cial puede comprenderse desde el area de Geometria, la cual se orienta al estu-
dio de las caracteristicas de las figuras geométricas, las relaciones entre ellas, la
modelizacion geométrica y la visualizacion espacial. Estos elementos permiten
potenciar procesos como la visualizacion, la clasificacion, la construccion y la
argumentacion, ademas de favorecer el andlisis del movimiento de las formas
geométricas y la comprension dindmica de los objetos geométricos (Ministerio
de Educacion Publica, 2012).

Entre los aspectos fundamentales de estudio del pensamiento espacial destacan
la exploracion activa del espacio tridimensional, tanto en la realidad externa
como en la imaginacidn; la representacion de objetos solidos ubicados en el
espacio; y la comprension de sus transformaciones (Sanchez-Barrera y Pefia-
Garzoén, 2023).

El pensamiento espacial supera el reconocimiento de formas al integrar proce-
sos propios del pensamiento visual, como la visualizacidn, la orientacion, la
rotacion mental, la composicion y la descomposicion de estructuras. Estos pro-
cesos favorecen el aprendizaje de la geometria al fortalecer la comprension de
relaciones, transformaciones y representaciones espaciales. En este sentido, el
pensamiento visual, como componente del pensamiento espacial, constituye un
proceso cognitivo clave en la actividad matematica (Sanchez, 2024).

Diversos aportes teoricos destacan la importancia del juego como actividad que
favorece el desarrollo del pensamiento espacial, al propiciar la exploracion li-
bre, la toma de decisiones y la construccion de significados a partir de la expe-
riencia directa con objetos concretos (Bishop, 1983).

El Cubo Soma puede comprenderse como un rompecabezas manipulativo con
alto potencial para el desarrollo del pensamiento espacial, dado que su resolu-
cion involucra procesos de visualizacion, rotacién mental, anélisis de configu-
raciones tridimensionales y establecimiento de relaciones entre las partes y el
todo. La interaccidon de un sujeto con este recurso favorece la exploracion activa
de estructuras geométricas, asi como la formulacion de estrategias no conven-
cionales basadas en la experimentacion, la anticipacion y la verificacion.
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En este sentido, experiencias que se desarrollan en contacto multisensorial con
objetos geométricos activan procesos de comprension que trascienden la ins-
truccion directa, convirtiendo el artefacto manipulativo en un puente entre la
exploracién sensoriomotriz y el pensamiento abstracto (Aldana, Rodriguez y
Plazas, 2024).

La historia de la resolucion del Cubo Soma como rompecabezas destaca la labor
manual de los matematicos John Conway y M. J. T. Guy, quienes en 1961 lo-
graron la primera enumeracion completa de las 240 soluciones. Investigaciones
contemporaneas han validado estas cifras mediante algoritmos de computacion
que clasifican las soluciones en 11 ramas o clases principales. Cada una de estas
ramas admite, como minimo, 14 soluciones distintas.

En términos didacticos, el uso del Cubo Soma trasciende la ldgica del entrete-
nimiento, pues posibilita la construccion de significados geométricos a partir de
la accion concreta sobre los objetos. Al exigir la composicion y descomposicion
de figuras, la identificacion de simetrias y la comprension de relaciones espa-
ciales, el Cubo Soma promueve habilidades fundamentales para la comprension
de la geometria tridimensional.

En el contexto del MUTGYM, el Cubo Soma adquiere especial relevancia como
mediador entre la actividad ludica y el razonamiento geométrico, al propiciar
experiencias situadas que fortalecen la comprension espacial y resignifican la
geometria como una practica accesible, dindmica y significativa.

METODOLOGIA

La experiencia significativa se desarrollé en el MUTGYM de la Universidad
Nacional de Costa Rica, en el marco de sus actividades de extensién y media-
cion matematica. El MUTGYM se organiza mediante estaciones ludicas, tea-
trales y manipulativas, en las cuales el estudiantado interactiia con distintos re-
cursos matematicos a partir del juego, la exploracion y la resolucion de retos.

En esta experiencia, el Cubo Soma fue utilizado como recurso manipulativo
para propiciar la exploracion de relaciones espaciales y estructuras tridimensio-
nales. La actividad consistio en invitar a los participantes a construir el cubo a
partir de sus siete piezas, permitiendo que cada estudiante o grupo pequefio bus-
cara sus propias estrategias de resolucion. La mediacion de los estudiantes mo-
nitores se centrd en orientar la exploracion mediante preguntas, sugerencias y
acompafnamiento, sin ofrecer directamente la solucion.
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La poblacion participante estuvo conformada por estudiantes de educacion ba-
sica y media que asistieron a actividades del MUTGYM en espacios de media-
cion matematica. Los participantes fueron nifias, nifios y adolescentes cuyas
edades estaban entre 9 y 17 afios. Al tratarse de una experiencia significativa en
un contexto educativo no formal, no se trabajo con una muestra estadistica ni
con un grupo de control, sino con participantes propios de las dinamicas de vi-
sita y exploracion del MUTGYM. Por ello, los resultados deben comprenderse
como observaciones situadas que permiten reflexionar sobre el potencial peda-
gogico del recurso, y no como generalizaciones sobre el desarrollo del pensa-
miento espacial.

La sistematizacion de la experiencia se realizé a partir de observaciones de los
monitores, notas de campo, registros fotograficos y fichas de seguimiento de las
soluciones. Estos registros permitieron identificar estrategias recurrentes, difi-
cultades frecuentes y acciones asociadas al pensamiento espacial, tales como la
visualizacion, la rotacion mental, la composicion y descomposicion de figuras,
el reconocimiento de vacios y el ajuste progresivo de configuraciones tridimen-
sionales.

RESULTADOS

La experiencia permitio reconocer que el Cubo Soma genera un escenario pro-
picio para la exploracioén del pensamiento espacial, debido a que exige al parti-
cipante observar, comparar, rotar, ajustar y reorganizar piezas tridimensionales.
Durante la resolucion del reto, se identificaron estrategias diversas que eviden-
cian formas intuitivas de razonamiento geométrico.

Uno de los aspectos observados fue la visualizacidon espacial, anticipacion y
reconocimiento de vacios durante la resolucidén del rompecabezas. Desde el
punto de vista de los investigadores, en varios casos, la construccion inicia con
piezas planas para definir una cara del cubo, lo que permite identificar vacios y
ajustar posteriormente las demas piezas. Esta estrategia tiene subyacente o im-
plicita una forma de organizacidn espacial en la que los estudiantes establecen
una estructura inicial de referencia para luego completar el volumen total, acti-
vidad que implica procesos de analisis de configuraciones tridimensionales, re-
laciones parte-todo y ajuste progresivo de la solucion.
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La figura 1 permite observar el momento inicial de mediacién, en el cual se
presentan las reglas del reto y se orienta al participante sin ofrecerle una solu-
cion directa. Esta mediacion resulta importante porque favorece que el estudian-
tado explore sus propias estrategias, tome decisiones sobre la ubicacion de las
piezas y active procesos de anticipacion espacial.

Figura 1: momento en que el estudiante monitor da las instrucciones del Cubo Soma

Se identificaron diferencias en las estrategias de resolucion segun las caracte-
risticas de los participantes. En particular, algunos participantes mas pequefios
colocaron primero las piezas mas comunes como aristas y dejaron para el final
las piezas planas con forma de L y T. Esta tendencia evidencia una aproxima-
cion basada en configuraciones regulares y perceptiblemente estables, al priori-
zar piezas de ubicacion mas evidente y postergar aquellas que requieren mayor
rotacion y reorganizacion espacial.

La figura 2 evidencia la interaccion directa del estudiantado con las piezas del
Cubo Soma. En el momento registrado se observan acciones de prueba, rota-
cion, comparacion y ajuste de configuraciones parciales, las cuales se relacio-
nan con procesos de visualizacion espacial, composicién y descomposicion de
figuras tridimensionales.

Figura 2: momento en el que los estudiantes resuelven el Cubo Soma
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En tercer lugar, la experiencia mostro que el Cubo Soma actiia como un media-
dor pedagogico que favorece la construccion de significados geométricos a par-
tir de la actividad ludica. Esta afirmacion se sustenta en evidencias obtenidas
durante la resolucion del reto, tales como el registro del nimero de pasos reali-
zados por cada estudiante, las reorganizaciones sucesivas de las piezas y las
estrategias empleadas para completar la figura. La manipulacién concreta pro-
movid la exploracidn activa, la formulacién de hipotesis sobre el espacio y el
fortalecimiento de habilidades relacionadas con la composicidon y descomposi-
cion de figuras, la rotacion mental y la comprension de relaciones tridimensio-
nales.

CONCLUSIONES

La experiencia significativa que se llevé a cabo en el MUTGYM permite reco-
nocer el potencial del Cubo Soma como recurso ludico para la exploracion de
procesos asociados al pensamiento espacial. La manipulacion directa de sus pie-
zas favorecio que el estudiantado pusiera en practica acciones relacionadas con
la visualizacion, la rotacion mental, la composicion y descomposicion de figu-
ras, el reconocimiento de vacios y la reorganizacion progresiva de estructuras
tridimensionales.

Uno de los principales aprendizajes de la experiencia es que el Cubo Soma
puede emplearse como mediador pedagdgico para acercar la geometria al estu-
diantado desde la accion concreta. Durante la construccion del cubo, los parti-
cipantes formularon hipotesis, probaron soluciones parciales y ajustaron sus es-
trategias, evidenciando una aproximacion activa al razonamiento geométrico.

Finalmente, la experiencia muestra la importancia de los espacios educativos
no formales para ampliar las posibilidades de aprendizaje matematico. En el
contexto del MUTGYM, el juego se convierte en una via para resignificar la
geometria, pues permite que el estudiantado se acerque a conceptos sobre el
espacio sin partir necesariamente de definiciones formales, sino desde la explo-
racion, la curiosidad y la manipulacion de objetos.
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Se analiza como estudiantes, de telesecundaria de una comunidad indigena, mo-
delan geométricamente un refugio tradicional en forma de cono para estimar su
area lateral que es cubierta con ramas de cachanilla. Mediante una intervencion
cualitativa, se articularon actividades de construccion, medicion con tecnologia
digital y uso de inteligencia artificial para formalizar el célculo. Los resultados
muestran que la integracion de contexto cultural, herramientas digitales e inteli-
gencia artificial favorece la comprension geométrica, al vincular conceptos ma-
tematicos con problematicas reales. Se concluye que estas mediaciones permiten
aproximarse a soluciones con sentido, aunque requieren una orientacion docente
que promueva la interpretacion critica y la validacion de resultados.

INTRODUCCION

En las ultimas décadas, la educacion matematica ha enfrentado el desafio de
transitar de enfoques centrados en la transmision de contenidos hacia perspec-
tivas que reconozcan el carécter situado, cultural y dindmico del conocimiento
matematico (Guevara-Bermudez et al., 2025).

En contextos culturalmente diversos, como el de Mexicali, Baja California (ciu-
dad fronteriza entre México y EE. UU.), esta problematica se intensifica. La
presencia de comunidades indigenas, como la Cucapah, pone en evidencia la
existencia de practicas matematicas propias que emergen de actividades coti-
dianas —como la pesca y la construccion—y que, sin embargo, suelen permane-
cer al margen del curriculo escolar. Esta desconexion entre los saberes cultura-
les y las matematicas escolares limita las oportunidades de generar aprendizajes
significativos y de fortalecer la identidad de los estudiantes en relacion con el
conocimiento matematico.

G(’)mez-Arciga, A., Mendivil-Rosas, G., Hernandez-Mesa, L., Garcia-Salazar, M. y Lozano-
Velazco, D. (2026). Inteligencia artificial y modelacion geométrica en contextos indigenas:
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D’ Ambrosio (2008) plantea que no existe una Ginica matematica, sino multiples
formas de saber y hacer matematicas, vinculadas a practicas sociales especifi-
cas. Este enfoque permite reconocer que las practicas matematicas no son ho-
mogéneas, sino que responden a necesidades, significados y formas de razona-
miento propias de cada comunidad.

De manera paralela, el desarrollo de tecnologias digitales ha abierto nuevas po-
sibilidades para la ensefianza de las matematicas, particularmente en el &mbito
geométrico. Herramientas como GeoGebra favorecen la exploracion dindmica
de objetos, la manipulacion de representaciones y la formulacioén de conjeturas,
promoviendo procesos de visualizacion y razonamiento matematico (Santos-
Trigo, 2016). Asimismo, el uso de inteligencia artificial (IA), como ChatGPT,
introduce formas emergentes de interaccion con el conocimiento matematico,
al posibilitar retroalimentacién inmediata, generacion de explicaciones y anali-
sis de procedimientos, aunque su uso exige una postura critica frente a posibles
imprecisiones (Taani y Alabidi, 2025).

En este escenario, el estudio que se presenta aqui tiene como propoésito analizar
como la integracion de tecnologia digital y el uso de inteligencia artificial pue-
den mediar la construccion de conceptos geométricos en estudiantes de una te-
lesecundaria indigena, al articular los contenidos escolares con sus practicas
culturales. Para cllo, se desarrolld una intervencion educativa de corte cualita-
tivo, basada en el disefo de tareas que promueven la exploracion, la resolucion
de problemas y la reflexion, mediante el uso de herramientas digitales.

MARCO TEORICO

La comprension de la geometria en el ambito escolar suele verse limitada
cuando los conceptos se presentan de forma descontextualizada, particular-
mente en temas como el calculo de areas de solidos. Frente a ello, es necesario
promover procesos que articulen la experiencia concreta, la representacion y la
formalizacion matematica. En este sentido, Duval (1999) sefiala que el aprendi-
zaje matematico depende de la coordinacion entre distintos registros.

Desde la perspectiva de la etnomatematica, las matematicas se comprenden
como una construccion cultural que emerge de practicas situadas y socialmente
compartidas. D’ Ambrosio (2008) sefiala que actividades como la construccion,
la medicion o la organizacion del espacio dentro de las comunidades constitu-
yen formas legitimas de conocimiento matematico. Bajo esta mirada, modelar
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geométricamente un refugio tradicional con forma de cono permite que los es-
tudiantes articulen los conceptos escolares con practicas propias de su contexto
cultural. De esta manera, nociones como el area lateral adquieren significado al
relacionarse con una necesidad concreta de la comunidad, como la estimacion
de la cantidad de material requerida para cubrir la estructura.

En este proceso, la resolucion de problemas implica identificar informacion re-
levante, establecer relaciones entre los datos y validar resultados obtenidos
(Polya, 1945). En este sentido, la tecnologia digital favorece dichas acciones al
permitir la obtencion de medidas, la representacion dinamica de situaciones y
la exploracion de distintos escenarios, transformando asi la actividad matema-
tica (Santos-Trigo, 2016). En el caso de la inteligencia artificial, como
ChatGPT, la tecnologia digital facilita el acceso a procedimientos y ejemplos,
aunque exige interpretacion y adaptacion por parte de los estudiantes. Desde
esta perspectiva, el error adquiere un valor didactico, al convertirse en un punto
de partida para el anélisis, la validacion y la argumentacion (Slobodsky y Dur-
cheva, 2025).

En este sentido, el uso de la inteligencia artificial requiere procesos de interpre-
tacion y adaptacion por parte de los estudiantes, quienes deben analizar la in-
formacion proporcionada, contrastarla con sus propios datos y ajustarla a la si-
tuacion que enfrentan. Este proceso favorece el desarrollo de habilidades
metacognitivas y de validacion, en la medida en que los estudiantes no solo
aplican un procedimiento, sino que reflexionan sobre su pertinencia.

METODOLOGIA

El estudio se desarrolld bajo un enfoque cualitativo, orientado a comprender
como estudiantes construyen significado matematico al resolver una situacion
contextualizada mediante el uso de tecnologia digital e inteligencia artificial.
Este enfoque permite analizar la actividad matematica en su contexto natural,
considerando las interpretaciones, decisiones y estrategias que emergen durante
el proceso (Hernandez-Sampieri et al., 2014).

La estrategia metodologica utilizada fue un experimento de ensefianza, enten-
dido como una intervencion disefiada para analizar como los estudiantes desa-
rrollan 1deas matematicas en interaccion con determinadas tareas, herramientas
y formas de mediacion. Este tipo de estrategia permite observar procesos de
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construccion de conocimiento mientras los participantes enfrentan situaciones
problematicas en contextos reales de aprendizaje.

La investigacion se llevo a cabo en una telesecundaria —modalidad de educacion
basica disefiada para llevar educacién a comunidades rurales, alejadas o margi-
nadas donde no existen escuelas técnicas o generales— de la comunidad indigena
Cucapah, en Mexicali, Baja California. Participaron ocho estudiantes de un
grupo multigrado. Se cont6d con iPads M2 para cada estudiante y una antena
starlink con internet. La intervencion se centrd en la resolucion de un problema
situado: estimar la cantidad de ramas de cachanilla' necesarias para cubrir un
refugio tradicional de la comunidad, modelado como un cono.

El disefio de la intervencion se estructurd en tres momentos articulados. En el
primero, los estudiantes realizaron una actividad de recorte y ensamblaje de una
plantilla para construir un cono, con el proposito de identificar sus elementos
geométricos y favorecer la comprension de su estructura. Este momento permi-
ti6 transitar de una percepcion global del objeto hacia su modelacion geomé-
trica.

En el segundo momento, se realizo una salida de campo para observar el refugio
real. Los estudiantes estimaron sus dimensiones y posteriormente utilizaron ta-
bletas digitales (iPad) para obtener medidas aproximadas de la altura y el dié-
metro de la base. Este proceso permitid vincular la experiencia empirica con la
modelacion matematica, identificando los datos necesarios para resolver el pro-
blema.

En el tercer momento, los estudiantes utilizaron ChatGPT como apoyo para de-
terminar el procedimiento para calcular el area lateral del cono. A partir de la
interaccidn con la herramienta, identificaron la férmula correspondiente y ana-
lizaron ejemplos, lo que implico interpretar la informacion y adaptarla a los da-
tos obtenidos en el contexto.

Para la recoleccion de datos se emplearon grabaciones de pantalla de las table-
tas, registros de audio, producciones digitales de los estudiantes y un diario de
campo. Estos instrumentos permitieron documentar las interacciones con la tec-
nologia, las estrategias de resolucion y los procesos de argumentacion.

' Arbusto nativo del desierto de Sonora y zonas humedas del rio Colorado.
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El anélisis se realizd6 mediante categorizacion interpretativa, centrada en tres
aspectos: la comprension geométrica del modelo, la articulacion entre medicidon
y modelacion, y el uso de la inteligencia artificial en la formalizacién del pro-
cedimiento. Este enfoque permitid identificar como los estudiantes construyen
significado al integrar contexto cultural, experiencia empirica y herramientas
tecnologicas en la resolucion del problema.

ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

El anélisis se centrd en como los estudiantes se aproximaron a la determinacion
del area lateral del refugio de invierno, modelado como un cono, con el propo-
sito de estimar la cantidad de ramas de cachanilla necesarias para cubrir su su-
perficie. Este proceso se desarroll6 en tres momentos: comprension de la figura,
medicion en contexto real y uso de inteligencia artificial para formalizar el
calculo.

En el primer momento, la comprension del refugio se favorecié6 mediante una
actividad de recorte y armado de una plantilla que permitié construir un cono
(véase figura 1). A partir de esta experiencia, los estudiantes identificaron ele-
mentos como la base y la superficie lateral, diferenciando progresivamente en-
tre volumen y area.

Figura 1: plantilla recortable usada por los estudiantes para construir el modelo de cono

Este transito evidencid un paso de una percepcion global a una interpretacion
mas estructurada de la figura, en linea con procesos de coordinacion de repre-
sentaciones (Duval, 1999).

En el segundo momento, los estudiantes realizaron una salida de campo para
observar el refugio real y estimar sus dimensiones (véase figura 2). Posterior-
mente, utilizaron iPad para obtener medidas aproximadas de la altura y el dia-
metro de la base.
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Figura 2: estudiantes realizando mediciones del refugio con iPad

Este proceso permitié vincular la experiencia empirica con la modelaciéon ma-
tematica, al reconocer la necesidad de datos para resolver el problema. La tec-
nologia digital actu6 como mediadora, facilitando la obtencion de informacion
relevante y orientando la toma de decisiones sobre qué medir.

En el tercer momento, los estudiantes utilizaron ChatGPT para identificar la
formula del area lateral del cono. La herramienta proporciono la expresion ma-
tematica acomparfiada de un ejemplo con datos distintos (véanse figuras 3 y 4).

Cémo puedo saber la superficie de el cono

Para saber la superficie de un cono, necesitas identificar dos medidas basicas de la
casita

1. Elradio (r):
Es la mitad del diametro de la base
En tu casita seria la mitad de lo que mide “de lado a lado” en el piso.

La generatriz (g):
Es el largo inclinado desde la punta del cono hasta la orilla de la base.
Es como medir por fuera, siguiendo la pared del cono.

Con esas dos medidas puedes calcular el drea lateral, que es la parte que cubre el cono
(lo que vemos en la casita)

¥ Férmula del area lateral del cono

!

Figura 3: interaccion de un estudiante con ChatGPT para obtener la formula del area
lateral del cono

A partir de ello, los estudiantes interpretaron el procedimiento y adaptaron el
ejemplo a sus propias mediciones.
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93 Ejemplo sencillo

Imagina que la casita mide:
- 4 metros de diametro en la base - entoncesr=2m

- 3 metros de largo de la pared inclinada > g=3m

Entonces:

G 18.85 m?

Ese numero seria la cantidad de tule, palma o carrizo que cubre la casita.
N

Figura 4: ejemplo proporcionado por la IA con datos distintos y adaptacion realizada por
el estudiante

Este proceso evidencido que la TA funciondé como apoyo para estructurar el
calculo, mas que como una fuente directa de respuestas. En algunos casos, la
informacion requirio ser interpretada y ajustada, lo que promovio la reflexion y
validacion de resultados.

En conjunto, los resultados muestran que la articulacion entre contexto cultural,
tecnologia digital e inteligencia artificial favorece la resolucion de problemas
con sentido. La medicion permitid aproximarse al objeto real, mientras que la
IA facilit6 la formalizacion del procedimiento. Sin embargo, estos procesos re-
quirieron mediacioén para interpretar la informacion y validar resultados, evi-
denciando que la tecnologia amplifica el razonamiento cuando se integra en ac-
tividades contextualizadas.

CONCLUSIONES

Los resultados permiten sostener que la articulacion entre tecnologia digital,
inteligencia artificial y contexto cultural favorece la resolucion de problemas
matematicos con sentido para los estudiantes. En este caso, la determinacion del
area lateral del cono no se abord6 como un ejercicio abstracto, sino como una
necesidad concreta: estimar la cantidad de material (ramas de cachanilla) reque-
rido para la construccion del refugio.

Desde esta perspectiva, la tecnologia digital permitié aproximarse al problema
mediante la obtencion de datos y la representacion de la situacion, mientras que
la inteligencia artificial facilité el acceso a herramientas conceptuales para re-
solverlo. Esta combinacion generd un entorno en el que los estudiantes pudieron
transitar desde la exploracion empirica hacia la formalizacion matematica.
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En términos mas amplios, estos hallazgos sugieren que el uso de tecnologia e
inteligencia artificial puede contribuir a la construccion de conocimiento mate-
matico cuando se orienta hacia la resolucién de problematicas situadas. Es de-
cir, no se trata inicamente de incorporar herramientas digitales, sino de disefiar
experiencias en las que estas permitan responder a preguntas relevantes para los
estudiantes y su comunidad.

Sin embargo, también se evidencia que estos procesos requieren una mediacion
docente intencionada, ya que la interpretacion de la informacion, la validacion
de resultados y la toma de decisiones no ocurre de modo automatico. En este
sentido, la tecnologia y la inteligencia artificial no sustituyen el razonamiento
matematico, sino que lo amplifican cuando se integran en un disefio didactico
pertinente.
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Este articulo expone una propuesta elaborada en el desarrollo del trabajo de grado
de dos estudiantes de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedago-
gica Nacional (Colombia), para obtener su titulo. La propuesta se centra en el
disefio de un material didactico manipulable junto con un conjunto de tareas para
su implementacion, con el fin de favorecer la ensefanza y el aprendizaje de es-
tudiantes con discapacidad visual, del concepto de reflexion como transforma-
cion en el plano.

INTRODUCCION

De acuerdo con el Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 2017), la educa-
cion inclusiva no pretende igualar a los estudiantes con discapacidad con los
demas, sino reconocer sus particularidades y responder a sus necesidades espe-
cificas. Sin embargo, en la practica, no siempre se dispone de los recursos ne-
cesarios para garantizar una inclusion efectiva en los procesos de ensefanza y
aprendizaje. En este sentido, el Kit Meso se plantea como una alternativa que
ofrece un material didactico manipulable orientado a la ensefianza del movi-
miento de reflexion en el plano, especialmente pensado para estudiantes con
discapacidad visual.

A continuacion, se aborda la definicion de reflexion como transformacion en el
plano, se describe el material disefiado y se exponen los objetivos de las tareas
planteadas para el uso de tal material. La propuesta se fundamenta en los prin-
cipios del Disefio Universal para el Aprendizaje (DUA), que permite que cada
estudiante avance de acuerdo con sus caracteristicas (Maldonado, 2020).

Finalmente, se incluyen algunas consideraciones derivadas de la aplicacion de
una prueba piloto, en las que se hace una reflexion sobre el proceso de imple-
mentacion del recurso.

Gonzalez, M., Rueda, S. y Plazas, T. (2026). Geometria para ciegos: ensenanza de la refle-
xion en el plano, mediante el Kit Meso. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus
Aplicaciones, 27, 77-82. Bogota, Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.
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ELEMENTOS TEORICOS

Movimiento de reflexion en el plano

El elemento matematico central de la propuesta es la reflexion, concebida como
una transformacion rigida en el plano. De acuerdo con lo propuesto por Samper
(2008, p. 60):

Una reflexion respecto a una recta m, denominada eje de reflexion, es el movi-
miento que a cada punto A del plano le asigna otro punto A’ del mismo plano tal
que el segmento AA’ es perpendicular a la recta m, y A’ estd a la misma distancia
de m como lo esta A.

Figura 1: representacion de la reflexion del punto A respecto a la recta r

Proceso de definir

En educacion matematica, las definiciones no deben asumirse como enunciados
acabados, sino como el resultado de un proceso llamado definir que cobra es-
pecial relevancia en el aprendizaje. Este proceso puede darse de dos maneras,
descriptiva o constructiva, como lo mencionan Ayay Echeverry (2009), permi-
tiendo al estudiante participar activamente en la construccion del concepto me-
diante la exploracion, el cuestionamiento y la identificacion de propiedades ne-
cesarias y suficientes. Definir implica seleccionar caracteristicas que no tengan
redundancias, sino que sean esenciales, Ademas, se reconoce la relacion entre
el concepto formal y la imagen conceptual que el estudiante construye, la cual
puede ser parcial o incorrecta. En este sentido, se buscé abordar y potenciar este
proceso, promoviendo una comprension mas profunda, significativa y reflexiva
del conocimiento matematico.
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Material didactico

Prieto (2014) afirma que el material didactico es el conjunto de recursos que
median y facilitan el proceso de ensefianza-aprendizaje, permitiendo suscitar
preguntas, representar conceptos y materializar ideas abstractas. Su importancia
se centra en la capacidad de activar los sentidos, despertar el interés y favorecer
la comprension del objeto trabajado, al poner al estudiante en contacto directo
o indirecto con ¢€l.

En el ambito de las matematicas, el uso de materiales ha sido fundamental en la
construccion del conocimiento, evolucionando desde objetos concretos hasta
herramientas mas estructuradas como el abaco. Desde una perspectiva pedago-
gica, estos recursos no solo facilitan la comprension, sino que también promue-
ven el desarrollo de habilidades cognitivas, la imaginacion y la participacion de
los estudiantes.

DUA

El Disefio Universal para el Aprendizaje (DUA) constituyo un eje central en la
elaboracion del material didactico manipulable, al brindar fundamentos que fa-
vorecen la equidad en los procesos de ensefianza y aprendizaje. En este sentido,
como plantea Maldonado (2020), el DUA posibilita que cada estudiante pro-
grese a partir de sus propias capacidades y caracteristicas, puesto que, este en-
foque se sustenta en tres principios fundamentales: multiples formas de repre-
sentacion, multiples formas de accion y expresion, y multiples formas de
implicacion, los cuales promueven entornos de aprendizaje flexibles que favo-
recen la participacion y el progreso de todos los estudiantes.

DESCRIPCION DEL MATERIAL Y TAREAS

Kit Meso

El material didactico propuesto se denomina Kit Meso, cuyo nombre surge de
la combinacion de los nombres de las autoras del proyecto. Durante el proceso
de construccidn del recurso manipulativo se desarrollaron cuatro prototipos, en
los cuales se exploraron diferentes configuraciones de tablero, ejes y sistemas
de medicion, que llevaron progresivamente al disefio final del material.

Kit Meso estd conformado por 24 elementos, entre los que se incluyen un ta-
blero con una regla fija incorporada, herramientas de medicion (regla y
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transportador), representaciones de rectas que se intersecan, poligonos, segmen-
tos, punzones, un elemento de fijacidén y cinco moldes (véase figura 2). Todos
estos componentes fueron disefiados con marcas en braille y escritura conven-
cional, asi como con relieves y texturas que facilitan la exploracion tactil.

POLIGONO 4

Figura 2: Kit Meso

Los componentes del kit se articulan con tres tareas organizadas secuencial-
mente que buscan guiar progresivamente la comprension del movimiento de
reflexion. A continuacidn, se presentan las tareas y sus propositos,

Tarea 1. Preconceptos

La tarea se orienta hacia el reconocimiento de dngulos, tipos de angulos y per-
pendicularidad mediante el uso de herramientas de medicion.

Sus propositos son:

e Conocer definiciones tales como angulos, tipos de angulos y perpendi-
cularidad junto con sus respectivas representaciones.

e Usar el transportador para medir angulos dados y construir angulos dada
una medida.

Tarea 2. Caracterizacion del movimiento

Esta tarea se enfoca en la identificacion de las propiedades de la reflexioén a
partir de ejemplos y no ejemplos.

Los propositos asociados a esta tarea son:

¢ Identificar las propiedades que componen el movimiento de la reflexion.
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e Reconocer ejemplos y no ejemplos de la reflexion.

Tarea 3. Ejemplificacion del movimiento

En esta tarea, los estudiantes construyen la imagen reflejada de un poligono
utilizando el tablero y el sistema de medicion del kit.

Su propdsito es construir la imagen de un poligono bajo reflexion.

PRUEBA PILOTO

La prueba piloto relativa al material se llevo a cabo con dos estudiantes del
Colegio Gran Yomasa, institucion educativa oficial ubicada en la localidad de
Usme, en Bogota, que desde 1995 ha incorporado estudiantes con discapacidad
visual y cuenta con el apoyo de docentes de educacion especial y el acompaiia-
miento de entidades como el Instituto Nacional para Ciegos (INCI) y el Centro
de Rehabilitacion para Adultos Ciegos (CRAC).

Los participantes fueron dos estudiantes que presentan diferentes niveles de dis-
capacidad visual. El primero es un estudiante de 15 afios que cursa grado no-
veno y tiene diagndstico de ceguera parcial, con percepcion minima de luz. El
segundo es un estudiante de 9 afios, de grado cuarto con diagnostico de ceguera
total, sin percepcion de luz.

La implementacion de la prueba piloto permiti6 constatar que tanto el material
como las actividades disefiadas respondieron a los objetivos propuestos. No
obstante, a partir del andlisis realizado, se identificaron algunas oportunidades
de mejora, como la necesidad de realizar ciertos ajustes en las piezas del mate-
rial para favorecer una manipulacion mas adecuada.

Durante la experiencia, el material favorecio la exploracion tactil de los con-
ceptos geométricos involucrados. Inicialmente, los estudiantes lograron reco-
nocer distintos tipos de angulos y la perpendicularidad entre rectas mediante el
uso del transportador adaptado, estableciendo asi los preconceptos necesarios
para abordar el movimiento de reflexion. Posteriormente, a través del uso del
tablero y las herramientas de medicion, identificaron propiedades fundamenta-
les de este movimiento, como la congruencia entre las figuras, la perpendicula-
ridad respecto al eje y la equidistancia de los puntos correspondientes.

Finalmente, ambos estudiantes lograron construir la imagen reflejada de un po-
ligono respecto a un eje y verificar sus propiedades mediante mediciones y
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comparacion de las figuras. Estos resultados evidencian el potencial del Kit
Meso como recurso didactico para representar y explorar tactilmente el movi-
miento de reflexion, aportando una alternativa para la ensenanza de transforma-
ciones geométricas en contextos de educacion inclusiva.

REFLEXIONES FINALES

El material didactico es una herramienta til en especial con poblacidn con dis-
capacidad visual, ya que facilita el acceso, pues como lo establece el DUA, se
utilizan diversas formas de representacion de acuerdo con las necesidades espe-
cificas del estudiante.

Elaborar material didéctico, en especial para una poblacion tan especifica, re-
presenta desafios para los educadores matematicos, pues materializar una idea
que funcione para esta poblacion y para otras como estudiantes sin esta disca-
pacidad se constituye en un ejercicio que requiere de mucho tiempo y dedica-
cion. Contar con materiales ya construidos por otro que pueden ser replicados
es un avance para la inclusién en el aula de matematicas.
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Esta presentacion se fundamenta, por una parte, en la Teoria de las Situaciones
Didacticas (TSD) de Brousseau, que concibe el aprendizaje como resultado de la
interaccion del estudiante con un medio y, por otra, en el modelo de demanda
cognitiva de Stein y Smith, que clasifica el tipo de razonamiento requerido en la
resolucion de tareas. Este documento pretende mostrar avances sobre la comple-
mentariedad de las dos teorias como fundamento para la planeacion de tareas
geométricas sobre el Teorema Fundamental de la Proporcionalidad en DGPad-
Colombia; en particular, para identificar situaciones que favorecen el aprendizaje
por adaptacion de estudiantes de grado noveno. Las teorias permiten establecer
la pertinencia matematica y el nivel de demanda cognitiva de las tareas, desta-
cando el potencial de DGPad-Colombia para disefiar tareas que promuevan el
aprendizaje por adaptacion.

INTRODUCCION

En la ensefianza actual de la geometria, los estudiantes suelen tener un conoci-
miento limitado de los conceptos geométricos, ya que se privilegia la geometria
procedimental por encima de la comprension de las relaciones figurales. Esta
situacion se explica, en parte, por el uso predominante de representaciones pla-
nas rigidas. Si bien los Softwares de Geometria Dindmica (SGD) ofrecen posi-
bilidades para superar estas limitaciones, son pocos los docentes que se atreven
a incorporarlos en sus clases (Riascos y Cubeira, 2018).

En el caso de la proporcionalidad, en su naturaleza geométrica, se encuentra la
necesidad de proponer tareas en entornos de geometria dinamica que promue-
van los hechos geométricos vinculados al Teorema Fundamental de la Propor-
cionalidad (TFP). Estos se encuentran vinculados a conceptos como la seme-
janza de triangulos, la homotecia, el teorema de Tales, entre otros (Gonzalez,
2024; Restrepo et al., 2023). En algunas investigaciones hay avances en los que
se proponen tareas en entornos de geometria dindmica que permiten explorar,
visualizar e interactuar con las propiedades invariantes presentes en las

Gonzélez, Y., Pérez, L. y Acevedo-Rincén, J. (2026). Aprendizaje por adaptacion del Teo-
rema Fundamental de la Proporcionalidad en un entorno de geometria dinamica. En P. Perry
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construcciones, todo lo cual promueve la autonomia del estudiante, al decidir
qué estrategias adoptar o descartar en la solucion de las tareas. De acuerdo con
los resultados del disefio de tareas de Gonzalez (2024) para la solucién del pro-
blema de dividir un segmento en parte iguales usando el TFP, surgen dos difi-
cultades, que son objeto de andlisis en la investigacion que se reporta en este
articulo: (i) el uso de un SGD, por si solo, no garantiza que las tareas cumplan
su proposito de ensefianza; y (i1) es necesario reconocer que no todas las tareas
promueven el mismo nivel de pensamiento, aunque si deben articularse en una
continuidad cognitiva que asegure la progresion del aprendizaje.

REFERENTES TEORICOS

A continuacion, se presenta la complementariedad entre la TSD y el modelo de
demanda cognitiva. La TSD establece las condiciones necesarias para que los
estudiantes obtengan un aprendizaje por adaptacion por medio de DGPad-Co-
lombia, mientras que el modelo de demanda cognitiva posibilita caracterizar los
niveles de pensamiento que deben emplear los estudiantes en la secuencia di-
dactica para el desarrollo de los hechos geométricos propios del TFP en cada
una de las tareas.

Teoria de las Situaciones Didacticas

La Teoria de las Situaciones Didacticas, propuesta por Brousseau (1986), con-
cibe el aprendizaje matematico como un proceso que ocurre a través de la inter-
accion entre el estudiante, un medio (problemas, recursos, materiales) y el pro-
fesor. El conocimiento se construye cuando el alumno se enfrenta a una
situacion disefiada por el profesor, para provocar la necesidad de producir es-
trategias, conjeturas o soluciones. El medio debe ser fuente de retroacciones que
permitan al estudiante validar o refutar sus acciones, favoreciendo la construc-
cion autdbnoma del conocimiento.

En la interaccion entre profesor, estudiante y medio, se distinguen las situacio-
nes didacticas y adidacticas. En las primeras, el profesor guia y organiza la ac-
tividad; en las segundas, los estudiantes actiian de manera mas autdbnoma, inter-
actuando directamente con el medio sin intervencion directa del profesor
(Margolinas, 1993/2009). El conocimiento de los estudiantes puede consoli-
darse como un saber matematico mediante el proceso de institucionalizacion,
donde “el profesor retoma necesariamente su posicidon con relacion al saber, ya
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que cuando oficializa una nocion, relacionandola con el saber cultural, lo hace
como sabio” (Margolinas, 1993/2009, p. 177).

Demanda cognitiva

Stein y Smith (1998) reportan que los profesores tienen dificultades para cate-
gorizar las tareas como pertinentes porque los docentes tienden a basarse en
caracteristicas superficiales de las tareas, sin analizar a profundidad qué tipo de
pensamiento promueven. Por ejemplo, se fijan unicamente en lo expuesto ex-
plicitamente en el enunciado. Por ello se propusieron establecer un modelo que
funcione a manera de herramienta para el anélisis de tareas que se proponen en
clase. Uno de los aspectos para categorizarlas es el nivel cognitivo que los es-
tudiantes emplean para realizarla, ya que no todas las tareas promueven el
mismo nivel de razonamiento: algunas exigen memorizacion, procedimientos
sin conexiones, mientras que otras implican procesos de procedimientos con
conexiones o hacer matematicas (Stein y Smith, 1998). De este modo, el modelo
se centra en el andlisis del tipo de pensamiento que requieren las tareas mate-
maticas propuestas en el aula.

Los autores establecen que una buena tarea corresponde a aquella que involucra
a los estudiantes en un pensamiento de alto nivel, cuando realizan procedimien-
tos con conexiones o hacen matematicas. Algunos factores que caracterizan es-
tas tareas son (Stein y Smith, 1998):

e El profesor proporciona apoyo temporal para ayudar al pensamiento y
razonamiento del estudiante.

e Las tareas se construyen con base en el conocimiento previo de los es-
tudiantes, mediante la exploracion.

e El profesor establece conexiones conceptuales y los estudiantes pueden
validar su progreso.

e El profesor busca obtener explicaciones y justificaciones por parte del
estudiante a través de preguntas y retroalimentaciones.

Sin embargo, las tareas de baja demanda cognitiva también son necesarias para
consolidar conocimientos, procedimientos, estrategias. Ademas, pueden em-
plearse para el desarrollo de conocimientos mas fuertes. Asi, es necesario que
los docentes reflexionen sobre la gestion de actividades para que no haya una
sobrecarga cognitiva en los estudiantes y se logre llegar al aprendizaje por
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adaptacion. De esta manera, el modelo no solo ofrece una herramienta para ana-
lizar tareas, sino también para comprender como se fomenta (o limita) el desa-
rrollo del pensamiento matematico en el aula.

Pertinencia de la complementariedad

La complementariedad de ambos modelos tedricos se fundamenta en la necesi-
dad de gestionar y ajustar tareas propuestas en SGD para el desarrollo de los
hechos geométricos propios del TFP. Para esto el modelo de demanda cognitiva
serd empleado en el andlisis cognitivo, como parte de la fase de andlisis preli-
minar de la ingenieria didactica. Asi, es necesario tener en cuenta que los niveles
de demanda cognitiva (memoristico, procedimientos sin conexiones, procedi-
mientos con conexiones y hacer matematicas) como instrumento de analisis,
consideran los indicadores de: procedimiento de resolucion, nivel de esfuerzo,
contenidos implicitos, explicaciones (Benedicto, 2018). Para el andlisis se de-
cide agregar un nuevo indicador denominado “autonomia del estudiante”,
puesto que las tareas por analizar son disefiadas bajo situaciones adidacticas. A
continuacidn, se muestran, a modo de ejemplo, las descripciones de estos indi-
cadores para el nivel de hacer matematicas.

e Procedimientos de resolucion. No existe un enfoque predecible o expli-
cito en el enunciado de la tarea, pero el estudiante puede anticipar posi-
bles caminos de solucion a partir de razonamientos geométricos deduc-
tivos.

e Nivel de esfuerzo. El estudiante requiere de una exploracién y compren-
sion profunda de la naturaleza de los conceptos, procesos y relaciones
geomeétricas.

e Contenidos implicitos. El estudiante aplica los hechos geométricos en
situaciones que implican el uso del TFP.

e Explicaciones. El estudiante profundiza en argumentos geométricos
para realizar las justificaciones de sus construcciones.

e Autonomia del estudiante. El estudiante no depende de intervenciones
o0 juicios del profesor.

La complementariedad de ambas teorias posibilita un andlisis mas completo:
mientras la TSD centra la atencidon en los procesos didacticos que emergen en
la interaccion estudiante—medio, el modelo de demanda cognitiva permite dotar

86



de continuidad cognitiva las tareas disefiadas. De esta manera, se logra no solo
describir el desarrollo de las situaciones propuestas, sino también valorar su
potencial para promover el aprendizaje por adaptacion del TFP en tareas desa-
rrolladas en geometria dinamica.

METODOLOGIA

Este estudio se enmarca en un enfoque cualitativo, bajo la metodologia de in-
genieria didactica de Artigue (1995). El punto de partida es el disefio de Gon-
zalez (2024), el cual sera intervenido para crear una nueva secuencia de tareas
en DGPad-Colombia. La pertinencia de este redisefio surge del objetivo de ca-
racterizar y ajustar la actividad cognitiva que promueve la secuencia base, en-
focando la atencion en lo que respecta al desarrollo de hechos geométricos pro-
pios del TFP.

La secuencia se desarrollard en la educacion basica secundaria, grado noveno,
articulada a través de las dimensiones del analisis preliminar. En la dimension
epistemoldgica, se profundiza en el papel de la razon y la proporcion en el desa-
rrollo de TFP. En la dimensién cognitiva, se toma la secuencia de Gonzalez
(2024), caracterizandola bajo los niveles de demanda cognitiva, donde se iden-
tifica que si bien se movilizaron hechos geométricos asociados al TFP, estos no
fueron institucionalizados, asi se proyecta un ajuste que trascienda el uso como
herramienta hacia su formalizacion. Por ultimo, la dimension didactica examina
el predominio de las configuraciones aritméticas sobre las geométricas en la
ensefianza del TFP.

Para realizar el analisis de la secuencia, es necesario tener en cuenta que estas
tareas estan orientadas hacia la construccion en SGD, ademas, llevan en si mis-
mas retroacciones que le permiten al estudiante relacionarse y aprender de la
actividad. En la figura 1, se visualiza una de las tareas que se toma como base
para este trabajo, donde el boton Verificar desencadena retroacciones que de-
penden de las acciones que haya llevado a cabo el alumno, enriqueciendo la
interaccion con el medio.
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Dado un triangulo ABC, construye un triangulo ADE,
tal que AD, AE, DE sean el doble de AB, AC, BC respectivamente.

A

costo_construccién = 0

Verificar [E]

e

°B
Figura 1: tercera tarea de Gonzalez (2024)

AVANCES DE LA INVESTIGACION (ANALISIS PRELIMINAR)

En el marco de la Ingenieria didactica, se presentan a continuacion algunos re-
sultados derivados del analisis preliminar, organizados en tres dimensiones:
epistemoldgica, cognitiva y didactica.

A nivel epistemoldgico se encuentra que historicamente existen evidencias so-
bre el uso del TFP en las operaciones con segmentos (Klein, 1936/1992; Lague-
rre, 2005). Esto es, el uso del teorema en cuestion, en la actividad de dividir un
segmento en partes iguales no es un hecho aislado, sino que se encuentra en una
tradicion epistemologica donde el paralelismo juega un papel protagdnico.

Desde esta dimensién, dividir un segmento no se reduce a la marcacién sobre
¢l de distancias equidistantes mediante reiteracion aditiva, sino a construir pre-
viamente una razon en una unidad auxiliar (segmento) y trasladarla al segmento
dado por medio de paralelas. En esta accion existen hechos geométricos impor-
tantes que es necesario que el estudiante valide para obtener conocimiento ope-
rativo, relativo a las proporciones.

En el plano cognitivo se hace una revision de cada tarea disefiada en Gonzalez
(2024), identificando sus objetivos, las acciones requeridas por el estudiante y
las posibles estrategias de solucion, para determinar en qué casos es necesario
agregar, quitar o modificar tareas. Cada tarea fue clasificada segtn el nivel de
demanda cognitiva predominante, permitiendo establecer tendencias en el con-
junto de la propuesta. Esto con el proposito de lograr una continuidad cognitiva
entre las tareas y que estas se ajusten al nivel de pensamiento de estudiantes de
noveno grado. Por ejemplo, al analizar la tarea de la figura 1 se encontr6 que la
consigna no favorece el indicador de explicaciones, porque alli una de las retro-
acciones de la tarea es preguntar sobre el paralelismo entre los segmentos BC y
DE que resulta de realizar la construccion, pero la tarea no le da herramientas al
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estudiante para que entienda el porqué de esta propiedad que se presenta alli.
Ademas, para lograr resolver esta tarea el estudiante puede necesitar la presen-
cia del profesor puesto que el enunciado no da paso a una posible estrategia.

En el aspecto didactico, se encuentra que para los estudiantes no es sencillo
describir la proporcionalidad sin recurrir a valores numéricos especificos, lo
cual revela la fuerza del paradigma aritmético en la organizacion del pensa-
miento matematico escolar (Guacaneme, 2001). Ademads, desde la TSD el saber
matematico no se introduce enunciando este proceso de division al estudiante,
sino como respuesta a los desequilibrios que le genere resolver ciertos proble-
mas o actividades. Asi, el entorno dindmico DGPad-Colombia permite la inter-
accion del estudiante con el saber mismo, pero alli el teorema no es inicialmente
objeto de demostracion ni de memorizacion, sino de construccion.

CONCLUSIONES

En este articulo, enmarcado en la TSD y el modelo de demanda cognitiva, se
analiza el disefio de tareas mediadas por un entorno de geometria dinamica
orientadas a la construccidon del Teorema Fundamental de la Proporcionalidad,
destacando la importancia del anélisis preliminar como herramienta para anti-
cipar el tipo de actividad matematica que dichas tareas promueven en la inge-
nieria didéctica.

En el andlisis preliminar refinado y enriquecido con el modelo de demanda cog-
nitiva, se encuentran evidentes dificultades que existen en los estudiantes para
expresar relaciones de proporcionalidad sin recurrir a valores numéricos espe-
cificos, lo que pone de manifiesto la persistencia del paradigma aritmético en la
enseflanza de las matemadticas. Este hallazgo refuerza la necesidad de disefiar
situaciones que favorezcan una comprension mas estructural y relacional de la
proporcionalidad.

Finalmente, este trabajo aporta elementos para la reflexion sobre el disefio de
tareas en entornos de geometria dindmica, destacando que la integracion de he-
rramientas digitales en la ensefanza de la geometria debe ir acompanada de un
analisis riguroso que permita potenciar su uso mas alla del uso instrumental.
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VERONESE Y PEIRCE. ENCUENTROS Y DESENCUENTROS
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Universidad Nacional de Colombia
joguevarar@unal.edu.co

Se presenta un barrido historico-matematico que parte de tensiones presentes en
los Elementos de Euclides, pasa por algunas de las hipotesis fundamentales de
los Fondamenti di Geometria de Giuseppe Veronese y recorre la evolucion del
concepto de continuo en Peirce segiin Jérome Havenel, con el proposito de evi-
denciar el vinculo que Fernando Zalamea identifica entre el continuo no-arqui-
mediano de Veronese y el sinequismo peirceano. Se finaliza con la mencion de
un trabajo reciente que ofrece un marco matematico que atestigua la consistencia
de las propiedades que Peirce atribuia al continuo.

LOS NUMEROS REALES DE CANTOR-DEDEKIND, (’,UNICO CONTINUO?

Es usual al cursar una carrera de matematicas que nos ilustren sobre los nimeros
reales como conjuntos bien formalizados. Sin embargo, este constructo es el
resultado de un largo proceso historico que tiene dos raices distintas: el conteo,
actividad primitiva presente en todas las culturas humanas desde sus origenes,
y la medida, que surge con mayor sofisticacion ligada a la geometria practica 'y
que los griegos elevaron a su forma abstracta (Luque Arias et al., 2013; Luque
Arias et al., 2014). Los nimeros reales son la respuesta matematica moderna a
la segunda de estas raices: el intento de capturar con rigor la continuidad de la
magnitud.

Pero esta historia no es la unica posible. La Nocién Comun 5 de los Elementos
(“el todo es mayor que la parte”, Euclides, 1991, p. 15) es el principio de finitud
intuitiva que Dedekind subvierte al definir la infinitud: un conjunto es infinito
cuando existe una biyeccion entre ¢l y una parte propia suya. La recta real de
Cantor-Dedekind rompe asi la Nocion Comun 5. Esta ruptura abre la pregunta
por la constitucion de la recta: ;de qué estdn hechas sus partes y qué papel jue-
gan los puntos? Aristoteles sefialaba que los continuos son todos previos a sus
partes (Sattler, 2021) y que las lineas no estan hechas de puntos: estos solo mar-
can extremos y cortes (Jones, 1987).
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Los Elementos ofrecen ademas otra ruptura, esta vez desde la medida de mag-
nitudes. La Proposicion 16 del Libro IIT (Euclides, 1991) exhibe el llamado an-
gulo corneado (el &ngulo entre una tangente y la circunferencia) que es menor
que cualquier angulo rectilineo agudo, pero distinto de cero. Como muestran
Rodriguez y Guacaneme (2022), este objeto geométrico viola el axioma de Eu-
doxio-Arquimedes y ha generado debates sobre la naturaleza del angulo a lo
largo de la historia de la geometria.

El axioma de Eudoxio-Arquimedes' establece: si x € y son niimeros positivos,
existe un namero natural n tal que nx > y (Takahashi Orosco, 1976, pp. 14-
15). La imposibilidad de acumular multiplos finitos del angulo corneado para
superar cualquier angulo rectilineo no es una paradoja sino una sefial: existen
magnitudes geométricas que no obedecen este principio?, lo que abre la posibi-
lidad de una geometria donde el axioma de Arquimedes no rige.? Es precisa-
mente en ese espacio donde Veronese construird su continuo.

La pregunta por la constitucion del continuo (;de qué estan hechas sus partes y
cudl es el papel de los puntos?) es la que Veronese y Peirce retomaran. Ambos
llegaran desde ella a admitir magnitudes no-arquimedianas: Veronese, como
objetos geométricos de las Hipotesis III y I'V; Peirce, porque ninguna coleccion
de puntos agota el continuo. Como sefiala Zalamea (2001), Veronese presento

' El nombre “Eudoxio-Arquimedes” es una elaboracion propia a partir de la lectura de Klein

(1939), quien sefala que la condicion que hoy se llama axioma de Arquimedes es en reali-
dad el prerrequisito para la teoria de proporciones del Libro V de los Elementos, atribuida
a Eudoxio: dos magnitudes tienen razon entre si, solo si sus multiplos pueden superarse
mutuamente. Klein observa, ademas, que ese nombre “estd completamente en desacuerdo
con la historia, pues Euclides lo tenia antes que Arquimedes, y es probable que Eudoxo lo
conociera”, y sefiala que hoy gana terreno la denominacién “axioma de Eudoxo” (Klein,
1939, p. 203).

El primer antecedente historico de magnitudes que no obedecen este principio es anterior
a Euclides: la escuela pitagorica, en su intento por salvar la tesis “todo es numero” frente
al problema de la inconmensurabilidad, concibi6 la idea de un segmento mas pequeiio que
cualquier segmento dado (véase Rodriguez Delgado (2023, pp. 9-10)).

Hilbert cita los Fondamenti en sus Fundamentos de la Geometria precisamente para de-
mostrar la independencia del axioma de Arquimedes respecto de los demés grupos de
axiomas, usando la geometria de Veronese como modelo donde todos los axiomas se sa-
tisfacen excepto ese (Hilbert, 1996).
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una vision alternativa cercana a la de Peirce. El barrido que sigue hace visible
esa cercania y sus limites.

VERONESE Y EL CONTINUO NO-ARQUIMEDIANO

Giuseppe Veronese (1854 - 1917), en sus Fondamenti di Geometria (1891),
construye la geometria de forma completamente independiente del continuo nu-
mérico. Define la forma fundamental como un sistema unidimensional homo-
géneo: para cualquier segmento dado existen dos segmentos idénticos a ¢l con
extremos en cualquier elemento del sistema (Veronese, 1891, §68). Como se-
nala Ehrlich (1994), lo singular de Veronese es hacerlo por medios sintético-
geometricos constructivos, sin presuponer ninguna métrica.

En el §55 de los Fondamenti, Veronese plantea la pregunta central: buscar una
definicion abstracta del continuo en la cual no entre como elemento necesario
la intuicidn, de modo que sirva con pleno rigor 16gico para deducir las propie-
dades del continuo intuitivo (Fisher, 1994).

Sobre esta forma fundamental, Veronese (1891, §80) introduce la nocidén de
escala: a partir de un origen A y una unidad (AB), se genera la serie ilimitada
de segmentos consecutivos e iguales A, A1, A5, As, ... El campo de escala es el
segmento ilimitado de la forma fundamental determinado por todos esos seg-
mentos consecutivos. Este campo es el andlogo geométrico de los nimeros na-
turales marcados sobre la recta.

La Hipotesis III (Veronese, 1891, §82) es el momento decisivo: en un sentido
de la forma fundamental existe al menos un elemento fuera del campo de la
escala respecto a cada segmento limitado como unidad. Es decir, hay puntos de
la recta que ningiin multiplo finito de la unidad puede alcanzar (los infinitos
actuales de Veronese: segmentos infinitos en sentido pleno, no como limite de
un proceso sino como objetos geométricos dados), lo que constituye el primer
modelo coherente de geometria no arquimediana (Guevara Rodriguez y Rodri-
guez Delgado, 2025).

La Hipotesis IV estructura los 6rdenes de infinitud: en el campo al infinito existe
un elemento X tal que (AX) y (XA™) son puros infinitos respecto a la unidad
original, y existe A7’ tal que todo segmento (AX) es finito respecto de (AA7).
Esto genera una jerarquia de ordenes de infinito e infinitesimal. Como sefiala
Ehrlich (1994), 1a motivacion de Veronese era precisamente proveer una teoria
detallada del infinitamente grande y el infinitamente pequefio mediante medios
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sintético-geométricos constructivos, sin dejar tales cuestiones a los algebristas
del orden.

Ehrlich (1994) reconstruye la genealogia: el concepto de infinitesimal que Ro-
binson empleo en el andlisis no estandar remonta a Veronese; fue Levi-Civita
quien, a pedido de Veronese, construyo, en los afios 1890, una representacion
analitica del continuo veronesiano; Hahn generalizo ese trabajo en 1907 con la
teoria de los cuerpos ordenados que hoy llevan su nombre; Robinson, en los
afios 1960, formalizé 16gicamente ese mismo concepto. Pero la diferencia es-
tructural persiste: Robinson amplia los reales; Veronese construye su recta
desde cero, geométricamente, lo que lo acerca mas a Peirce que al anélisis no
estandar.

Veronese sefiala, ademas, en una nota al §55, traducida al inglés por Fisher
(1994), que:

El continuo rectilineo no esta nunca compuesto por sus puntos, sino por los seg-
mentos que los unen de dos en dos y que son, por ello mismo, continuos. De este
modo, el misterio de la continuidad queda desplazado desde una porcion dada y
fija de la recta hacia una porcidon indeterminada, tan pequefia como se quiera,
que, sin embargo, siempre continua (p. 143, traduccion del autor de este articulo).

Esta tesis, segtn la cual el continuo es anterior a sus puntos, es el primer en-
cuentro profundo con Peirce.

PEIRCE Y EL SINEQUISMO

Charles Sanders Peirce (1839 - 1914) desarroll6 a lo largo de su vida una doc-
trina filosofica sobre la continuidad que denominé sinequismo: la tesis de que
la continuidad es la categoria fundamental de la realidad. Ya en 1868, en sus
escritos sobre la cognicion, afirmé que “la cognicion surge mediante un proceso
continuo” (citado en McNabb, 2018, p. 236).

La evolucion del concepto de continuo en Peirce atraviesa cinco periodos (Ha-
venel, 2008). En el anti-nominalista (1868-1884) sostiene que las partes se cons-
truyen a partir del continuo, posicion que comparte con Veronese. En el canto-
riano (1884-1892) reconoce la definicion de Cantor, pero sefiala que gira en
torno a consideraciones métricas, mientras que la distincidn entre lo continuo y
lo discontinuo es manifiestamente no-métrica (como se citd en McNabb, 2018,
p. 238).
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Es en el periodo infinitesimal (1892-1897) donde aparece el encuentro mas ni-
tido con Veronese: Peirce afirma que, en una extension continua, digamos una
linea continua, hay lineas continuas infinitamente cortas, y que toda la linea esta
compuesta de tales partes infinitesimales (Havenel, 2008). Como sefiala Have-
nel (2008), este continuo, contrario al de Cantor, pero similar al de Veronese,
no es arquimediano.

El periodo supermultitudinario (1897-1907) radicaliza la posicidon: una conti-
nuidad verdadera es supermultitudinaria y en ella los puntos han perdido su
identidad individual para convertirse en una unidad continua de pura potencia-
lidad (Havenel, 2008). En la lectura de McNabb (2018), esto significa que la
linea es ontologicamente anterior a sus puntos: la linea tiene un ser propio, y los
puntos no son entidades autonomas que la compongan, sino posibilidades laten-
tes en ella, cuyo ser deriva del ser previo de la linea. Aqui aparece el desencuen-
tro fundamental con Veronese: el continuo de Peirce no puede construirse a
partir de puntos.

El quinto periodo, el topologico (1908-1913), es el momento en que Peirce
abandona la supermultitudinariedad como criterio central y busca definir la con-
tinuidad mediante relaciones topologicas entre las partes (Havenel, 2008).
Hasta diciembre de 1913 seguia buscando una alternativa a Cantor-Dedekind.
A lo largo de todos sus periodos mantiene la tesis de la potencialidad de los
puntos, que lo separa irrevocablemente de Veronese.

CONCLUSION: ENCUENTROS Y DESENCUENTROS

El didlogo entre Veronese y Peirce no fue explicito (no hay evidencia de que se
leyeran el uno al otro), pero es filosoficamente real. Zalamea (2001, 2012) lo
identifica con precision: ambos autores reaccionan contra el mismo adversario,
el continuo de Cantor-Dedekind, y esa reaccion compartida genera los encuen-
tros. Al mismo tiempo, las diferencias en el punto de partida y en el proposito
de cada uno generan los desencuentros.

En cuanto a los encuentros, Zalamea (2012) sefiala que tanto Veronese como
Peirce rechazan que el continuo pueda reducirse a puntos discretos. El dibujo
del §55 de los Fondamenti lo ilustra geométricamente: suprimir un punto inter-
medio de la secuencia a, b, c,d desconecta el continuo, pues el punto actia
como marca de separacion, no como componente del todo (Fisher, 1994). Peirce
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sostendrd lo mismo filoséficamente: un punto actual es una discontinuidad por-
que su presencia como individuo rompe la continuidad (Havenel, 2008). De esta
pregunta compartida (;de qué estd hecho el continuo y cual es el papel de los
puntos?) emerge la coincidencia en los infinitesimales: Veronese los genera
como objetos geométricos dados; Peirce llega a ellos al insistir en que ninguna
coleccion de puntos agota el continuo. El continuo peirceano del periodo infi-
nitesimal, como el de Veronese, no es arquimediano (Havenel, 2008). El en-
cuentro esta en la pregunta, no en la teoria.

En cuanto a los desencuentros, el continuo de Veronese es geométrico y cons-
tructivo: parte de hipotesis explicitas, genera objetos con identidad precisa y es
formalizable, como documenta Ehrlich (1994). El continuo de Peirce es se-
midtico y modal: sus puntos son potenciales y no pueden individualizarse sin
romper la continuidad misma. Como apunta Havenel (2008), para Robinson y
la mayoria de las teorias del analisis no estandar, el continuo estd construido
desde puntos, lo que es profundamente incompatible con la concepcion de Pei-
rce, y lo mismo vale, en sentido inverso, para Veronese.

En ese sentido, y siguiendo a Zalamea (2012), el continuo de Veronese repre-
senta un encuentro matematico con el de Peirce (comparten la estructura no-
arquimediana y el rechazo a la discretizacion) pero un desencuentro filosofico:
uno piensa el continuo como objeto geométrico construible desde hipotesis; el
otro, como modo de ser de lo real, irreductible a ninguna construccién axioma-
tica finita.

VISIONES AL FUTURO: EL GESTO DE VARGAS Y LA VIGENCIA DEL
PROBLEMA

El capitulo de Vargas (2022) en el volumen Advances in Peircean Mathematics:
The Colombian School, editado por Zalamea, construye un modelo del continuo
peirceano dentro de los axiomas estandar de la teoria de conjuntos. Lo notable
del resultado radica precisamente en ello: las cuatro propiedades que Peirce atri-
buia al continuo —supermultitud, reflexividad, inextensibilidad y modalidad— se
obtienen simultdneamente con las herramientas matematicas mas comunes y
aceptadas. Como reconoce Zalamea (2018), este resultado contradijo lo que los
especialistas habian sostenido durante décadas, a saber, que era imposible reunir
esas cuatro propiedades en un mismo modelo.
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El gesto de Vargas combina iterar copias de la recta real a lo largo de todos los
ordinales e invertir el orden de la contencidon conjuntista (relacion E, Vargas,
2022, §2.2): de ahi emerge que cada monada local es isomorfa al modelo global,
la supermultitudinariedad resulta como consecuencia, y al ser el modelo no bien
fundado los puntos son concebibles solo como limites ideales, en el sentido pei-
rceano (Vargas, 2022).

Este modelo abre un puente entre la tradicion geométrica de Veronese y la tra-
dicién semiotica de Peirce. Lo que ambos pensaron por separado comienza a
articularse en el siglo XXI como un programa matematico coherente (Zalamea,
2022).
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En este articulo se analiza, desde un enfoque historico-filosofico, con propositos
formativo docente y didactico, la articulacion entre la l6gica del descubrimiento
matematico, reconstruida por Pdlya y Lakatos, y el programa Cronotopia de Car-
los Eduardo Vasco, en el caso de la formula de Euler para poliedros. Se asume el
programa Cronotopia como feoria explicativa y los métodos de induccion y de
pruebas y refutaciones como feorias interpretativas que suministran los hechos
del caso. Mediante un estudio de caso, se reconstruyen las etapas de problema-
conjetura 'y de prueba-refutacion, codificandolas en términos de grafias, logias,
metrias y nomias. Los resultados evidencian la presencia sistemdtica de estas
fases y la conservacion de su orden evolutivo en la heuristica del descubrimiento.
A partir de este analisis, se propone una lectura didactica que orienta el disefo de
unidades didacticas para la ensefianza de la geometria y la formacion de profeso-
res, en las que los objetos matematicos se introducen mediante procesos de vi-
sualizacion, verbalizacion, cuantificacion y formalizacion progresiva.

INTRODUCCION

La discusion contemporanea sobre la naturaleza de las matematicas ha cuestio-
nado la imagen formalista de la disciplina como un sistema cerrado de “verda-
des necesarias y casi absolutas” (Ernest, 1991; Hersh, 1997). En contraste, en-
foques como el cuasiempirismo y el constructivismo social han destacado el
caracter falible, revisable e historicamente situado del conocimiento matema-
tico, asi como el papel de la argumentacion y la critica en la constitucion de las
teorias matematicas (Hersh, 1997; Lakatos, 1976).

En este horizonte se situa la reconstruccion de la l6gica del descubrimiento ma-
tematico formulada por Pdlya y desarrollada criticamente por Lakatos. Mientras
Polya describe la emergencia de conjeturas plausibles a partir de la observacion
de patrones y cuasiexperimentos (Polya, 1966), Lakatos analiza como las prue-
bas se refinan mediante contraejemplos, reformulaciones y nuevas distinciones
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conceptuales, tomando como caso emblematico la formula de Euler para polie-
dros (Lakatos, 1976).

Paralelamente, el programa Cronotopia de Carlos Eduardo Vasco propone una
hipdtesis evolutiva segun la cual las ciencias pueden reconstruirse desde cuatro
formas de comunicacion humana —grafias, logias, metrias y nomias— entendidas

como registros semioticos y modos de organizacion del conocimiento (Aroca,
2021; Vasco, 2001, 2006, 2013, 2019).

El problema de investigacién que orienta el trabajo que aqui se presenta surge
de la ausencia de estudios que articulen explicitamente ambas perspectivas en
un caso geométrico concreto. En consecuencia, la pregunta es: jcomo se arti-
culan las fases grafias, logias, metrias y nomias del programa Cronotopia con
la heuristica del descubrimiento matematico reconstruida por Polya y Lakatos
en el caso de la formula de Euler para poliedros? El objetivo general consiste
en reconstruir y analizar ese proceso con el fin de contrastarlo con la hipotesis
de Vasco sobre la evolucion de las formas de comunicacion matematica. La
hipdtesis de trabajo sostiene que las cuatro fases del programa Cronotopia se
manifiestan de manera ordenada en las etapas de problema-conjetura y prueba-
refutacion, ofreciendo un fundamento evolutivo para comprender la 16gica del
descubrimiento matematico como transformacion de registros semioticos.

Este estudio no se limita a un analisis historico-filoséfico. Su interés radica en
que la logica del descubrimiento matematico —caracterizada por el transito
desde visualizaciones y verbalizaciones hacia cuantificaciones y formalizacio-
nes— ofrece criterios para la formacion de profesores de matematicas. En parti-
cular, permite orientar decisiones de disefio curricular y la construccion de uni-
dades didacticas que repliquen, en el ambito escolar, esta dindmica evolutiva
del conocimiento geométrico.

FUNDAMENTOS TEORICOS

El marco tedrico se apoya en la metodologia de los programas de investigacion,
concepcion que distingue entre teorias explicativas de los hechos y teorias in-
terpretativas que suministran los hechos (Diez y Moulines, 1999; Lakatos,
1989). Esta distincion permite asumir el programa Cronotopia como nucleo ex-
plicativo sometido a contraste y, al mismo tiempo, usar el método inductivo de
Polya y el método de pruebas y refutaciones de Lakatos como categorias de
reconstruccion del caso.
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En esta investigacion, el programa Cronotopia formula la hipétesis de que la
evolucidn de una disciplina puede reconstruirse mediante cuatro fases (Vasco,
2019). Las grafias remiten a representaciones visuales; las logias, a descripcio-
nes y argumentaciones en lengua natural; las metrias, a practicas de conteo, me-
dida y calculo; y las nomias, a enunciados con forma de ley, definicion, axioma
o teorema. Estas fases no son excluyentes, pero conservan un orden evolutivo
general en el que las grafias y las logias anteceden y sostienen a las metrias y
las nomias.

Este enfoque resulta especialmente pertinente para el estudio de la geometria,
porque permite analizar el descubrimiento y la justificacion como procesos de
transformacion entre registros de representacion. En esa direccion, la recons-
truccion polyana-lakatosiana aporta la descripcion fina de los momentos heu-
risticos —problema, conjetura, prueba, contraejemplo, reformulacion— sobre los
cuales se examina la hipdtesis del programa Cronotopia.

METODOLOGIA

La investigacion se inscribe en un enfoque historico-filoséfico de la actividad
matematica y adopta un disefio de estudio de caso centrado en la reconstruccion
del descubrimiento y desarrollo de la formula de Euler para poliedros en Polya
(1966) y Lakatos (1976). El corpus esta constituido por los fragmentos en los
que se describen la formulacion del problema, los cuasiexperimentos, la emer-
gencia de conjeturas, la construccion y revision de pruebas, la aparicion de con-
tragjemplos y la introduccion de nuevas distinciones conceptuales.

Desde esta perspectiva, la distincion entre teorias explicativas y teorias inter-
pretativas se incorpora aqui como criterio metodologico de analisis. En conse-
cuencia, el programa Cronotopia se asume como teoria explicativa cuyo conte-
nido empirico se contrasta, mientras que el método inductivo de Polya y el
método de pruebas y refutaciones de Lakatos se toman como teorias interpreta-
tivas que describen la heuristica de la actividad matemadtica y suministran las
categorias con las que se reconstruye el episodio historico.

El anélisis se realiza en dos niveles. Primero, se reconstruye paso a paso la heu-
ristica del caso, distinguiendo una etapa de problema y conjetura y una etapa de
prueba y refutacion. Segundo, se codifica cada paso en términos de grafias, lo-
gias, metrias y nomias, identificando los elementos visuales, verbales, cuantita-
tivos y noémicos que intervienen. Finalmente, ambas reconstrucciones se
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comparan para establecer si la secuencia general grafias — logias —» metrias —
nomias se conserva en el proceso de descubrimiento y si ello aporta evidencia a
favor de la hipotesis de Vasco.

ANALISIS HISTORICO-FILOSOFICO

Etapa de problema y conjetura: el método de la induccién (Polya,
1966)

La primera etapa del caso corresponde a la formulacion del problema y a la
emergencia de una conjetura inicial sobre la relacion entre los nimeros de caras,
de vértices y de aristas de los poliedros. Siguiendo a Polya, el punto de partida
no es una demostracion formal, sino un cuasiexperimento en el que se examinan
ejemplos particulares como el cubo y el prisma triangular, junto con otros po-
liedros representados en la Imagen 1, contando en cada caso el nimero de caras
(C), vértices (V) y aristas (A), cuyos valores se organizan en la Tabla 1. En esta
fase predominan las grafias y las logias: el trabajo matematico se apoya en las
figuras de los poliedros y en las descripciones verbales de vértices, aristas y
caras, lo que permite fijar qué se considera objeto de conteo antes de cualquier

formalizacion.

Vil VI, X

Imagen 1: ejemplos de poliedros utilizados en el cuasiexperimento de Polya (Polya,
1966)

Sobre esta base se introducen las metrias, al sistematizar los resultados del “cua-
siexperimento” en la Tabla 1 y comparar los valores de C, V y A para cada
poliedro. El examen conjunto de la Imagen 1 y de la Tabla 1 conduce a “obser-
var” una regularidad persistente, expresada en la relacion C +V = A + 2, que
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se verifica en todos los ejemplos considerados, incluidos el icosaedro y el do-
decaedro. Desde la perspectiva del programa Cronotopia, este transito muestra
el paso de grafias y logias hacia metrias y nomias: las representaciones visuales
y los enunciados descriptivos permiten organizar observaciones; las operacio-
nes de conteo producen relaciones cuantitativas; y la regularidad descubierta se
formula como una conjetura general que funciona como enunciado némico so-
bre los poliedros.

Poliedros Cc vV A
I. Cuboo « v v ¢ v v v v o 6 8 12
II. Prisma triangular . . . . . 5 6 9
III. Prisma pentagonal . . . . . 7 10 15
IV. Piramide cuadrada .. . 5 5 8
V. Piramide triangular. . . 4 4 6
VI. Piramide pentagonal . . . . 6 6 10
VII. Octaedro . . . . . . . .. 8 6 12
VIII. «Torre». . . . . . . . .. 9 9 16
IX. «Cubo truncado». . . . . . 7 10 15

Tabla 1: datos del cuasiexperimento sobre el nimero de caras (C), vértices (V) y aristas
(A) en poliedros (Polya, 1966)

Esta etapa puede sintetizarse como un proceso en el que la realizacioén de un
cuasiexperimento de visualizacidén, apoyado en grafias (Imagen 1) y logias,
hace posible la abstraccion de ciertas propiedades de los poliedros mediante
metrias (Tabla 1) y culmina en la formulacién de una conjetura primitiva que
expresa una nomia todavia no demostrada. Dicha conjetura constituye la mate-
ria prima para la siguiente etapa, en la que se intentard probarla y someterla a
critica.

Etapa de probar: el método de pruebas y refutaciones (Lakatos,
1976)

La segunda etapa corresponde al paso desde la conjetura ingenua hacia una
prueba sometida a refutaciones locales y sucesivas reformulaciones. En la re-
construccion de Lakatos, se busca demostrar que para todo poliedro se cumple
V — A+ C = 2 mediante un “experimento mental” dividido en tres pasos: 1) re-
cortar una cara del poliedro y aplanar la superficie restante como red plana
(Imagen 2a), i1) triangular esa red afiadiendo diagonales (Imagen 2b) vy iii) eli-
minar luego los triangulos uno a uno, segun los patrones mostrados en la Imagen
2c, controlando en cada operacion el valor del invariante V — A + C. En esta
prueba reaparecen de manera articulada las cuatro fases del programa
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Cronotopia: grafias, en las redes planas trianguladas representadas en las Ima-
gen 2a-c; logias, en los conceptos de prueba, lema, teorema, red triangular; me-
trias, en el conteo de vértices, aristas y caras en cada transformacién; y nomias,
en la exigencia de conservar el valor de V — A + C a lo largo del procedimiento.

(a) (b) (©) (d)

Imagen 2: etapas de la prueba y refutacion de la formula de Euler
(a) red plana del poliedro, (b) triangulacion, (c) eliminacion de tridngulos, (d)
contraejemplo local al tercer lema (Pdlya, 1966)

El rasgo central de esta etapa es que la prueba no se presenta como un argu-
mento definitivo, sino como un proceso sometido a criticas de los estudiantes,
que introducen contraejemplos locales al tercer lema. El contragjemplo cons-
truido a partir de la red plana del cubo, representado en la Imagen 2d, muestra
que no cualquier tridngulo puede ser eliminado sin alterar el valor del invariante
y obliga a refinar la prueba, primero restringiendo la eliminacion a triangulos
fronterizos y luego introduciendo una formulacion mas precisa sobre el orden
en que se eliminan los triangulos para preservar V — A + C. Desde la lectura del
programa Cronotopia, este proceso exhibe una reorganizaciéon continua de gra-
fias, logias, metrias y nomias: las redes planas (Imagen 2) se usan para construir
y refutar lemas; el lenguaje técnico se enriquece con nuevas distinciones (trian-
gulo interior y tridngulo fronterizo); el conteo se ajusta a condiciones mas es-
trictas; y las nomias se reformulan para recuperar su validez bajo definiciones
mas precisas.

En sintesis, la etapa de probar muestra que el nacleo del método de pruebas y
refutaciones consiste en descomponer la conjetura en lemas, someter esos lemas
a la critica mediante contraejemplos (como el ilustrado en la Imagen 2d) y re-
formularlos introduciendo nuevos conceptos, hasta obtener una version mejo-
rada de la conjetura que supera a la conjetura inicial. Interpretado desde el pro-
grama Cronotopia, este proceso confirma que la logica del descubrimiento
matematico no es un simple paso de datos a regularidades némicas, sino un
movimiento de ida y vuelta entre grafias, logias, metrias y nomias, en el que
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cada refutacion obliga a reorganizar las formas de comunicacion y los registros
semidticos que sostienen la actividad matematica.

RESULTADOS Y CONCLUSION

El andlisis permitié identificar la presencia sistematica de las fases de grafias,
logias, metrias y nomias en las etapas de problema—conjetura y prueba-refuta-
cion, asi como la conservacion de su orden evolutivo general. Estos resultados
respaldan la compatibilidad entre el programa Cronotopia y la reconstruccion
polyana-lakatosiana de la l6gica del descubrimiento matematico.

Desde el punto de vista formativo, esta articulacion permite derivar un principio
didactico: los objetos geométricos no deberian introducirse como definiciones
acabadas, sino como el resultado de procesos de exploracion, conjetura, prueba
y reformulacion. En este sentido, las unidades didacticas pueden disefarse
como procesos que inician en grafias y logias (visualizacion y descripcion), in-
corporan metrias (organizacidn cuantitativa) y culminan en nomias (formaliza-
cion), reproduciendo la dindmica histérica del conocimiento matematico.

Asi, conjeturas, pruebas y refutaciones dejan de ser inicamente contenidos epis-
temologicos y se convierten en herramientas para la ensefianza de la geometria
y para la formacion de profesores capaces de disefiar experiencias de aprendi-
zaje coherentes con la naturaleza del quehacer matematico.

REFERENCIAS

Aroca, A. (2021). Formas de expresion de modelos mentales [cronotopicos] de alumnos y
profesor en clase de Geometria Analitica de grado 10°. Tesis de doctorado, Universi-
dad Distrital Francisco José de Caldas, Bogotd, Colombia.

Diez, J. A. y Moulines, C. U. (1999). Fundamentos de filosofia de la ciencia [2.* ed.]. Edito-
rial Ariel S. A.

Ernest, P. (1991). The philosophy of mathematics education (reimpreso en 1993). The Falmer
Press, Taylor & Francis Inc.

Hersh, R. (1997). What is mathematics, really? [1.* ed.]. Oxford University Press.

Lakatos, 1. (1976). Pruebas y refutaciones. La logica del descubrimiento matematico (Titi-
villus, ed.; C. Solis, trad.). Epublibre.

Lakatos, 1. (1989). La metodologia de los programas de investigacion cientifica (J. Worall y
G. Currie, eds.). Alianza Editorial, S. A.

105



Polya, G. (1966). Matematicas y razonamiento plausible (J. L. Abellan, trad.). Editorial
Tecnos S.A.

Vasco, C. E. (2001). La cronotopia, antes y después de la geometria. Cuadernos de Investi-
gacion y Formacion en Educacion Matematica, 6(9), 77-91.

Vasco, C. E. (2006). Cronotopia: un “Programa de Bogot4” para lo que se suele llamar “Geo-
metria”. En Memorias xvi Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones — 1V Encuentro
de Aritmética (vol. 1, pp. 1-28). Universidad Pedagdgica Nacional, Bogota.

Vasco, C. E. (2013). La interaccion entre modelos y teorias en la ensefianza de la cronotopia.
Cuadernos de Investigacion y Formacion en Educacion Matematica, 8(11), 133-148.

Vasco, C. E. (2019). El programa Cronotopia: un enfoque modelo-teorético para las mate-
maticas, su epistemologia, su historia y su didactica. Cuadernos de Investigacion y
Formacion en Educacion Matematica, 14(18), 191-198.

106



INVERNADEROS: UNA SECUENCIA DE TAREAS EN GEOMETRIA
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Presentamos una experiencia en un contexto rural, centrada en el disefio de una
secuencia de tareas en geometria, su implementacion y analisis de los resultados,
cuyo proposito era promover la argumentacion en estudiantes de noveno grado.
La propuesta, enmarcada en un experimento de ensefianza, toma como contexto
la construccion de invernaderos, para abordar relaciones de distancia y forma en
la elipse, la parabola y la circunferencia. El analisis de las producciones escritas
de los estudiantes —apoyado en Toulmin, en una caracterizacion especifica de
argumento, y en el uso de marcos de lenguaje— sugiere que la argumentacion
requiere de un trabajo sostenido y que las de tareas contextualizadas inciden en
los elementos del argumento y favorecen aprendizajes geométricos iniciales.

CONTEXTO DE LA EXPERIENCIA

Esta experiencia se desarrolla en el marco de un trabajo de grado de la Licen-
ciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional, cuyo propdsito
general es analizar la argumentacion en estudiantes de secundaria en un con-
texto rural, en relacion con la posible existencia de una brecha curricular entre
la educacion rural y la urbana.

Dicha brecha se entiende como diferencias en enfoques, contenidos y oportuni-
dades de aprendizaje que se concretan en el aula. En este sentido, se plantea que
el desarrollo de competencias, en particular, la de argumentacion, puede cons-
tituirse en una via para afrontar dichas desigualdades, en la medida en que per-
mite a los estudiantes explicar, justificar y comunicar sus ideas.

La geometria se reconoce como un campo especialmente propicio para este pro-
posito, dado que involucra la formulacidon de conjeturas, la exploracion de pro-
piedades y la validacion de relaciones entre objetos matematicos. En particular,
el estudio de algunas conicas (elipse, parabola y circunferencia) ofrece posibi-
lidades de articulacion con contextos cercanos a los estudiantes: las cubiertas

Marifo, A. y Mendoza, J. (2026). Invernaderos: una secuencia de tareas en geometria para
promover la argumentacion en estudiantes de noveno grado en contexto rural. En P. Perry
(ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 27, 107-114. Bogota, Colombia: Univer-
sidad Pedagogica Nacional.
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curvas de los invernaderos permiten discutir formas, simetrias, focos, distancias
y criterios de eficiencia asociados al disefio geométrico.

A partir de estas consideraciones, se disefia e implementa una secuencia de ta-
reas en la Institucion Educativa Técnica Nuestra Sefora de la Asuncion (Fresno,
Tolima), con dos cursos de grado noveno (37 estudiantes), tomando como con-
texto la construccion de invernaderos. Este contexto, conocido y elegido por los
estudiantes, gener6 alto nivel de interés y permitié situar las decisiones geomé-
tricas en problemas concretos de disefio.

MARCO DE REFERENCIA

Adoptamos la perspectiva de Camargo ef al. (2024), quienes definen argumen-
tacion, argumento, argumento simple, argumento simple incompleto y justifi-
cacion de la siguiente forma:

Argumento es una expresion discursiva expositiva, conforme a normas compar-
tidas, que presenta una asercion y razones que la sustentan. |[...]

Argumento simple es un argumento conformado por tres elementos (dato, aser-
cion, garantia) relacionados funcionalmente asi: el dato es una razon que funda-
menta la asercion, es evidencia que sustenta la asercion; la garantia es una razéon
que sustenta la relacion del dato y la asercion, sostiene mediante un enunciado
general por qué el dato sirve como evidencia para apoyar la asercion. En caso de
que falte la garantia, hablamos de argumento simple incompleto.

Argumentacion es un proceso discursivo y sociocultural en el que surgen argu-
mentos. [...]

Justificacion es un conjunto de razones para soportar la veracidad o la aceptabi-
lidad de la asercion. Con esta conceptualizacion, una justificacion no es un argu-
mento porque no incluye la asercion. (pp. 317-318)

Para el analisis de las producciones escritas de los estudiantes, se articula esta
perspectiva con el modelo de Toulmin (2007), que permite distinguir funcional-
mente entre dato, asercion y garantia, lo cual resulta util para caracterizar las
producciones de la siguiente forma (véase figura 1).
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Dato: Sara naci6 en Asercion: Sara es
Fresno (Tolima) colombiana

[ Garantia: Quien nace en J

Fresno (Tolima) es colombiano

Figura 1: ejemplo de argumento simple bajo la estructura de Toulmin

METODOLOGIA

La investigacion se enmarca en un experimento de ensefianza (Camargo, 2021),
entendido como una estrategia que articula el disefio, implementacion y analisis
de los resultados de una secuencia de tareas a partir de una conjetura sobre el
aprendizaje. En este caso, se desarrolld un primer ciclo de disefio—implementa-
cion—analisis, orientado por la conjetura de que una secuencia de tareas en geo-
metria, centrada en el estudio de las conicas mediante la construccion de inver-
naderos en un contexto rural, puede propiciar condiciones para que los
estudiantes argumenten.

La implementacion se llevé a cabo en dos sesiones. En la primera, los estudian-
tes disenaron y construyeron invernaderos asociados a distintas conicas (elipse,
parabola y circunferencia), apoyados en guias que incorporan preguntas acom-
panadas de marcos de lenguaje (Ross et al. 2009), entendidos como apoyos para
la comunicacion escrita que orientan la organizacion de las ideas. Su inclusion
responde a que “como otras habilidades y estrategias, a los estudiantes se les
tiene que enseflar como participar en una argumentacion” (p. 1). Las preguntas
no se limitaron a la construccidon del modelo, sino que buscaron que los estu-
diantes relacionaran decisiones del disefio con propiedades geométricas: por
ejemplo, la forma de la cubierta, la ubicacion de puntos relevantes, la compara-
cion de distancias y la estabilidad o eficiencia de cada estructura. En las etapas
finales de la tarea, estos apoyos se retiraron progresivamente, con el propdsito
de observar si los estudiantes lograron estructurar argumentos de manera auté-
noma.

En la segunda sesion, se retomaron estas construcciones para promover el reco-
nocimiento de propiedades geométricas, en particular, a partir de mediciones y
comparaciones. Luego, los estudiantes elaboraron una produccion escrita en la
que argumentaron sobre la eficiencia de su invernadero, incorporando afirma-
cion, datos, garantia y contraargumento. De este modo, la eficiencia del inver-
nadero funcion6 como una situacion de decision que exigia justificar relaciones
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entre la forma construida, las medidas obtenidas y las propiedades geométricas
identificadas. En el tiempo intermedio entre ambas sesiones se realizaron ajus-
tes a partir del analisis preliminar de las respuestas de los estudiantes, en cohe-
rencia con la logica iterativa del experimento de ensefianza.

La recoleccion de informacion se centrd en las producciones escritas de los es-
tudiantes, consignadas en las guias de trabajo, complementadas con registros en
video y observaciones de aula. En total, se analizaron aproximadamente 90 pro-
ducciones, de las cuales se seleccionaron fragmentos representativos como uni-
dades de andlisis.

Durante el analisis reconocimos que los estudiantes presentaron garantias tanto
de forma explicita como implicita; en este sentido, en el caso del argumento
simple, se observd que pueden establecer la relacion entre dato y asercion sin
explicitar la garantia. Teniendo en cuenta eso y basados en Camargo et al.
(2024) y en la estructura de Toulmin, clasificamos las producciones en: (i) ar-
gumentos simples con garantia explicita o implicita, (i1) argumentos simples
incompletos y (iii) justificaciones.

RESULTADOS

Los resultados permiten identificar que el disefio de la secuencia incide de ma-
nera diferenciada en los elementos del argumento y en la manera como los es-
tudiantes movilizan algunas ideas geométricas sobre las conicas trabajadas.

En particular, como se ejemplifica en la figura 2, el uso de marcos de lenguaje
favorece la explicitacion de la asercidon y el dato, al proporcionar a los estudian-
tes una estructura desde la cual organizar sus ideas.

Para evitar que el aire La ventilacion se hace
s jComo podemos distribuir de foma adecuada las ventilaciones, para evitar que el aire caliente se caliente se acumule con agujeros por delante
5

v por detras

acumule demasiado?
Para evitar que el aire caliente se acumule, la ventilacion se cQu; esos . por dglun—se. .

pam_gue el awe eihe ., solgn

Garantia explicita: el aire
entra y sale, evitando
acumulacion

Figura 2: ejemplo de argumento simple con garantia explicita, teniendo marco de
lenguaje

En contraste, en la figura 3, se evidencia, por ejemplo, una justificacion cuando
no se tiene el marco de lenguaje.
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Los estudiantes plantean dos razones (control de plagas v control de

e ;Cémo creees que influye la forma tipo tinel (techo semicircular) en la eficiencia del

tetnperatura) para validar la eficiencia de su invernadero, sin embargo

voda WA alsiqy _de

esta respuesta constituye a una justificacion que no llega a

configurarse como argumento.

Figura 3: ejemplo de justificacion, sin tener marco de lenguaje

Sin embargo, la garantia —entendida como el enunciado que generaliza la rela-
cion entre dato y asercion— permanece en la mayoria de los casos implicita o
ausente (véase figura 4).

Es un argumento simple incompleto va que el marco del lenguaje

Contesta las siguientes preguntas: . . R
R o b e as fnsportacta feneriventilaoldn en o inveriedero? presenta la asercion y el estudiante da razones que se configuran como

Es importante tener ventilacidn en ¢l invemnadero porque o4 o ron o uernkle
y & comin de omeenn _en bode Lo | . " el dato del argumento, sin embargo, no se evidencia una garantia
- L =y \en

b L OGP

ayadol con entiadal e Wy,

implicita o explicita que se relacione con el dato v la asercién.

Figura 4: ejemplo de argumento simple incompleto, teniendo marco de lenguaje

En contraste, en las tareas en las que se retiran los marcos de lenguaje, las pro-
ducciones tienden a ser mas breves y descriptivas, centradas en caracteristicas
aisladas, lo que sugiere que dichos apoyos cumplen un papel importante en la
estructuracion inicial de la argumentacion.

Al comparar las dos sesiones (véanse figuras 5 y 6), se observa una evolucion
en las producciones de los estudiantes: en la segunda sesion emergen intentos
mas elaborados de explicacion. Por ejemplo, a partir de la experiencia de cons-
truccion y medicion de la elipse, algunos estudiantes reconocieron regularida-
des como la constancia en la suma de distancias a los focos; en otros casos, las
comparaciones entre formas de invernadero permitieron relacionar la curvatura,
la amplitud de la estructura y la conveniencia de determinadas formas para la
eficiencia del invernadero. Estos aprendizajes geométricos aparecen todavia li-
gados a la experiencia empirica de construccion y medicidn, por lo cual dan
lugar, en su mayoria, a argumentos simples incompletos, en los que la relacion
entre datos y aserciones no alcanza a generalizarse. Aun asi, resulta significa-
tivo que, incluso sin marcos de lenguaje, emergen producciones que articulan
datos y asercion.
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Entre mas bajo esté mas 7° La altura del mvernadero
v entre mds alto menos 7° influye en la temperatura.

Garantia implicita:
Los invemnaderos mds
bajos conservan mds
temperatura v los mds
altos pierden temperatura.

Figura 5: ejemplo de argumento simple con garantia implicita, teniendo marco de
lenguaje
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Figura 6: argumento simple con garantia explicita, sin tener marco de lenguaje

Este resultado sugiere que la argumentacion no se consolida en intervenciones
puntuales, sino que requiere de un trabajo sostenido en el tiempo.

Ademas, el contexto de los invernaderos para abordar el estudio de las conicas,
aunque el objeto geométrico era inicialmente desconocido para los estudiantes,
gener6 un alto nivel de involucramiento y proporciond una base empirica para
la construccion de argumentos. La cercania del contexto permiti6 que las deci-
siones de disefio —qué forma usar, como justificar su eficiencia y qué medidas
considerar— se convirtieran en oportunidades para discutir propiedades geomé-
tricas especificas y no solo caracteristicas practicas del invernadero.

Como aporte de la experiencia, se destaca el disefio de una secuencia de tareas
que articula contexto rural, estudio inicial de conicas y promocion de la argu-
mentacion mediante marcos de lenguaje. En este sentido, la propuesta busca
constituirse como una herramienta para docentes interesados en generar opor-
tunidades de aprendizaje que no partan de una mirada exclusivamente centrada
en el contexto urbano, reconociendo que contextos cercanos, como los inverna-
deros, también pueden convertirse en escenarios legitimos para aprender geo-
metria y participar de una argumentacion. Asimismo, el uso de marcos de len-
guaje ofrece una posibilidad concreta para acompanar a los estudiantes en la
construccion de argumentos dentro del aula de matematicas. En cuanto a sus
limitaciones, el andlisis corresponde a un primer ciclo de implementacion,
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realizado en dos sesiones, por lo que no permite afirmar una consolidacién de
aprendizajes geométricos; sin embargo, si evidencia avances en la forma en que
los estudiantes estructuran sus argumentos durante el desarrollo de la secuencia.
Por esto, identificamos indicios y necesidades para ciclos posteriores de disefio
y mediacion.

COMENTARIOS FINALES

Los resultados sugieren que la dificultad principal en la construccioén de argu-
mentos no radica en la formulacion de afirmaciones ni en la identificacion de
datos, sino en la produccion de garantias, es decir, en la capacidad de establecer
enunciados generales que conecten ambos elementos.

En este sentido, el uso de marcos de lenguaje se muestra como una herramienta
potente para iniciar procesos de argumentacion, en la medida en que apoya la
estructuracion de las ideas; sin embargo, su uso no garantiza por si mismo la
construccion de relaciones generalizables. Asimismo, se evidencia que la argu-
mentacion no emerge de manera inmediata, sino que requiere de un trabajo sos-
tenido en el tiempo, en el que el disefio de tareas y la mediacion del docente
deben orientarse progresivamente hacia la explicitacion de relaciones matema-
ticas.

Finalmente, la experiencia muestra que el uso de contextos significativos, in-
cluso cuando el objeto geométrico es nuevo para los estudiantes, puede generar
condiciones favorables para la argumentacion, al situar la actividad matematica
en problemas que requieren toma de decisiones y justificacion. En particular,
desde las acciones de construccion, medicion y comparacion realizadas en el
contexto de los invernaderos permitid introducir propiedades de las conicas y
favorecieron aproximaciones a ideas como la relacion entre forma y estabilidad
y la distribucién del aire en estructuras elipticas, parabolicas y circulares. Sin
embargo, los resultados también muestran que es necesario fortalecer la media-
cion para que los estudiantes transiten de justificaciones contextuales o empiri-
cas hacia argumentos apoyados en relaciones geométricas mas generales.
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El presente avance de investigacion aborda los fundamentos teoricos y metodo-
logicos que orientan el disefio de un micromundo de aprendizaje que articula la
educacion STEAM vy el Sistema Educativo Indigena Propio (SEIP) para el apren-
dizaje del area y perimetro con estudiantes indigenas nasa de grado séptimo. La
propuesta surge ante la persistencia de practicas educativas convencionales y la
limitada integracion de las matematicas en experiencias STEAM. Desde una
perspectiva socioconstructivista sustentada en los aportes de Jerome Bruner, se
plantea la construccion de la nasa yat (casa nasa) mediante el software Sweet
Home 3D. La investigacion se desarrolla bajo un enfoque cualitativo interpreta-
tivo y un estudio de caso instrumental.

INTRODUCCION

En el contexto de la educacion matematica, el aprendizaje de las nociones geo-
métricas de area y perimetro suele centrarse en la aplicacion mecanica de for-
mulas y procedimientos, lo cual limita el desarrollo del pensamiento espacial y
la comprension de las propiedades de los objetos geométricos (Gonzalez, 2014).
Esta situacion se intensifica cuando las propuestas pedagogicas no se relacionan
con los contextos culturales de los estudiantes, lo cual genera dificultades para
construir significados matematicos relevantes. En comunidades indigenas como
el pueblo nasa, se evidencia la necesidad de fortalecer procesos educativos que
articulen los saberes propios con el conocimiento escolar, especialmente en el
area de matematicas.

El Sistema Educativo Indigena Propio (SEIP) plantea la importancia de promo-
ver practicas pedagdgicas que reconozcan la identidad cultural, el territorio y
los conocimientos ancestrales como elementos fundamentales de aprendizaje.
En este sentido, la educacion STEAM, propuesta que articula las areas de cien-
cia, tecnologia, ingenieria, arte y matematicas en un mismo proceso formativo,
favorece la integracion de multiples sabres y la contextualizacion del aprendi-
zaje. Asi que se configura como una alternativa que favorece la integracion
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interdisciplinaria y el uso de tecnologias digitales para potenciar la creatividad
y la resolucion de problemas (Cilleruelo y Zubiaga, 2014; Diego-Mantecon et
al.,2021). Sin embargo, aun son limitadas las propuestas que articulan la edu-
cacion matematica, el enfoque STEAM vy los principios del SEIP en contextos
educativos indigenas.

A partir de lo anterior, surge la necesidad de disenar entornos de aprendizaje
que favorezcan la comprension de conceptos geométricos desde experiencias
culturalmente significativas y contextualizadas de los educandos. Para llevar a
cabo tal disefio, el enfoque socioconstructivista de Bruner es adecuado puesto
que permite comprender el aprendizaje como un proceso activo de construccion
de significado mediado por la interaccion social y el contexto cultural. Desde
esta perspectiva, los micromundos digitales constituyen entornos que facilitan
la exploracion de ideas matematicas mediante el uso de herramientas tecnolo-
gicas.

En este marco, el trabajo cuyo avance se presenta en este documento tiene como
proposito caracterizar el disefio de un micromundo fundamentado en la educa-
cion STEAM vy en las consideraciones del SEIP, integrando el software Sweet
Home 3D como artefacto mediador para el aprendizaje del area y el perimetro
en estudiantes indigenas nasa del grado séptimo.

PREGUNTA PROBLEMA

La pregunta que orienta el estudio es: ;Qué caracteriza el disefio de un micro-
mundo fundamentado en la educaciéon STEAM vy en las consideraciones educa-
tivas del SEIP, que integre el software Sweet Home 3D, para comprender el
aprendizaje del area y perimetro en estudiantes de grado séptimo?

MARCO TEORICO

El estudio se fundamenta en la articulacion de la educacion STEAM vy las orien-
taciones del Sistema Educativo Indigena Propio (SEIP), reconociendo la impor-
tancia de integrar los saberes culturales del pueblo nasa con el conocimiento
matematico escolar. Desde el enfoque socioconstructivista de Bruner, el apren-
dizaje se comprende como un proceso de construccion de significados mediado
por la interaccion social y el contexto cultural. En este sentido, el micromundo
digital disefiado en Sweet Home 3D permite explorar las nociones de area y
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perimetro a partir de la modelacion de la nasa yat', configurando un entorno de
aprendizaje donde convergen cultura, las areas de la educacion STEAM y la
geometria.

N

s
/
\ Tecnologias $
00'\ Sweet Home 3D / &

Figura 1: tejido pedagogico que integra STEAM y educacion propia en el aprendizaje del
area y el perimetro

El esquema presentado en la figura 1 refleja de manera visual este entramado
pedagogico (micromundo). En €l, las distintas areas del conocimiento (Ciencia,
Tecnologia, Ingenieria, Artes y Matematicas) convergen hacia un punto central:
el hogar o espacio comunitario. Este nticleo simboliza el lugar donde los apren-
dizajes adquieren sentido concreto y se vinculan con la vida diaria, con las re-
laciones familiares y con el territorio entendido como un tejido de vida. Los seis
ejes que emergen del centro del esquema corresponden a los hilos de sabiduria

La casa nasa o nasa yat, en lengua nasa yuwe del pueblo indigena nasa, hace referencia al
hogar. Més alla de significar algo fisico, simboliza un espacio donde se construyen colec-
tivamente saberes que se relacionan con la vida cotidiana, familiar y territorial (Compa-
rativos, 2013).
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y conocimiento que se disponen de manera equilibrada para fortalecer la edu-
cacion propia desde el SEIP. Asi, cada disciplina de la educacion STEAM
aporta una fibra esencial que enriquece estos hilos y contribuye al proceso for-
mativo integral. Mas en detalle, el area de la ciencia, aborda la orientacion de la
nasa yat mediante los puntos cardinales, en relacion con el hilo cuidado y pro-
teccion de la madre tierra; la tecnologia se desarrolla a través del uso de Sweet
Home 3D para la representacion digital de la vivienda, favoreciendo procesos
de autonomia y representacion del territorio; la ingenieria se relaciona con el
disefio arquitectonico tradicional vinculado con ley de origen y espiritualidad;
el arte con los significados simbolicos y culturales de sus espacios, fortale-
ciendo los hilos de cultura y unidad comunitaria; y finalmente, las matematicas
se relaciona con el aprendizaje de las nociones de area y perimetro aplicadas en
la distribucion y construccion de la nasa yat, articulandose con el fortaleci-
miento del hilo de autonomia econémica propia.

METODOLOGIA

Enfoque metodologico y tipo de estudio

La investigacién se desarrolla desde un enfoque cualitativo interpretativo,
orientado a comprender como los estudiantes construyen significados matema-
ticos en contextos culturalmente situados. El estudio se configura como un es-
tudio de caso instrumental, ya que busca analizar como el disefio de un micro-
mundo fundamentado en la educacion STEAM vy en las orientaciones del SEIP
favorece la comprension de los conceptos de area y perimetro y el desarrollo
del pensamiento espacial en estudiantes indigenas de grado séptimo.

Contexto y participantes

La propuesta se implementara en la Institucion Educativa Marino Mestizo, ubi-
cada en Jambalo Cauca, en un contexto rural con identidad cultural nasa. El
grupo participante corresponde a 25 estudiantes de grado séptimo, con quienes
se busca articular los conocimientos matematicos con los saberes culturales pro-
pios del pueblo Nasa.
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Fases del estudio

El desarrollo metodologico se organiza en tres fases que orientan el disefio del
micromundo, su implementacion y el analisis del proceso de aprendizaje. En la
figura 2, se presenta la sintesis de las fases del estudio del caso.

( ESTUDIO DEL CASO

.
L J

Primera Fase Segunda Fase Tercera Fase
Revision de literatura Disefio de un Implementacién del
¥ preparacién del mu-cromun_d? e mircromundo y

diseiio entorno didactico recoleccion de datos

I : |

Elaboracién del 5 . e
% Aplicacién de la practica
mircromundo desde £ ==

y organizacién de la

el enfoque socio 2 5 2
T informacién recogida
constructivista ), I

exploracién de
marcos teéricos

1

Construcciéon del Propésito segin las Analisis de‘ !a lnfornla_c’lon,
problema de areas contrastacién y reflexién
indagacién sobre la priactica

( Preparacién para la ) .
Proyecto implementacién del Informe Final

Antecedentes y ‘

mircromundo

Figura 2: esquema por fases de la construccion del estudio de caso

La primera fase corresponde a la revision de literatura y fundamentacion ted-
rica, mediante el analisis de antecedentes relacionados con la educacidn
STEAM, el aprendizaje del area y perimetro, y las orientaciones del SEIP. La
segunda fase se orienta al disefio del micromundo en el software Sweet Home
3D, tomando como eje la representacion de la nasa yat e integrando las areas de
STEAM con los hilos de sabiduria y conocimiento del SEIP. Finalmente, la
tercera fase corresponde a la implementacion del micromundo y a la recoleccion
de datos a través de producciones escritas y registros audiovisuales con el pro-
posito de analizar los aportes de la propuesta al aprendizaje de las nociones
geomeétricas del area y perimetro y al fortalecimiento de la identidad cultural de
los educandos.

Recoleccidon de informacion

Para documentar la experiencia se utilizaran diferentes fuentes de informacion
que permiten analizar el proceso de aprendizaje, tales como: la observacion en
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clase, las producciones de las estudiantes, las evidencias fotograficas y audio-
visuales.

El andlisis se realizara mediante la organizacion e interpretacion de la informa-
cion con el fin de reconocer cdmo el micromundo favorece la comprension del
area y el perimetro en un contexto culturalmente pertinente.

AVANCES DEL ESTUDIO

Hasta el momento se ha avanzado en el disefio del micromundo fundamentado
en la articulacion entre el enfoque STEAM vy los principios del SEIP. Se elaboro
el modelo digital de la nasa yat en el software Sweet Home 3D. Tal modelo
permite representar el espacio desde una perspectiva culturalmente significativa
para el aprendizaje de las nociones de area y perimetro, puesto que retoma ele-
mentos propios de la arquitectura y cosmovision del pueblo nasa (e. g., forma
de la vivienda, su orientacion y el significado asociado a cada una de sus partes).

Asimismo, se disefiaron las actividades de aprendizaje organizadas en cuatro
tareas, estructuradas en seis momentos de aprendizaje, cada una con objetivos
orientados al fortalecimiento de la comprension de conceptos geometricos.

Los objetivos de las tareas se orientan a la integracion de la educacion STEAM
manteniendo como eje central el aprendizaje matematico de area y perimetro
mientras que las demads areas actian como soporte para potenciar la construc-
cion del conocimiento. Cada componente de STEAM se articula con los hilos
formativos del SEIP, permitiendo relacionar la geometria con el territorio, la
cultura y la arquitectura de la nasa yat mediante el uso de Sweet Home 3D. Esta
relacion configura una articulacion intercultural e interdisciplinar que favorece
la construccion de significados matematicos desde un contexto culturalmente
pertinente.

De igual manera se construye el esquema de articulacion tedrica que orienta la
integracion entre cultura, tecnologia y geometria, evidenciando el potencial del
micromundo como entorno de aprendizaje contextualizado para la educacion
matematica.

PROYECCIONES

Como proyecciones del estudio, se espera implementar el micromundo con los
estudiantes del grado séptimo y analizar las producciones generadas durante el

120



proceso de aprendizaje. Se busca identificar como la interrelacion entre cultura,
y diferentes areas del conocimiento favorece el desarrollo del pensamiento es-
pacial y la construccidon de significados matematicos. Ademas, se espera que
los resultados aporten orientaciones pedagdgicas para el disefio de propuestas
en educacion matematica interculturales que articulen la educacion interdisci-
plinar con las orientaciones SEIP.
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El proyecto del que se reporta en este documento busca potenciar el pensamiento
espacial y geométrico, mediante la planeacion, implementacion y reflexion de un
taller disefiado a partir del modelo de ensenanza SE, que beneficia el aprendizaje
de un grupo estudiantes de los grados sexto a octavo del Instituto Técnico Agro-
pecuario El Guacamayo (ITAG), ubicado en el municipio El Guacamayo, San-
tander.

INTRODUCCION

En lugares apartados de las zonas urbanas es comun que las instituciones edu-
cativas carezcan de programas educativos o espacios para el desarrollo de te-
maticas fuera del aula. Para abordar esta situacion, el proyecto sobre el que aqui
se reporta busca llevar el programa Circulos Matematicos de la UIS a la comu-
nidad educativa de El Guacamayo, realizando adaptaciones segin el grado de
escolaridad. En este articulo se describe el contenido académico del programa
y la realizacion de un taller bajo la modalidad de la propuesta pedagogica SE,
siguiendo la metodologia de un experimento de ensefanza.

LOS CIRCULOS MATEMATICOS UIS

El programa Circulos Matematicos de la Universidad Industrial de Santander
ofrece una amplia variedad de contenidos académicos dirigidos a estudiantes de
los grados noveno a undécimo. Se basa en la implementacion de talleres con
tematicas poco usuales en el curriculo escolar; entre los temas abordados se
destacan situaciones problema basadas en areas como la geometria, la propor-
cionalidad y la geometria fractal (por ejemplo, el tridngulo de Sierpinski).

La esencia del programa Circulos Matematicos es ofrecer un espacio donde se
fomente el desarrollo del pensamiento matematico y se promueva interés y mo-
tivacion por el estudio de las matematicas. Sin embargo, las propuestas que se
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hacen mediante el programa se centran, principalmente, en los contenidos del
programa, dejando de lado el componente de los procesos de ensefianza y apren-
dizaje. Ademas, estan dirigidos a la educacion media vocacional; no obstante,
pueden adaptarse a niveles inferiores, como en este caso, a los grados sexto a
octavo.

EL MODELO PEDAGOGICO 5E

El modelo 5E es una propuesta pedagogica, presentada en la década de 1980
por el Biological Sciences Curriculum Study (BSCS), en la que el estudiante
toma un rol activo mientras el docente orienta el proceso de aprendizaje. Nace
a partir de teorias de aprendizaje de tipo constructivista, segun las cuales el
aprendizaje pasa por tres etapas: exploracion, invencion y descubrimiento. Ta-
les etapas son la base para las cinco fases planteadas en el modelo SE (Ruiz-
Martin y Bybee, 2022).

Se utiliza para disefiar clases en areas de la ciencia; en este caso, matematicas.
Consta de cinco fases, involucramiento, exploracion, explicacion, elabora-
cion y evaluacion, a través de las cuales se lleva a cabo un proceso de transicion
que va desde actividades que despiertan motivacion y ponen en marcha saberes
previos hasta actividades evaluativas. Este modelo puede aplicarse en distintos
niveles educativos y ayuda a organizar y estructurar sesiones, ya sean diarias o
de un periodo determinado (Duran y Duran, 2004).

METODOLOGIA

El proyecto del que se reporta en este documento se desarrolla en el marco de
un experimento de ensefianza, en el cual los estudiantes, docentes e investiga-
dores participan en situaciones de ensefianza y aprendizaje disefiadas con una
intencidén definida. Dichas situaciones brindan la oportunidad de analizar las
relaciones que se establecen antes, durante y después del desarrollo de esta se-
sion. El principal objetivo del proyecto es analizar las diferencias entre las in-
teracciones tradicionales de tipo unidireccional (docente-estudiante) y las dina-
micas mas participativas.

DETALLES DEL TALLER CULTURIZANDO LAS FIGURAS

A continuacion, se presentan detalles del taller denominado Culturizando las
figuras, cuyo tema principal son las transformaciones en el plano. Con este
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taller, se busca que los estudiantes fortalezcan el pensamiento espacial y geo-
métrico por medio de actividades interactivas y poco abstractas.

Cada actividad del taller fue pensada y planteada respecto a cada una de las
fases del modelo SE; asi, se estructurd una sesion de clase para tres horas en los
grados sexto a octavo de educacion basica secundaria.

Involucramiento. La actividad en la primera fase del modelo 5E busca incenti-
var la motivacion y despertar el interés por aprender sobre el tema que se va a
tratar. En esta actividad del taller, los estudiantes arman un rompecabezas
(véase imagen 1) e identifican como se simplifica geométricamente la figura del
guacamayo mediante diversas transformaciones.

Imagen 1: rompecabezas de guacamayo, compuesto por poligonos de la secuencia
Culturizando las figuras

Exploracion. En esta fase del modelo se promueve la indagacién y el desarrollo
de habilidades de pensamiento cientifico. En el taller, los estudiantes primero
doblan una hoja segtin las indicaciones dadas, luego eligen dos figuras y dibujan
unicamente la mitad de cada una, para luego unirlas (véase imagen 2). Final-
mente, cortan cuidadosamente el contorno de la figura resultante. Esta actividad
resulta util para la identificacion de reflexiones en algunas figuras.

Imagen 2: ejemplo de la cadena de figuras de la secuencia Culturizando las figuras
(Castillo, 2024)

Explicacion. En esta fase del modelo se da un proceso de formalizacién del
aprendizaje. En este sentido, se busca estructurar y articular las actividades an-
teriores con el fin de dar paso a la asociacidn entre lo explicado y lo trabajado
en fases anteriores. En el taller, los docentes son los encargados de llevar a cabo

125



la formalizacion del aprendizaje con la definicion y explicacion de las transfor-
maciones en el plano: traslacion, rotacion, reflexion y homotecia, mostrando
mediante ejemplos los efectos que producen dichas transformaciones sobre fi-
guras bidimensionales como triangulos o rectangulos. Asi que en esta actividad
del taller los docentes tienen la mayor participacion.

Elaboracion. En esta fase del modelo se profundiza la comprension de los con-
ceptos mediante actividades de ejercitacion. En el taller, cada estudiante debe
realizar la homotecia de la figura que le correspondié (véase imagen 3), para lo
cual debe elegir un punto fijo desde el cual trazar segmentos de recta hacia cada
vértice de la figura dada, con lo que se logra la amplificacion o reduccion del
tamafio de la figura, al tomar respectivamente un factor (mayor que 1 o entre 0
y 1) por el cual multiplicar las distancias desde los vértices hasta el punto fijo.

K € -

Imagen 3: figuras iniciales cuyo tamafio se modifica, sin cambiar sus proporciones

Evaluacion. En esta fase del modelo, el docente identifica los aprendizajes al-
canzados y los posibles vacios conceptuales. En el taller, para esta actividad, a
cada estudiante se le da una hoja con dos figuras dobles compuestas por una
figura inicial y una, final (véase imagen 4). Deben completar la figura final apli-
cando transformaciones a la figura inicial. Segln las partes faltantes de la figura
final, marcadas en color rojo, los estudiantes deben idear una estrategia para
identificar qué elementos de la figura inicial, al ser transformados, pueden com-
pletar la figura final.

>

Y T

i

Imagen 4: dos figuras dobles, en cada una de las cuales se debe aplicar una
transformacion sobre la figura inicial para obtener la final (Smith ez al., 2023)

[

126



REFLEXIONES

La ensefianza de tematicas que no se tratan tradicionalmente en el curriculo es-
colar constituye una oportunidad para promover la motivacion hacia las mate-
maticas. Este tipo de contenidos contribuye a cuestionar estigmas asociados a
esta disciplina, favorece el aprendizaje independientemente de las habilidades
o talentos matematicos y permite establecer conexiones con contextos reales.
Asimismo, facilita la transicion entre diferentes representaciones de un objeto.
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El estudio sobre el que se reporta en este articulo categoriza las tareas matemati-
cas de razonamiento en los cuadernillos de Evaluar para Avanzar de 4.° y 5.° de
primaria del periodo 2020-2023, segtn el esfuerzo cognitivo que exigen. Se fun-
damenta en la teoria de demanda cognitiva, articulada con el razonamiento de-
mostrativo y plausible. Para comprender las exigencias de esta evaluacion estan-
darizada, a lo largo de la investigacion se seleccionaron 18 tareas pertenecientes
a diferentes pensamientos matematicos. En este documento, en particular, se ex-
pone y analiza en detalle solo una tarea de las seleccionadas.

INTRODUCCION

La evaluacion estandarizada en el &mbito educativo desempefia un papel crucial
para la orientacion y transformacion de los procesos de ensefianza y aprendi-
zaje. En Colombia, el Ministerio de Educacion Nacional (MEN) ha implemen-
tado diferentes estrategias para la evaluacion diagnostica y formativa. Es el caso
de las pruebas Evaluar para Avanzar: una politica nacional fundamentada en el
enfoque de evaluacion formativa, cuyo proposito es ofrecer diagnodsticos conti-
nuos para orientar las decisiones pedagdgicas en el aula (Gomez ef al., 2023);
mediante cuadernillos, evaltian distintas areas (e. g., matematicas, lenguaje,
ciencias naturales) en los grados de tercero a undécimo.

En los resultados de pruebas internacionales de matematicas (e. g., PISA,
TIMSS y ERCE) se han encontrado problemas, para cuya solucién, el desem-
peio de los estudiantes de América Latina y Colombia se ha ubicado en niveles
inferiores. Especificamente, se han visto dificultades en la competencia de re-
solucion de problemas, en la construccidon de patrones y la argumentacion.

En relacidn con lo anterior, este estudio busca categorizar la Demanda Cogni-
tiva (DC) en las Tareas Matematicas Escolares (TME) con las que la prueba
Evaluar para Avanzar —aplicada en 4. ° y 5. ° de educacion basica primaria en
Nuiiez, A., Alfonso, Y. y Acevedo-Rincén, J. (2026). Demanda cognitiva en tareas de razo-
namiento en geometria: andlisis de las pruebas Evaluar para Avanzar. En P. Perry (ed.), En-

cuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 27, 129-136. Bogota, Colombia: Universidad Pe-
dagogica Nacional.
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el periodo 2020-2023— evaltia la competencia de razonamiento. Para ello se
analizan las exigencias cognitivas que promueve el disefio de las TME en los
estudiantes, procurando responder la pregunta ;Qué demanda cognitiva exigen
las pruebas Evaluar para Avanzar de 4.° y 5.° de educacion bésica primaria
frente al razonamiento matematico?

MARCO TEORICO

En el estudio, se articulan dos marcos de referencia; uno centrado en razona-
miento matematico y el otro, en demanda cognitiva. La integracion de estas
teorias permite clasificar el nivel de esfuerzo cognitivo que requiere la TME
para ser resuelta, es decir, medir la exigencia prevista en el disefio de la tarea.

Razonamiento

En primera instancia, el razonamiento matematico; se concibe como una activi-
dad dinamica y crucial en la resolucion de TME y el desarrollo del pensamiento
matematico. Se puede clasificar como:

e Demostrativo, que se caracteriza por su rigurosidad, al basarse en mo-
delos 16gicos establecidos (Polya, 1966).

e Plausible, caracterizado por la formulacion de hipotesis, para descubrir
nuevas formas de hacer matematicas, centrarse en la busqueda de patro-
nes, la generalizacién y sobre todo en la induccion (Pélya, 1966).

Demanda cognitiva

De acuerdo con el modelo propuesto por Smith y Stein (1998), 1a DC es el tipo
de esfuerzo mental que implica la resolucion de la TME. Se distinguen cuatro
categorias que se ubican en dos niveles. En el nivel bajo se encuentran las tareas
de memorizacion (MEM) y las de procedimientos sin conexion (PsC). En el
nivel alto se encuentran las tareas de procedimientos con conexiones (PcC) y
hacer matematicas (HM).

METODOLOGIA

El estudio sobre el que se reporta aqui se desarrolla bajo el enfoque cualitativo,
caracterizado por entender, describir y explicar una aproximaciéon al mundo
desde lo interior (Flick, 2007). Es decir, el enfoque busca la comprension de las
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acciones y significados de los actores en su entorno natural. Segiin Hernandez-
Sampieri ef al. (2014), este enfoque promueve una comprension holistica de los
procesos de ensefianza-aprendizaje. En consonancia, este estudio se orienta a
describir la complejidad, estructura e intencionalidad pedagogica presentes en
las TME, enfocandose en la particularidad del caso sin pretender generalizar
resultados.

El disefio metodologico se enmarca en la linea de analisis documental, definido
como un procedimiento sistematico para la evaluacion de documentos (Bowen,
2009). Este disenio requiere recolectar, organizar, analizar e interpretar de ma-
nera sistematica la informacion contenida en los documentos por analizar. En
este caso especifico, para realizar el analisis se toma el cuadernillo 1 de cada
ano escolar del area de matematicas para los grados 4.° y 5.°, durante el periodo
2020-2023 de las pruebas Evaluar para Avanzar. Asi, el corpus de estudio esta
constituido por un total de 6 cuadernillos. Cabe precisar que, aunque el periodo
de la estrategia abarca hasta el afio 2023, para el analisis no se tomo6 en cuenta,
debido a que en ese afio el ICFES tomo las mejores TME de los afios anteriores.

El proceso metodoldgico contempla cuatro fases interrelacionadas: busqueda y
seleccion, clasificacion y organizacion, andlisis, e interpretacion y presenta-
cion. Esta estructura permite un abordaje sistematico y progresivo del objeto de
estudio, ya que dichas etapas se articulan de manera secuencial y flexible. Fi-
nalmente, para cumplir con las exigencias de cada una de las fases, se definen
técnicas especificas como la revision documental, el analisis de contenido y la
divulgacion cientifica, las cuales se llevan a cabo por medio de la implementa-
cion de instrumentos: los cuadernillos de las pruebas Evaluar para Avanzar se-
leccionados, matrices de organizacion y matriz de clasificacion.

RESULTADOS

Para delimitar la muestra del estudio frente al extenso volumen de instrumentos
disponibles, se establecieron criterios de seleccion especificos. Aunque inicial-
mente se consideraron todas las TME de la competencia de razonamiento de
grado 3.°a 11.°, la intencidn de lograr un andlisis detallado condujo a priorizar
los cuadernillos de 4.° y 5.°. Posteriormente, con el proposito de consolidar una
muestra manejable y representativa, se decidié tomar las tres primeras TME de
esa competencia en cada cuadernillo. Mediante este proceso de focalizacion, se
obtuvieron 18 TME, objeto de analisis. A modo de ilustracion, en este apartado
se profundiza en el anélisis de una TME correspondiente al grado 5.° enmarcada
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en el pensamiento espacial. Cabe mencionar que, en los cuadernillos, los pen-
samientos espacial y métrico se toman en conjunto como componente espacial-
métrico. Por tanto, se selecciona la TME que integre de manera mas clara el
componente para el estudio en cuestion. La TME seleccionada (véase figura 1)
se enmarca en el componente espacial-geométrico para evaluar la competencia
de razonamiento. Se ubica en el cuadernillo 1 de quinto grado, del afio 2020,
siendo la tercera tarea del cuadernillo. Abarca una situacion escolar donde la
profesora presenta figuras dibujadas en el tablero. En el cuadernillo hay una
representacion grafica en un plano cuadriculado que ilustra dos figuras rectan-
gulares de distintas dimensiones. Y fue seleccionada por encontrarse en un nivel
bajo de DC.

3. La profesora de Matemadticas dibujé dos figuras en el tablero.

Altura

Figura 2

Figura 1

Si las dos figuras son semejantes, {cuadl de las siguientes caracteristicas se cumple?

Tienen el mismo tamano pero diferente altura.
Tienen la misma altura y diferente forma.
Tienen el mismo tamafo pero diferente forma.
Tienen la misma forma y diferente tamano.

pnmp

Figura 1: TME tomada del cuadernillo 1 de 2020 de la prueba Evaluar para Avanzar

El enunciado expuesto en la figura 1, parte de una afirmacion dada y hace una
pregunta donde solicita identificar la opcidn correcta de las cuatro que se pre-
sentan; la opcion correcta es una caracteristica que debe cumplirse cuando se da
una relacion de semejanza. A través de esta situacion, se busca que el estudiante
comprenda las condiciones que deben cumplir dos figuras cuando son semejan-
tes o las condiciones que se dan para identificar que se dé dicha semejanza para
que de esta forma elija una de estas condiciones. Asi se pretende evaluar el
Estandar Basico de Competencia de “identifico y justifico relaciones de con-
gruencia y semejanza entre figuras” (MEN, p. 82).

El estudiante parte de una premisa que el enunciado le da como un hecho: las
dos figuras son semejantes. Al asegurarle que la semejanza ya existe, el estu-
diante no necesita comprobar nada. Aunque la imagen tiene una cuadricula que
permitiria hacer calculos y ver que las dimensiones del rectangulo grande y el
pequeio guardan una proporcién (6 es a2,y 3 es a 1), la pregunta es tan cerrada
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que anula todo ese proceso matematico. El estudiante no opera con los nimeros
ni justifica propiedades; el esfuerzo mental se reduce simplemente a recordar
de memoria la definicion de semejanza (que implica tener la misma forma, pero
diferente tamafio), lo que lo lleva directo a elegir la opcion D. La justificacion
de la tarea indica que se espera que el estudiante valide esta semejanza compro-
bando las dimensiones en la cuadricula, pues se establece que satisfacen la re-
lacioén de proporcion: 6 esa 3 como 2 es a 1.

Dicho esto, en el momento en que se aborda esta proporcionalidad, la TME
moviliza nociones del pensamiento variacional en estrecha relacioén con el pen-
samiento espacial y metrico. Segin MEN (2006), este pensamiento implica ana-
lizar de qué forma “cambia, aumenta o disminuye la forma o el valor” en una
sucesion de figuras. En este caso, el disefio de la TME permite que la explora-
cion visual de la grafica sea suficiente para identificar el patron numérico y es-
pacial (la razon de semejanza) entre ambos rectangulos, sin necesidad de reali-
zar operaciones matematicas. Con esta informacion, el estudiante concluiria que
la caracteristica fundamental que se cumple es tener la misma forma y diferente
tamano, la cual corresponde a la opcion D.

En contraste con la opcion correcta, las otras opciones buscan identificar con-
fusiones conceptuales especificas en los estudiantes. La opcion A, puede ser
seleccionada si se relaciona de forma equivocada la forma con el tamatio, ba-
sandose Unicamente en la evidencia visual de que las alturas son distintas. La
opcion B, puede ser seleccionada al considerar que tener un tamaiio distinto ya
implica una forma distinta; estos alumnos se dejan llevar por la etiqueta de “al-
tura” presente en ambas graficas para justificar una supuesta igualdad de pro-
porciones que no existe. Finalmente, la opcion C puede llegar a ser elegida por
quienes consideran que tener diferente forma tiene que ver con el hecho de que
un rectangulo es mas grande que el otro, asumiendo de manera erronea que la
diferencia de areas cambia la naturaleza de la figura geométrica.

Es decir, para llegar a la resolucion de la TME se moviliza un razonamiento de
tipo demostrativo. Este tipo de razonamiento se caracteriza por promover un
conocimiento matematico que es seguro y definitivo, basado en leyes y formu-
las matematicas ya establecidas (Pdlya, 1966). En este caso el estudiante debe
aplicar una verdad establecida para validar la respuesta, sin necesidad de explo-
rar algo mas; o sea, solo conceptualizar que dos figuras son semejantes cuando
tienen angulos iguales uno a uno y sus lados es proporcionales (Euclides citado
por Cardenas, 2013).
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Por lo tanto, el analisis realizado lleva a caracterizar la tarea en cuestion como
una de demanda cognitiva de bajo nivel, especificamente en la categoria de me-
morizacion (véase tabla 1). De acuerdo con el modelo de Smith y Stein (1998),
este tipo de tareas se resuelven de forma rutinaria y mecanica, ya que no exigen
que el estudiante entienda el significado de los conceptos o establezca conexio-
nes entre ellos; el esfuerzo se limita a reproducir de manera directa una regla o
definicion previamente aprendida.

Tipos | Nivel Caracteristicas

MEMI1. La TME requiere exclusivamente aplicar reglas, formulas o
definiciones memorizadas previamente. (Indicador 1)

MEM2. La TME se resuelve inmediatamente a través de un camino
claro (y unico), sin necesidad de la ejecucion de un procedimiento.
(Indicador 2)

) . , cr e g

= £|MEM3. La TME es inequivoca y cerrada en su formulacion, indica

g ‘g | explicitamente lo que se debe hacer. (Indicador 3)

4 N

Q o

% g MEM4. La resolucion de la TME omite por completo de establecer

A _% g relaciones entre los conceptos o procedimientos matematicos. (Indi-
s cador 4)

—

Tabla 1: indicadores de nivel de memorizacidon en DC frente a tareas de razonamiento

La tarea cumple con los indicadores descritos para dicho nivel (tabla 1). Res-
pecto al indicador MEM1, porque la TME requiere exclusivamente aplicar re-
glas, formulas o definiciones memorizadas previamente; en este supuesto, la
resolucion de la tarea se alcanza al recordar la definicion tedrica de semejanza.

En cuanto al indicador MEM2, la TME se resuelve inmediatamente a través de
un camino claro (y unico), sin necesidad de la ejecucion de un procedimiento.
El estudiante solo debe leer la condicion dada y seleccionar la definicion co-
rrespondiente; la tarea no le exige operar matematicamente la proporcion nu-
mérica para llegar a la respuesta. Asimismo, se evidencia el indicador MEM3,
donde la TME es inequivoca y cerrada en su formulacion, indica explicitamente
lo que se debe hacer; el enunciado de la tarea no deja espacio libre a su inter-
pretacion. La instruccion “Si las dos figuras son semejantes, (cudl de las si-
guientes caracteristicas se cumple?” indica de manera directa cudl es el objetivo
cognitivo: debe identificar la afirmacion correcta basandose en una premisa que
ya se le da como un hecho irrefutable, en este caso la semejanza.
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Ademas, la TME cumple con el indicador MEM4 debido a que su resolucion,
omite por completo el establecimiento de relaciones entre conceptos o procedi-
mientos matematicos. La tarea se limita a la simple identificacion tedrica de una
caracteristica descriptiva, la TME aisla el concepto de semejanza de otros ele-
mentos geométricos o el calculo de proporciones.

En consecuencia, a través de los indicadores propuestos se evidencia que, en
este nivel, el estudiante no requiere ejecutar procedimientos complejos ni la
construccion de significado, sino que se limita a aplicar reglas memorizadas en
situaciones cerradas e inequivocas. Esta accion se alinea con las caracteristicas
del razonamiento demostrativo y se aleja por completo del razonamiento plau-
sible, el cual se caracteriza principalmente por ser heuristico, provisional y fun-
damentarse en la formulacion de conjeturas y en la exploracion frente a la in-
certidumbre (Polya, 1966). Por lo tanto, se clasifica como una tarea de
razonamiento demostrativo con caracteristicas de demanda cognitiva de bajo
nivel, que cumple con los indicadores de tareas de memorizacion.

Es importante mencionar que la coexistencia del razonamiento demostrativo y
la baja DC se logra explicar al analizar la naturaleza del conocimiento matema-
tico que exige la TME. Ya que demanda un razonamiento demostrativo porque
se fundamenta en una verdad matematica absoluta y establecida, que no da es-
pacio para la formulacion de hipodtesis o la exploracion. Sin embargo, se dice
que la DC recae en la memorizacidn, porque para alcanzar esa certeza, el estu-
diante no necesita comprobar propiedades, justificar l6gicamente ni establecer
relaciones proporcionales utilizando la cuadricula de la imagen. De este modo,
aunque el concepto geométrico es riguroso y definitivo, el esfuerzo mental se
reduce a la reproduccion mecéanica de un dato.

CONCLUSIONES

El disefio de las TME nos sefiala como se limitan las acciones que realiza el
estudiante para llegar a la respuesta correcta, puesto que las tareas no exigen la
formulacion de hipotesis que lleven al estudiante a una justificacion procedi-
mental ni a una articulacion de concepto. La tarea analizada plantea una instruc-
cion que no alcanza niveles superiores de DC, es decir, se estanca en solo re-
querir una definicion. Si bien, la situacién se presenta sobre un escenario
geomeétrico valido que promueve que el estudiante realice conteo de unidades,
establezca proporcionalidades o construya activamente la relaciéon de seme-
janza, se desaprovecha el potencial de la TME.
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A partir de los avances en el andlisis que se ha realizado, se concluye que las
pruebas Evaluar para Avanzar priorizan la TME de bajo nivel de DC. La natu-
raleza de las tareas determina lo que los estudiantes aprenden; sin embargo, es-
tas pruebas carecen de actividades orientadas al “hacer matematicas”, pues omi-
ten tareas que exijan un pensamiento complejo y no algoritmico. Por otro lado,
el disefio de las TME limita los procesos de pensamiento y razonamiento en los
estudiantes. A partir del andlisis realizado, se hace evidente que el razonamiento
matematico se queda en lo demostrativo, donde el alcance y la utilidad de la
evaluacion se ven restringidos. En particular, se evidencié que predomina el
razonamiento demostrativo sobre el plausible, lo que demuestra una tendencia
en el disefio de las pruebas estandarizadas, a priorizar la evaluacion rapida de
algoritmos y verdades establecidas. Por lo tanto, se resalta la necesidad de cons-
truir TME que intencionalmente desafien al estudiante a explorar frente a la
incertidumbre matematica.
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Se analizan publicaciones especializadas en Educacion Matematica que estudian
la integracion interdisciplinaria de la geometria a la educacion STEAM. El obje-
tivo es comprender el estado actual de los aspectos tedricos y metodologicos de
las investigaciones en el campo educativo. Para ello, se emple6 una metodologia
cualitativa e interpretativa basada en el analisis de contenido que logré reconocer
la incidencia de la geometria como eje central desde el cual es posible desarrollar
un proceso interdisciplinar relacionado con STEAM.

INTRODUCCION

Se presentan avances de una revision de literatura (Martinez-Corona et al.,
2023) en la que se realizé un proceso metddico de busqueda, seleccion y analisis
de informacion existente en Educacion Matematica sobre la integracion inter-
disciplinaria de la geometria a la educacion STEAM. El enfoque educativo de
STEAM integra areas del conocimiento relacionadas con Ciencias, Tecnolo-
gias, Ingenierias, Artes y Matematicas en contextos diversos. De este modo, la
integracion interdisciplinaria de la geometria a STEAM puede entenderse como
un interés reciente de investigacion, enfocado en analizar las posibilidades de
la ensefianza y el aprendizaje de la geometria en conexion con las areas
STEAM.

Para llevar a cabo esta revision de literatura, se utilizd una técnica de analisis
de contenido, la cual permite analizar y clasificar el contenido de textos, ima-
genes u otros materiales de comunicacion para extraer significados y patrones
que permitan identificar tendencias en un campo de investigacion (Caceres,
2003). A continuacion, se presentan algunos detalles metodologicos de la revi-
sion de la literatura y se reportan elementos centrales del andlisis.

Ortiz-Collazos, D. y Santacruz-Rodriguez, M. (2026). Integracion interdisciplinaria de la
geometria en la educacion STEAM: revision de literatura. En P. Perry (ed.), Encuentro de
Geometria y sus Aplicaciones, 27, 137-142. Bogota, Colombia: Universidad Pedagdgica Na-
cional.
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METODOS Y PROCEDIMIENTOS PARA LA REVISION DE LITERATURA

Esta revision de la literatura se llevo a cabo a través de cinco fases. En la primera
fase se plantearon preguntas con relacion a la educacion STEAM, las cuales
orientaron la busqueda de literatura. Algunos ejemplos de preguntas orientado-
ras usadas son: (i) {Cémo se define la interdisciplinariedad y cémo la asume el
profesor? (i1) ;Qué marcos tedricos son los mas relevantes para fundamentar la
integracion interdisciplinaria de los componentes STEAM? (ii1) ;Coémo influye
la interdisciplinariedad en la integracion de la geometria en propuestas
STEAM? y (iv) {Qué metodologias se utilizan para fomentar la integracion in-
terdisciplinaria de la educacion STEAM?

En la segunda fase, se seleccionaron las palabras clave con las que se realiz6 la
busqueda en la literatura, entre ellas: geometria, STEAM, interdisciplinariedad,
teorias STEAM, metodologias STEAM. En la tercera fase, se consideraron do-
cumentos publicados entre 2019 y 2025, abarcando asi los ultimos seis afios,
con el proposito de llevar a cabo una revision de la literatura actualizada. En la
cuarta fase, se seleccionaron articulos, libros, capitulos de libros, trabajos de
maestria y tesis de doctorado, tomados de diversas bases de datos entre las que
estan Google Scholar, Scopus, Eric, Springer, ProQuest, Taylor and Francis, y
Redalyc, y asi se consolid6 la masa documental (véase tabla 1).

Tipo de publicacion Cantidad
Articulo de investigacion 29
Ponencia de conferencias 2
Informes de investigacion 1
Tesis doctorales y trabajos de grado 4
Capitulos de libro 5
Libros 11
Total | 52

Tabla 1: masa documental revisada

Finalmente, en la quinta fase se llevd a cabo un andlisis de temas recurrentes en
los documentos seleccionados. Para ello se utilizo Atlas ti, un software de ana-
lisis cualitativo, que proporciond un enfoque riguroso y sistematico para el
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analisis. Asi se logré una organizacidn y estructuracion de la informacion en-
contrada, que dio paso a un proceso de codificacioén atin en desarrollo.

A partir de la masa documental revisada se realiz6 una codificacion abierta,
considerando particularmente el titulo, el resumen, las palabras clave, los mar-
cos tedricos y metodologicos reportados en los documentos. De esta codifica-
cion emergieron tres categorias principales que se presentan a continuacion.

RESULTADOS DEL ANALISIS

Como resultado del anélisis, surgieron las siguientes categorias: interdisciplina-
riedad en educacion STEAM, marcos tedricos y marcos metodologicos para la
integracion interdisciplinaria de la geometria en la educacion STEAM. En este
reporte del avance del estudio se presenta una primera aproximacion a las cate-
gorias emergentes a partir de la revision de la literatura.

Interdisciplinariedad en educacion STEAM

La revision de la literatura mostrd que la nocion de interdisciplinariedad en
educacion STEAM es diversa. Honey et al. (2014) plantean la interdisciplina-
riedad como la posibilidad de trabajar en situaciones complejas en las que se
requieren habilidades y conocimientos en varias disciplinas. Por su parte, Di
Blasi Regner et al. (2024) afiaden que la interdisciplinariedad permite que los
estudiantes usen conocimientos matematicos para resolver problemas de in-
genieria o estructurar disefios artisticos. Sin embargo, para el profesor no es
nada fécil crear un equilibrio entre las areas STEAM. A menudo, tal tarea
representa un desafio, dado que debe considerar conexiones conceptuales de
areas que no son de su dominio y plantear dichas conexiones en contextos
reales (English, 2016). Sin embargo, segiin la Organizacion de Estados Ibe-
roamericanos (OEI, 2025), los profesores deben transitar del pensamiento in-
dividual a la planificacion colaborativa entre disciplinas STEAM para lograr
el éxito de la interdisciplinaridad.

En suma, la interdisciplinariedad en STEAM busca conectar las areas involu-
cradas, considerando problemas en contextos reales, donde el campo de la geo-
metria puede ofrecer escenarios interesantes. Por su parte, el trabajo colabora-
tivo es un puente para fusionar contenidos sin perder el rigor cientifico de cada
una de las disciplinas que hacen parte del acronimo STEAM.
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Marcos teoricos para la integracion interdisciplinaria de la geometria
en la educacion STEAM

La revision de literatura permitié reconocer marcos teoricos relevantes al con-
siderar la interdisciplinariedad de STEAM en el campo de la geometria. Entre
ellos, estan: el construccionismo (Papert, 1980), la teoria de la piramide de Y ak-
man (2008) y el analisis del efecto pedagogico de STEAM propuesto por Liny
Tsai (2021). El construccionismo propone que el estudiante construya el cono-
cimiento interdisciplinar a través de la manipulacion, exploracion y modelacion
de objetos geométricos, ddndole un rol activo e investigativo al estudiante (Par-
husip et al., 2023). La teoria de la piramide de Yakman (2008) explica que las
conexiones entre disciplinas, como la geometria, interactiian considerando co-
nocimientos abstractos y la experiencia de los estudiantes. Finalmente, la idea
de competencia y motivacion en el aprendizaje propuesta por Lin y Tsai (2021)
tiene el objetivo de implementar planes de estudio interdisciplinares, para ello
considera las siguientes estrategias: andamiaje, tutoria, participacion, argumen-
tacion y modelado, resaltando como la geometria puede resultar conveniente en
disefios curriculares interesados en conexiones entre matematicas y artes.

En suma, estos marcos son fundamentos para proporcionar una base teorica que
permita estudiar la interdisciplinariedad de la educacion STEAM, sobre todo,
alrededor de la geometria como disciplina rica en promover conexiones inter-
disciplinarias.

Metodologias para la integracion interdisciplinaria de la geometria
en la educacion STEAM

La revision de la literatura reporta que las metodologias méas usadas para la in-
tegracion interdisciplinaria de la educacion STEAM al campo de la geometria
son: el Aprendizaje Basado en Proyectos (APB) y el aprendizaje basado en in-
dagacion (Inquiry-Based Learning). Se describe el APB como una metodologia
de intervencion que permite trabajar de manera contextualizada a través de la
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integracion de varias disciplinas. Ademas, se menciona que el desarrollo de pro-
yectos donde se considera la tecnologia aporta al razonamiento del pensamiento
espacial en los estudiantes (Suparman y Juandi, 2024).

Por otro lado, la metodologia del aprendizaje por indagacion fomenta la parti-
cipacion de los estudiantes y la construccion del conocimiento a partir del des-
cubrimiento, lo que propicia mejores resultados en el desarrollo del pensa-
miento geométrico (Kumazah y Agyei, 2025).

En ese sentido, ambas metodologias reportan estrategias complementarias para
la integracion interdisciplinaria de STEAM a la geometria, con lo cual favore-
cen un rol activo del estudiante y propician el desarrollo de su pensamiento
geométrico alrededor de preguntas interdisciplinarias.

CONCLUSIONES

A continuacidn, se mencionan algunas conclusiones que surgen de la revision
de la literatura, las cuales tienen como proposito exponer el estado actual en
relacion con aspectos teoricos y metodologicos de las investigaciones relacio-
nadas con integracion interdisciplinaria de la geometria a la educacion STEAM.

La revision de literatura ilustra que los estudios relacionados con la geometria
en educacion STEAM tienen mayor tendencia en lo que refiere a la interdisci-
plinariedad, dado que promueve la creacion de conexiones entre las ciencias,
las tecnologias, la ingenieria, las artes y las matematicas. Ademas, se desarrolla
la visualizacion espacial a través del arte y las tecnologias.

Ahora bien, a partir del analisis de la masa documental se identificaron las teo-
rias y metodologias mas usadas en relacion con la integracion interdisciplinaria
de la geometria en la educacion STEAM. Estos aspectos, propician que la geo-
metria se convierta en una disciplina estructurante en educacion STEAM.
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El Club de Matematicas de Universidad Pedagogica Nacional (UPN) es un espa-
cio que ha contribuido al desarrollo del talento matematico en estudiantes de co-
legios oficiales. Como parte del proceso de seleccion de estudiantes del Club de
Matematicas UPN el equipo que lidera este espacio realiza el disefio de proble-
mas que no tengan Unica solucion y que permitan identificar caracteristicas del
talento matematico. En este documento presentamos algunos ejemplos de pro-
blemas de geometria utilizados para dicha prueba.

CONTEXTO

El Club de Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional (CM-UPN) es
un espacio que atiende estudiantes con talento matematico de colegios oficiales
en Colombia. Desde el afio 2005, se ha consolidado como un espacio de pro-
yeccion social del Departamento de Matematicas, especificamente de la Licen-
ciatura en Matematicas de esta universidad.

El CM-UPN parte de la premisa de que un estudiante es talentoso en matemati-
cas cuando su “capacidad matematica se sitia significativamente por encima de
la media” (Diaz et al., 2008, p. 31). Es decir, se asume una postura sociocultural
para identificar si un estudiante tiene talento matematico, cuando se hace nece-
sario hacer una comparacion del estudiante con sus pares.

Segun Jiménez ef al. (2011), para caracterizar el talento matematico es necesa-
rio revisar las capacidades que tiene el estudiante al resolver un problema ma-
tematico. Por tanto, a partir de las propuestas que varios autores han hecho,
Mora et al. (2009) propone una caracterizacion del talento matematico en tres
componentes: pensamiento convergente, pensamiento divergente y actitudes
positivas hacia las matematicas.

Plazas, T., Jiménez, W. y Cérdenas, S. (2026). Problemas de geometria como herramienta
para la identificacion del talento matematico en la prueba de seleccion del Club de Matema-
ticas UPN. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 27, 143-150. Bo-
gotd, Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.
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e Pensamiento convergente: se destacan caracteristicas como visualiza-
cion, abstraccién, rapidez, generalizacion, organizacion de la informa-
cion y todo lo relacionado con resolucion correcta de problemas.

e Pensamiento divergente: se asocian caracteristicas como originalidad,
flexibilidad, creatividad, fluidez de ideas, es decir, lo que lleve a la so-
lucion de problemas desde diferentes enfoques.

e Actitudes positivas hacia las matematicas: se refiere a caracteristicas
como gusto hacia las matematicas y dedicacion.

Es importante destacar que el entorno del estudiante (la familia, la escuela y los
programas de enriquecimiento) desempefian un papel importante en el proceso
de identificacion y desarrollo del talento matematico.

El CM-UPN esta conformado por un equipo de profesores y estudiantes de la
Licenciatura en Matematicas de la UPN. Algunos de los estudiantes son practi-
cantes de ultimo semestre y los profesores, que son los lideres del proyecto,
asumen como asesores de los practicantes. También participan estudiantes de
otros semestres como voluntarios.

Cada semestre, el CM-UPN funciona a través de cinco fases: convocatoria, se-
leccidn, apertura, desarrollo y cierre. En la primera, profesores de colegios ofi-
ciales de todo el pais postulan estudiantes mayores de 12 afios que sobresalgan
en matematicas. En la segunda, los estudiantes presentan una prueba de selec-
cion por medio de la plataforma Moodle. En la tercera, una vez se seleccionan
50 estudiantes para la jornada de la mafiana y 50 estudiantes para la jornada
tarde, se realiza la sesion de bienvenida. En la cuarta, se realizan las sesiones de
clase, por medio de la plataforma 7Teams; estas se centran en un tema de las
matematicas y se enfocan en desarrollar alguna caracteristica del talento mate-
matico. En la Gltima fase se realiza la clausura; se presenta a padres de familia,
acudientes y profesores algunos resultados obtenidos durante el semestre.

PROBLEMAS DE GEOMETRIA EN LA PRUEBA DE SELECCION

Este documento, no solo describe un conjunto de problemas de geometria utili-
zados en la prueba de seleccion del Club de Matematicas, sino que propone
comprender dichos problemas como instrumentos para la identificacion de ca-
racteristicas del talento matematico. En este sentido, se asume que la naturaleza
no rutinaria de los problemas geométricos, asi como la diversidad de estrategias
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de solucidén que admiten, permite evidenciar procesos cognitivos asociados al
pensamiento convergente y divergente en los estudiantes. De esta manera, la
geometria se configura no solo como un contenido disciplinar, sino como un
medio para observar y analizar manifestaciones del talento matematico.

Segun Castro et al. (2006), los nifios con talento matematico piensan de manera
diferente y tienen estrategias diferentes para el analisis y solucidén de problemas
matematicos. Ademads, citando a Niederer ef al. (2003), afirma que “es la reso-
lucién de problemas la forma mas 1til y precisa para identificar el talento mate-
matico” (p. 460).

Castro et al. (2014) establece dos tipos de tareas en matematicas, los ejercicios
rutinarios y los problemas. Los ejercicios son tareas en las cuales el estudiante
conoce los procesos para resolverla. Los problemas son tareas no rutinarias,
para cuya solucion el estudiante no tiene conocimiento del correspondiente pro-
cedimiento y se convierten en retos matematicos. Leikin (2004, citado por Cas-
tro et al., 2014) indica que los retos propuestos a estudiantes talentosos en ma-
tematicas deben “a) ser motivadores, b) que no se resuelvan facilmente con
procedimientos disponibles; c) que requieran que el estudiante realice un in-
tento; d) tener varios enfoques para obtener la solucion.” (p. 88).

Problemas que conforman la prueba de seleccion

En relacion con la segunda fase del funcionamiento del CM-UPN, la seleccion
de los participantes, la prueba que presentan los estudiantes generalmente esta
conformada por cinco problemas que son disefiados por el equipo del CM-UPN,
es decir, los profesores, estudiantes practicantes y estudiantes voluntarios. Para
ello cada uno de los integrantes del equipo debe proponer un problema, prefe-
riblemente no rutinario, puede ser de Unica respuesta o de respuesta multiple, y
que debe evaluar, por lo menos, una caracteristica del talento matematico ya sea
asociado al pensamiento convergente o al pensamiento divergente. Por ejemplo,
aquellos problemas que requieren construir multiples configuraciones o explo-
rar distintas soluciones favorecen la identificacion de la flexibilidad y la creati-
vidad, mientras que los que implican interpretar representaciones o anticipar
resultados permiten evidenciar procesos de visualizacion y abstraccion.

En el proceso de elaboracion de los problemas, cada miembro del Club hace
una propuesta inicial y la presenta al equipo, y cada uno resuelve la pregunta y
hace aportes para mejorarla. En la siguiente sesion se debe presentar
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nuevamente el problema para verificar que se hayan hecho los ajustes pertinen-
tes y este sea apto para ser incluido en la prueba.

En relacion con las respuestas, si es de tinica respuesta se debe asignar el 100%
de la calificacion a esta, si tiene multiples respuestas se puede asignar el mismo
porcentaje a cada una de ellas o se pueden asignar porcentajes diferentes de
acuerdo con la dificultad o los procesos implicados para llegar a cada una de las
respuestas.

Es de resaltar que, algunas veces, cuando se hacen comentarios de mejora a los
problemas, pueden surgir nuevos problemas que usan como base la estructura y
los datos, pero que apuntan a desarrollar otros asuntos con la pregunta o las
soluciones ofrecidas.

A lo largo de los afios se han disefiado problemas en diferentes ramas de las
matematicas: célculo, estadistica, algebra, aritmética y geometria. A continua-
cion, se presentan algunos problemas que se han disefiado en el 4rea de geome-
tria. Para cada problema se incluira el titulo de la pregunta, el(la) autor(a), la(s)
caracteristica(s) del talento matematico involucradas o evaluadas, proposito del
problema, el enunciado y las opciones de respuesta (véanse tablas 1, 2, 3 y 4).

Nombre del problema: Palitos y tridngulos (problema basado en actividad propuesta en
la Licenciatura en Bésica Primaria de la UPN)

Autor(es): Lyda Mora y William Jiménez

Caracteristicas del talento matematico: flexibilidad

Propésito: este problema pone en juego la capacidad de analizar patrones y optimizar re-
cursos a partir de una construccion geométrica simple. A medida que se agregan tridngu-
los que comparten lados, el estudiante debe identificar regularidades y generalizar el
comportamiento del numero de palitos utilizados.

Enunciado: Con palitos de paleta de igual tamafio representar un tridngulo, de tal ma-
nera que solo se utilice un palito para cada lado del triangulo. A partir de este, formar un
nuevo tridangulo que comparta exactamente un lado con el tridngulo anterior. Después,
hacer un nuevo tridngulo con las condiciones anteriores. Si nos dan 23 palitos, ;cuantos
poligonos regulares se pueden formar? Elegir todas las respuestas posibles.

Opciones de respuesta: 10 o mas; 10 a lo mas; 12; 2; 11 tridngulos; 7 triangulos
aproximadamente; 16; 18

Tabla 1: Problema 1. Palitos y tridngulos (disefiado por L. Mora 'y W. Jiménez en 2023)
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Nombre del problema: Viendo sélidos geométricos

Autor(es): Tania Plazas

Caracteristicas del talento matematico: visualizacion

Propésito: en este problema se evalua la habilidad de visualizacion espacial, donde el es-
tudiante debe interpretar e identificar representaciones planas de figuras tridimensionales.

Enunciado: Dada la figura a continuacion

Identifique cudles de los siguientes s6lidos geométri-
cos (figura geométrica en tres dimensiones) se pueden
representar en la figura anterior.

(Las lineas punteadas representan lados de la figura
que no se ven desde esa perspectiva)

Opciones de respuesta: Cubo; Prisma de base pentagonal; Piramide de base he-
xagonal; Cono; Octaedro; Dodecaedro; Pirdmide de base
triangular (tetraedro); Cilindro; Icosaedro; No se
evidencia algtn solido de los mencionados

Tabla 2: Problema 2. Viendo so6lidos geométricos (disefiado por T. Plazas en 2024)

147




Nombre del problema: Truchet

Autor(es): William Jiménez

Caracteristicas del talento matematico: visualizacion

Propésito: este problema desafia la capacidad de visualizacion y andlisis de patrones, el
estudiante debe anticipar como se comportan las figuras al repetirse y determinar cuales
permiten formar poligonos regulares con condiciones especificas, promoviendo el razo-
namiento no rutinario.

Enunciado: Se dan las siguientes baldosas de lado uno que llamaremos 4, B, C'y D.
A . B ‘ (& ' [)‘

Como regla no podemos rotar ni reflejar las baldosas y solo se
puede utilizar un tipo para completar todos los espacios 1, 2, 3,
4,5y 6 de la figura a continuacion. ;Cuales baldosas podemos
seleccionar para completar al menos un poligono regular de tal
manera que la medida de lado no sea un niimero entero? (Solo
puede usar un tipo de baldosa. Por ejemplo, si selecciona la

baldosa A esta debe ser puesta en los espacios 1, 2, 3,4, 5y 6).

Opciones de respuesta: Baldosa 4; Baldosa B; Baldosa C; Baldosa D

Tabla 3: Problema 3. Truchet (disefiado por W. Jiménez en 2024)

Nombre del problema: Desafios de trazos geométricos (pregunta basada en simulacros
prueba Universidad Nacional, 2009)

Autor(es): Johan Santiago Cardenas Roman

Caracteristicas del talento matematico: fluidez

Propésito: Este problema se enfoca en la comprension precisa de instrucciones geomé-
tricas y la capacidad de traducirlas en representaciones graficas correctas. Se evalua la
fluidez al interpretar y ejecutar multiples pasos, asi como la atencion al detalle para iden-
tificar cudles construcciones cumplen con todas las condiciones dadas.

Enunciado: En una clase de geometria, el docente propone un reto de construccion gra-
fica con el proposito de evaluar la comprension de instrucciones geométricas escritas.
Para ello, escogi6 a cuatro estudiantes: José, Maria, Juan, Laura, Diego y Angelo. El pro-
fesor les dio el siguiente enunciado:
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A un rectangulo horizontal se le traza la diagonal que parte del vértice supe-
rior izquierdo. En el punto medio de dicha diagonal, se dibuja un segmento
vertical que interseca los lados superior e inferior del rectangulo, y se pro-
longa hacia abajo una longitud igual a una altura del rectangulo. Tomando
como centros los extremos de ese segmento vertical, se trazan dos circunfe-
rencias cuyo didmetro es igual a una altura del rectangulo.

Cada estudiante realiz6 una representacion grafica distinta siguiendo las instrucciones del
problema. A continuacion, se muestran los resultados:

José Maria Diego
. P
1/

o D

Juan Laura Angelo

(Cual o cudles representaciones son correctas?
Opciones de respuesta: José; Juan; Maria; Laura; Diego; Angeld

Tabla 4: Problema 4. Desafios de trazos geométricos (disefiado por S. Cardenas en 2026)

REFLEXION FINAL

La eleccion de la geometria como eje para el disefio de problemas responde a
su potencial para activar procesos cognitivos complejos, especialmente aquellos
relacionados con la visualizacion, la representacion espacial y la construccion
de argumentos. La geometria permite que los estudiantes articulen distintas for-
mas de pensamiento, integrando lo visual, lo analitico y lo intuitivo. Por ello, se
considera un campo particularmente adecuado para identificar rasgos del talento
matematico, por cuanto facilita la aparicion de estrategias diversas y la produc-
cion de soluciones originales.
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EVOLUCION DE LOS ESQUEMAS DE USO DE GEOGEBRA
EN LA CONSTRUCCION DE CONICAS: UN ESTUDIO DE CASO
DESDE LA DOBLE GENESIS INSTRUMENTAL

Ivonne Ramirez y Marisol Santacruz-Rodriguez
Universidad del Valle
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Se presentan avances de una investigacion doctoral sobre la doble génesis instru-
mental cuando un futuro profesor de matematicas colombiano construye conicas
con GeoGebra. Mediante un estudio de caso, como metodologia de investigacion,
se infieren los esquemas de uso de Victor, estudiante de ultimo afo de Licencia-
tura en Matematicas, en situaciones personales y profesionales. Los resultados
evidencian una instrumentacion progresiva hacia la gestion pedagogica en el
aula, sin consolidar una instrumentalizacion significativa. Asimismo, se muestra
que los contextos de practica pedagogica favorecen la evolucion de estos esque-
mas, mientras persiste la brecha entre la génesis personal y profesional como
desafio en la formacion de profesores de matematicas.

INTRODUCCION

El estudio del papel de las Tecnologias Digitales (TD) en la formacién de futu-
ros profesores de matematicas (FPM) constituye una linea de creciente interés
en la Educacion Matematica (Clark-Wilson ef al., 2020; CERME13-TWG1S,
2023; Buteau et al., 2024). Estas investigaciones muestran que la apropiacion
de una TD no consiste Gnicamente en una aproximacion “técnica” (Artigue,
2002), sino que implica transformar el artefacto (por ejemplo, una hoja de
calculo) en un instrumento para aprender o enseflar matematicas. Este proceso,
en el enfoque instrumental, se denomina génesis instrumental, categoria que
permite explicar la emergencia o el desarrollo de un instrumento en un sujeto.

Estas génesis instrumentales involucran procesos de instrumentacion (transfor-
macion de los esquemas de uso del sujeto) e instrumentalizacion (adaptacion
del artefacto a necesidades especificas). En el caso de los profesores, Haspekian
(2023) distingue una doble génesis instrumental: (1) 1a génesis personal, referida
a la transformacién de un artefacto en un instrumento para hacer matematicas,

Ramirez, 1. y Santacruz-Rodriguez, M. (2026). Evolucién de los esquemas de uso de Geo-
Gebra en la construccion de conicas: un estudio de caso desde la doble génesis instrumental.
En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 27, 151-158. Bogota, Colom-
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y (i1) la génesis profesional, en la cual el artefacto se constituye en un instru-
mento didactico para ensefiar matematicas. Por otra parte, las conicas constitu-
yen un contenido privilegiado para estudiar esta doble génesis, pues la tension
entre los enfoques sintético y analitico se activa tanto en la actividad matematica
propia del FPM como en el disefio de situaciones de ensefianza al construir co-
nicas, lo que permite observar como, al usar GeoGebra, un FPM puede articular
o fragmentar ambos enfoques segun los esquemas de uso que desarrolla.

De ahi surge la pregunta de investigacion: ;Coémo futuros profesores de mate-
maticas desarrollan su doble génesis instrumental al construir conicas con Geo-
metria Dinamica, en particular, con GeoGebra?

En este sentido, se estudia la apropiacion que el FPM hace de GeoGebra al
construir conicas, asumiéndola como un proceso complejo que exige analizar la
actividad del FPM cuando su génesis personal y profesional se confrontan. No
se pretende documentar toda la trayectoria de formacion universitaria, aunque,
con técnicas de introspeccion se pueden obtener datos interesantes del uso de
GeoGebra durante la formacion del FPM, logrando evidenciar qué conocimien-
tos (matematicos, tecnologicos, pedagogicos) se movilizan. Esta investigacion
se enfoca en estudiantes de Ultimos semestres, desde su practica pedagogica, y
se presenta avances del caso de Victor (pseudonimo), evidenciando la evolucion
de sus esquemas de uso en tres situaciones diferenciadas.

MARCO TEORICO

El enfoque instrumental estudia la actividad humana en relacion con las tecno-
logias desde una perspectiva antropocéntrica (Verillon et al., 1995) y plantea
que un artefacto (e. g., GeoGebra) se constituye en instrumento mediante géne-
sis instrumentales que involucran procesos de instrumentacion e instrumentali-
zacion. En este marco, el concepto dual situacion - esquema es esencial. El es-
quema corresponde a una organizacion invariante de la actividad para una clase
de situaciones dada, y esta compuesto por: (a) submetas y anticipaciones, siendo
el aspecto intencional de los esquemas; (b) reglas de accidon, que permiten ge-
nerar la sucesion de las acciones del sujeto y es la parte generadora de los es-
quemas, (c) invariantes operatorios conformados por teoremas-en-accion (es
una proposicion que el sujeto considera verdadera cuando actia) y conceptos-
en-accion (es un concepto considerado relevante); y (d) inferencias, siempre
hay inferencia y calculo en cualquier actividad, para adaptarse a las particulari-
dades de la situacion.
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Ademas, para Vergnaud (1998), la actividad es el proceso mediante el cual un
sujeto moviliza esquemas frente a una situacion para interactuar con ella, lo que
implica un continuo ajuste y aprendizaje. Desde esta perspectiva, la actividad
no se reduce a ejecutar tareas mecanicamente, ya que, también moviliza esque-
mas construidos en experiencias previas, reorganizados segin las condiciones
de la situacion. Por ello, aprender supone transformar y reorganizar dichos es-
quemas en situacion.

Por otra parte, a partir de sus investigaciones con profesores y de distinguir la
doble génesis instrumental (personal y profesional), Haspekian (2023) destaca
que dichas génesis no necesariamente evolucionan de manera simultanea. En
ese sentido, estudios recientes (e. g. Buteau et al., 2024) evidencian otro tipo de
génesis instrumentales en FPM, vinculadas estas al disefio e implementacion de
actividades didacticas con TD. Estos hallazgos plantean interrogantes sobre
como los FPM se apropian de las TD durante su formacion universitaria y qué
conocimientos s¢ transforman cuando los FPM los integran en sus practicas de
ensefianza, aspectos que requieren mayor andlisis sobre por qué, como, cuando
y en qué condiciones se produce esta apropiacion.

Por su parte, la construccion de conicas permite explorar la tension entre dos
enfoques de la geometria, el sintético (basado en lugares geométricos) y el ana-
liticos (relacionados con ecuaciones algebraicas; Di Blasi Regner, 2019). En
esta investigacion, GeoGebra ofrece potencialidades para articular representa-
ciones algebraicas, graficas y geométricas (Gomez-Chacédn, 2022).

Sin embargo, la apropiacion de una TD requiere que los FPM desarrollen es-
quemas en diversas situaciones en las que sea posible experimentar (Rivera Fi-
gueroa et al., 2023), conjeturar y validar propiedades de las conicas, a través de
la exploracion dindmica; les permita transformar su actividad matematica, la
comprension del objeto geométrico, asi mismo, reconocer las funcionalidades
(potencialidades y limitaciones) del software, junto con la evolucion del cono-
cimiento pedagogico sobre su uso didactico.

METODOLOGIA

Se adopta un enfoque cualitativo con estrategia de estudio de caso de caracter
naturalista (Yin, 2009). Los datos se recolectan mediante observacion no parti-
cipante en contextos reales, donde el FPM desarrolla su actividad: interaccion
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entre pares, asesorias universitarias y clases en instituciones educativas publi-
cas, sin intervencion de los investigadores.

Victor es un FPM en el ultimo afo de Licenciatura en Matematicas en una uni-
versidad publica colombiana; su practica pedagodgica se desarrolla con estudian-
tes de grado décimo. Tiene experiencia previa con GeoGebra, adquirida en cur-
sos universitarios de geometria y calculo.

El corpus de datos incluye: videograbaciones de planeacion colaborativa, ase-
sorias universitarias ¢ implementacion de clases; registros de pantalla de Geo-
Gebra; entrevistas semiestructuradas con técnica de introspeccion; documentos
de planeacion y notas de campo. El periodo de recoleccion fue de aproximada-
mente seis meses. El andlisis sigue un protocolo de codificacion basado en teo-
ria fundamentada (Strauss et al., 1998), estructurado en tres fases: (1) segmen-
tacion e identificacion de episodios de actividad instrumentada; (2) inferencia
abductiva de esquemas de uso a partir de sus cuatro componentes; y (3) cons-
truccion de redes de esquemas. Para el caso de Victor se identificaron 16 episo-
dios y 12 esquemas de uso.

RESULTADOS

La evolucion de los esquemas de uso de Victor puede narrarse en tres momentos
articulados, cada uno con sus propios esquemas, modos de relacionarse con
GeoGebra y limitaciones, como se muestra a continuacion:

Primera situacion: aprender a construir conicas con GeoGebra. La génesis
instrumental personal de Victor emerge en sus primeros intentos de construir
conicas con GeoGebra junto a Liam (pseuddnimo), un compafiero universitario
que le muestra como construir la elipse desde un enfoque estrictamente anali-
tico: ingresar la ecuacion canonica, identificar elementos en la ventana grafica
y utilizar el comando centro(cénica). En esta interaccidon no aparecen herra-
mientas dinamicas como arrastre o deslizadores, ni establecen conexiones con
propiedades geométricas.

A partir de estos episodios, Victor configura un esquema de uso algebraico-
estatico, donde GeoGebra funciona principalmente como sistema de entrada de
ecuaciones cuya salida grafica sirve para verificar visualmente resultados, sin
promover una exploracion geométrica ni articulacion entre enfoques sintético y
analitico.
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Segunda situacion: planificar la ensefianza de la elipse. Este momento revela
la génesis instrumental personal de Victor, cuando presenta su planeacion a la
asesora universitaria Samantha (pseudoénimo). En esta situacion se selecciona-
ron dos episodios (episodio 3 y episodio 4), donde Victor propone introducir la
elipse a sus estudiantes mostrando la interseccion de dos pardbolas en GeoGe-
bra: digita las ecuaciones y = 2x? — 2; y = —2x? + 2 en la ventana algebraica,
observa la figura resultante y concluye que la region entre las dos curvas cons-
tituye una elipse. El siguiente fragmento corresponde en parte, al episodio 3,
que captura este momento:

Victor: ...al ver que se intersecaban aqui las dos parébolas, podriamos ver
como tal lo que es la parte de las elipses...podemos ver como esta la fi-
gura de una elipse.

Asesora: Pero ;si es la elipse? ;Si le da la ecuacion de la elipse?

Ante el cuestionamiento de Samantha, Victor revisa sus apuntes y reconoce:
“No, no es la misma ecuacion de la elipse. Ya que la ecuacion de la elipse como

tal es Z—z + Z—z =
estructura de sus esquemas de uso para la identificacién de conicas: esquemas
basados en la apariencia grafica y en la equivalencia visual entre formas, sin
articulacion con las definiciones algebraicas o geométricas. La intervencion de
Samantha actiia como perturbacion que impulsa la transformacion de su es-
quema. La tabla 1 sintetiza los elementos del esquema de uso N.° 1 de Victor
(Presentando la elipse como la interseccion de dos pardbolas usando GeoGe-
bra), inferido a partir del episodio 3 (tercero en la numeracion global del corpus;

primero de la situacion de planeacion y asesoria).

1”. Este momento constituye una ruptura cognitiva que revela la

Tras la interaccion de Samantha, Victor adopta el enfoque analitico mostrado
previamente por Liam. Sin embargo, persisten las limitaciones de su génesis
personal: GeoGebra continta siendo utilizado como un sistema algebraico-es-
tatico. Esta limitacion también se refleja en la génesis profesional. Durante la
planeacion de clase, las tareas disefiadas no movilizan exploracion, arrastre ni
validacion dinamica que favorezcan la construccion conceptual de la elipse. El
software permanece centrado en la representacion estatica de objetos matema-
ticos, sin integrarse plenamente a una actividad de ensefianza mediada por la
interaccion entre GeoGebra, situacion y conocimiento matematico.
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Componentes Descripcién/ Contenido

Introducir la elipse mediante la interseccion de parabolas
Submetas/anticipaciones estableciendo relaciones entre representaciones algebrai-
cas y graficas.

Consultar apuntes, digitar ecuaciones, analizar figuras en
Reglas de accion la ventana gréfica, conversar con Samantha, revisar nue-
vamente apuntes y hacer adaptaciones.

“La interseccion de dos parabolas permite definir una
99, ¢

elipse”; “si dos figuras son visualmente semejantes, repre-
sentan el mismo objeto matematico”.

Invariantes operatorias
(teoremas-en-accion)

Invariantes operatorias Elipse como figura cerrada, parabolas con coeficientes
(conceptos-en-accion) opuestos, representacion visual en GeoGebra.

GeoGebra facilita la visualizacion, aunque no garantiza
Inferencias razonamientos deductivos sobre las propiedades de la
elipse.

Tabla 1: sintesis del esquema de uso de Victor en situacion de planeacion de clase

Tercera situacion: usar GeoGebra en la enseiianza de la elipse. La practica
pedagogica de Victor evidencia una génesis profesional mas compleja. En una
primera fase, GeoGebra se usa de manera demostrativa: Victor proyecta el soft-
ware mientras los estudiantes observan pasivamente. Aunque formula pregun-
tas, la interaccion continua siendo unidireccional.

El punto de inflexién ocurre cuando los estudiantes utilizan GeoGebra en dis-
positivos moviles. En esta situacion, Victor debe gestionar simultdneamente
multiples génesis instrumentales, enfrentando dificultades tecnologicas y con-
ceptuales no previstas, lo cual, favorece el desarrollo de esquemas de tutoria
diferenciada. En el episodio 14, Victor aplica una secuencia interrogativa recu-
rrente: pregunta diagnostica, interrogacion progresiva e instruccion directa
como cierre. Frente a las dificultades de una estudiante (ES8), cambia de interro-
gacion a instruccion directa, sefialando en la pantalla y ejecutando el comando
centro(conica).

Victor: (Qué centro nos da? ;entonces, qué puedes concluir ahi?

ES: (5,4). El centro, lo define hk y est4 en (5,4).

Victor: (h,k) es lo que nos va a definir nuestro centro (y se desplaza a otro
grupo de estudiantes)
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Este fragmento del episodio muestra evolucidon hacia esquemas de tutoria dife-
renciada; sin embargo, también evidencia un limite tedrico importante. La res-
puesta de la estudiante se produce después de que GeoGebra entrega el resul-
tado mediante un procedimiento dirigido por Victor. El software sustituye el
razonamiento que deberia mediar, en lugar de favorecerlo.

En términos de Rabardel (1995), se evidencia una instrumentalizacion de Geo-
Gebra por parte de Victor que no se traduce necesariamente en instrumentacion
significativa en los estudiantes. El teorema-en-accion que sostiene el esquema
puede sintetizarse asi: “si pregunto repetidamente de formas diferentes, even-
tualmente el estudiante llegara a la respuesta correcta”. Aunque este esquema
permite mantener el ritmo de la actividad, no distingue entre comprension cons-
truida y respuesta obtenida por andamiaje directo.

CONCLUSIONES

Los resultados parciales del estudio del caso de Victor revelan que la doble gé-
nesis instrumental en FPM al construir conicas con GeoGebra no sigue una tra-
yectoria Unica, ni lineal. La evolucién de sus esquemas de uso puede caracteri-
zarse como Instrumentacion progresiva sin instrumentalizacion significativa.
Igualmente, se pone en evidencia el papel de los esquemas sociales como me-
diadores en su aprendizaje instrumental, ya que, su comprension se construye
en la interaccion con otros, aunque dicha mediacidon no garantiza una apropia-
cion conceptual profunda.

Se espera que, tras la codificacion selectiva del estudio de casos multiples, se
identifiquen patrones en las trayectorias de la génesis instrumental y una posible
emergencia de génesis diferenciadas entre disefio e implementacion. Asimismo,
se busca contrastar los hallazgos con el modelo MPTK (Thomas et al., 2014).
En conjunto, los resultados podrian aportar en la formacion docente al recono-
cer la complejidad instrumental y ofrecer orientaciones sobre las situaciones
que favorecen procesos de apropiacion de TD, especialmente en el uso de soft-
ware de geometria dindmica.
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El trabajo, sobre el que se reporta en este articulo, analiza y adapta un taller del
espacio académico Circulos Matematicos de la Universidad Industrial de Santan-
der al modelo pedagdgico SE, con el proposito de promover el pensamiento es-
pacial y los sistemas geométricos en estudiantes de grados noveno a undécimo.
La investigacion se desarrollé desde un paradigma interpretativo y un disefio bi-
bliografico. Como resultado, se seleccionod un taller de disecciones geométricas,
reorganizado segun las fases de enganchar, explorar, explicar, elaborar y evaluar.
El analisis evidencié que esta adaptacion constituye una posibilidad pedagogica
solida para enriquecer la ensefianza de la geometria, al favorecer la exploracion,
la argumentacion y la comprension de la conservacion del area.

INTRODUCCION

En el contexto de la ensefianza de las matematicas, desde hace algunos afios se
ha venido evidenciando una problematica debido a la manera de ensefiar mate-
maticas, ya que ha estado centrada en la trasmision de formulas, procedimientos
y la memorizacion de pasos. Para abordar esta problematica, han surgido pro-
puestas que procuran contribuir de manera significativa al desarrollo del pensa-
miento matematico. Una, conocida como Circulos Matematicos, surgio aproxi-
madamente a inicios del siglo XX en la Unidn Soviética y Europa del Este, y se
implemento por primera vez en Colombia en el afio 2018.

En la Universidad Industrial de Santander (UIS), la implementacion de talleres
de Circulos Matematicos ha generado espacios extracurriculares en los que los
estudiantes logran fortalecer su pensamiento matematico. Sin embargo, es
cierto que alun existe una brecha en el desarrollo del pensamiento matematico
durante el paso del colegio a la universidad.

En este articulo se presenta un taller seleccionado del espacio académico Circu-
los Matematicos de la Escuela de Matematicas de la Universidad Industrial de

Rojas, C., Moreno, W. y Acevedo-Rincén, J. (2026). Circulos Matematicos UIS: tareas de
disecciones geométricas y equivalencia de drea a partir del Stomachion. En P. Perry (ed.),
Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 27, 159-164. Bogotéd, Colombia: Universidad
Pedagodgica Nacional.
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Santander, que fue adaptado para trabajar con el modelo 5E, con el fin de con-
tribuir con la promocién del pensamiento espacial y sistemas geométricos en
estudiantes de los grados noveno a undécimo.

LOS CIRCULOS MATEMATICOS UIS

Los Circulos Matematicos de la Universidad Industrial de Santander' nacen
como una iniciativa para que los estudiantes de educacion media, noveno a un-
décimo grado, tengan espacios donde se genere el quehacer matematico a través
de actividades exploratorias, divertidas y rigurosas a la vez. Este programa esta
dirigido a instituciones educativas de Bucaramanga, su area metropolitana y los
municipios de Santander dentro del area de influencia de sus sedes regionales.

La primera sesion de Circulos Matematicos UIS se realizo en marzo de 2023 en
la sede UIS Socorro, donde participaron 45 estudiantes provenientes de distintas
instituciones educativas de los municipios de Socorro y Oiba. Durante el primer
semestre se programaron ocho sesiones orientadas por docentes de la Escuela
de Matematicas, y al finalizar dicho semestre se entrego6 un certificado a quienes
asistieron al menos a 75% de las sesiones.

El contenido de los talleres abarca diversas areas, entre las cuales estan algebra,
teoria de numeros, analisis, ecuaciones diferenciales y geometria diferencial. El
desarrollo de los talleres esta a cargo de los grupos de investigacion de la Es-
cuela de Matematicas de la UIS. En este sentido, los Circulos Matematicos UIS
tienen como proposito incentivar la vocacion matematica, aumentar el ingreso
de estudiantes a los programas de Matematicas y Licenciatura en Matematicas
de la UIS, generar espacios académicos y de divulgacion que fortalezca el desa-
rrollo del pensamiento matematico, compartir el entusiasmo y la pasion por el
estudio y promover el interés de las matematicas en los jovenes del departa-
mento de Santander.

EL MODELO PEDAGOGICO 5E

El modelo pedagdgico 5E nace en la década de 1980, como una propuesta de
Rodger W. Bybee, en el marco del Biological Sciences Curriculum Study
(BSCS) y fue actualizado en 2006. Su principio fundamental parte de una com-
binacion de tres modelos creados con anterioridad: el de Herbart, en 1990, el de

' http://matematicas.uis.edu.co/?q=Presenta_circulos
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Dewey, en 1930 y el de Heiss, Obourn y Hoffman, en 1950. El modelo 5E esta
constituido por cinco fases designadas con palabras cuya letra inicial es “E”
(Enganchar, Explorar, Explicar, Elaborar y Evaluar). El principal objetivo de
este modelo es convertir al estudiante en el protagonista del aprendizaje y al
docente en un guia.

En la primera fase, Enganchar, el rol del docente es generar situaciones que
capten el interés, la curiosidad y a la vez permitan identificar los conocimientos
previos de los estudiantes. En la segunda fase, Explorar, el docente es un guia
y, por otro lado, los estudiantes pueden formular hipotesis y explorar el material
didactico entregado. En la tercera fase, Explicar, los estudiantes expresan las
1deas generadas en las primeras dos fases y el docente resuelve dudas e inquie-
tudes generadas, dando claridad sobre los nuevos conceptos trabajados. En la
cuarta fase, Elaborar, los estudiantes tienen la oportunidad de poner en practica
lo que han aprendido durante la sesion, por medio de actividades o problemas
que generen discusiones. Para finalizar, la fase Evaluar, cabe resaltar que debe
llevarse a cabo mientras se desarrollan las otras cuatro fases, garantizando una
evaluacion continua. Su principal objetivo es que los estudiantes reflexionen
sobre su propio aprendizaje y que el docente evalue el proceso que tuvieron los
estudiantes hacia el logro de los objetivos propuestos.

METODOLOGIA

La investigacion, cuyo avance se reporta en este articulo, se encuentra dentro
del paradigma interpretativo y el disefio bibliografico, puesto que la investiga-
cion se centra en revisar, interpretar y analizar los talleres publicados en el sitio
web de los Circulos matematicos de la Escuela de Matematicas de la UIS para
Educacion Media. Ademas, se fundamenta en un disefio bibliografico, que se
caracteriza por basarse en el analisis de fuentes secundarias.

El disefio bibliografico se desarrolla mediante seis fases. (1) Identificacion de
las fuentes: en esta fase se realiza un analisis de la pagina web oficial de Circu-
los Matematicos UIS para identificar la estructura y contenido de los talleres
publicados. (ii) Analisis curricular de los talleres: en esta fase se relacionan los
ejercicios con los estandares basicos de competencias y los tipos de pensa-
miento matematicos. (ii1) Seleccion de talleres: se escoge un grupo de talleres
para reformular, logrando potenciar el pensamiento matematico. (iv) Formula-
cion de la estrategia SE para el programa Circulos Matematicos: en esta fase se
describen cada uno de los momentos de cada taller respondiendo a la filosofia
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de los Circulos Matematicos UIS. (v) Articulacion del modelo 5E con el espacio
académico Circulos Matematicos: en esta fase se mira la correspondencia entre
los talleres originales y los talleres reformulados, mostrando coémo se articula
con las estrategias del modelo SE. (vi) Propuesta pedagogica de Circulos Mate-
maticos basada en 5E: en esta ultima fase se presentan los talleres reformulados
con base en el modelo 5E, acompafiados de observaciones, ajustes y conclusio-
nes.

RESULTADOS

El nombre de la sesion es “Disecciones geométricas y equivalencia de areas a
partir del Stomachion®”. El objetivo de la sesion es, por una parte, comprender
que una diseccion geométrica permite transformar una figura en otra mediante
cortes y reacomodos sin cambiar el area total, y, por otra, explicar esta idea con
base en el teorema de Bolyai-Gerwien a partir de la manipulacion del Stoma-
chion,

Para comenzar la fase de enganche, se presenta la imagen 1. A continuacion, el
docente realiza las siguientes preguntas orientadoras: ;qué observan aqui?; ;las
figuras final e inicial tienen la misma forma?; si no tienen la misma forma, ;qué
creen que podria mantenerse igual? Esto con varios fines: despertar la curiosi-
dad en los estudiantes sobre como una figura puede transformarse en otra dis-
tinta sin perder drea; activar saberes previos sobre superficie, forma y descom-
posicion; y plantear una primera hipoétesis.

A b, 4@

Imagen 1: transformacion del tridngulo a partir de disecciones (tomada de Disecciones
geomeétricas. Stomachion, 2014)

Pasando a la fase de exploracion, el docente organiza grupos de tres estudiantes
y a cada grupo le entrega una copia de la imagen 2. Enseguida, da la indicacion
de recortar la figura hasta tener las 14 piezas. Luego, plantea dos ejercicios, el
primero consiste en reconstruir el cuadrado original y el segundo, en formar un

2 Antiguo rompecabezas geométrico atribuido a Arquimedes (véase imagen2).
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cuadrado diferente. Sin embargo, menciona que las piezas no pueden ser dobla-
das, cortadas de nuevo o superpuestas para construir nuevas figuras.

El objetivo de esta fase es que los estudiantes manipulen piezas, construyan
conjeturas y descubran empiricamente que una misma coleccion de piezas
puede formar distintas figuras sin alterar el area total.

14
12

10

Imagen 2: cuadrado disecado en 14 secciones (tomada de fotograma del video
Disecciones geométricas. Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=DEtIPhQi4gY)

La fase de explicacion tiene como objetivo formalizar lo observado en las fases
anteriores; para esto, el docente plantea las siguientes preguntas a los estudian-
tes: (lograron construir el cuadrado original?, ;qué diferencia hay entre el cua-
drado original y el nuevo cuadrado construido?, ;usaron todas las piezas?, ;se
superpuso alguna?, ;qué cambid al pasar del cuadrado a la nueva figura? y ;qué
creen que se conservo?

A continuacion, se presenta la definicidén formal de diseccion geométrica (Una
diseccion geométrica es el corte de una figura en piezas que pueden reorgani-
zarse para formar otra figura) y el enunciado del teorema de Bolyai-Gerwien
(Dados dos poligonos cualesquiera de la misma area, es posible cortar uno de
ellos en un nimero finito de piezas poligonales de forma que estas piezas pue-
dan reordenarse formando exactamente el otro poligono).

En la fase de elaboracion, el docente acompana a los estudiantes en la aplicacion
de los conceptos en nuevos ejercicios, verifica procedimientos y fomenta la jus-
tificacion de respuestas; para esto, cada grupo de estudiantes, con las mismas
14 piezas del Stomachion deben construir una figura geométrica distinta del
cuadrado y explicar por qué el area no cambia.

En la fase de evaluacion, cada grupo de estudiantes muestra la figura que cons-
truyo, explican codmo la armaron y explican por qué el area no cambia. A medida
que se va desarrollando esta fase el docente realiza las siguientes preguntas
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orientadoras: ;qué figura construyeron y en qué se diferencia del cuadrado ini-
cial?, ;jusaron todas las piezas?, ;hubo superposicion en algin momento?, ;qué
cambi6: la forma o el area?, ;por qué pueden afirmar que la superficie total
sigue siendo la misma?, ;qué fue lo mas dificil al reorganizar las piezas?, ;qué
aprendieron sobre la relacion entre forma y éarea?, ;esta nueva figura es con-
gruente con la original? ;por qué?, ;como se relaciona esta actividad con la idea
de diseccion geométrica?, ;qué entendi hoy sobre las disecciones geométricas?,
y (qué relacion encontré entre recortar, reorganizar y conservar el area?

REFLEXIONES

La adaptacion del taller al modelo pedagogico SE permitid reconocer que la
ensefianza de las matemadticas puede enriquecerse cuando se proponen expe-
riencias centradas en la exploracion, la manipulacién de material y la construc-
cion activa del conocimiento. En este caso, el uso del Stomachion favorece no
solo que los estudiantes observen transformaciones geométricas, sino que com-
prendan, a partir de la experiencia, que es posible modificar la forma de una
figura sin alterar su area. De esta manera, el aprendizaje deja de estar limitado
a la memorizacion de definiciones y se convierte en un proceso de descubri-
miento, argumentacion y andlisis.

Ademas, la articulacion del taller seleccionado y el modelo pedagogico SE per-
mite reconocer una posibilidad pedagogica consistente para promover el pensa-
miento espacial y los sistemas geométricos en estudiantes de educacion media.
A partir del analisis realizado, se evidencia que esta organizacioén didactica no
solo favorece la curiosidad, la formulacion de conjeturas y la comprension con-
ceptual, sino que también otorga al taller una estructura mas intencionada y re-
flexiva. En ese sentido, la propuesta resignifica el valor del recurso didactico
seleccionado, al mostrar que su adaptacion puede orientar procesos de aprendi-
zaje mas comprensivos, rigurosos y centrados en el estudiante.
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LA CUADRATURA DEL CIRCULO DESDE LA PROPUESTA DE HOBBES

Campo Elias Florez-Pabon
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Dentro de la historia de la matematica, diversos filésofos han aportado de manera
indirecta a la resolucion de problemas fundamentales, aunque algunos, como
Thomas Hobbes, han pasado desapercibidos en este ambito. En su obra De Cor-
pore, Hobbes abord6 el problema de la cuadratura del circulo empleando regla 'y
compas, pero la carencia de herramientas analiticas avanzadas en su tiempo im-
pidid que lograra una solucidn definitiva validada por sus contemporaneos, como
John Wallis. Abordar este problema en la modernidad temprana era un simbolo
de gran capacidad intelectual. La ponencia asociada a este documento pretende
rescatar dichas argumentaciones historicas e integrarlas en un entorno de Geo-
metria Dinamica, permitiendo que estudiantes de licenciatura en matematicas in-
teractiien con conceptos historicos a través de la tecnologia actual.

HOBBES Y SU SISTEMA FILOSOFICO

Para comprender el interés de Hobbes en la geometria es necesario revisar su
Elementa philosophiae, un sistema que abarca desde los principios fisicos y
geométricos del movimiento en De Corpore (Hobbes, 2000) hasta los funda-
mentos sociales en De Cive. La geometria representaba para ¢l la base del co-
nocimiento cientifico y 16gico.

METODOLOGIA

La investigacion se desarrollo en cuatro fases fundamentales bajo el modelo de
experimento de ensefanza:

e Fase 1. Disefio del experimento y lectura critica del capitulo XI1X de De
Corpore, donde se exponen los intentos de solucion de Hobbes

e Fase 2. Identificacion de fallas en los argumentos originales y diagnos-
tico del manejo de GeoGebra por parte de los estudiantes.

e Fase 3. Implementacion y modelacion de los siete corolarios de Hobbes
mediante Geometria Dinamica.

Florez-Pabon, Campo Elias (2026). La cuadratura del circulo desde la propuesta de Hobbes.
En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 27, 167-168. Bogota, Colom-
bia: Universidad Pedagodgica Nacional.
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e Fase 4. Analisis de resultados y retroalimentacion sobre los aprendizajes
logrados.

RESULTADOS Y DISCUSION

Los resultados preliminares muestran que la integracion de la historia de la ma-
tematica (Florez-Pabon, 2016) con la tecnologia permite a los estudiantes reco-
nocer la importancia de problemas clasicos que, aunque imposibles bajo las nor-
mas de la Grecia antigua (regla y compds), encuentran nuevas vias de
exploracion mediante la modelacion dinamica. El experimento permitio eviden-
ciar que el uso de software especializado como GeoGebra moviliza el conoci-
miento disciplinar y pedagogico de los futuros docentes (Sandoval-Céceres,
2009). Ademas, se rescatd la critica de Hobbes a las formas tradicionales de
conocimiento, lo cual fomenta en los estudiantes una vision integradora y critica
de la ciencia.

CONCLUSIONES

A pesar de encontrarse en la etapa inicial, el trabajo permite aproximarnos a los
argumentos dados por Hobbes a comienzos de la modernidad. Frente al uso de
GeoGebra y la GD, esta se constituye en un camino diferente para llegar a las
proposiciones de postulados importantes en la construccion de una demostra-
cion formal de la cuadratura del circulo. Finalmente, podemos afirmar que los
problemas clésicos de la historia de la matematica y la filosofia contribuyen de
forma didactica al desarrollo del pensamiento espacial de los futuros profesores
de matematica
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MODELACION MATEMATICA Y VISUALIZACION EN
LA OPTIMIZACION DE REDES: PROPUESTA DESDE
LA EDUCACION MATEMATICA REALISTA
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En el poster asociado a este documento se presentan los hallazgos derivados de
la revision del estado del arte y la construccion del marco tedrico de una investi-
gacion enfocada en la optimizacion de redes en ingenieria de sistemas. El obje-
tivo es fundamentar tedricamente una secuencia didéactica basada en la Educacion
Matematica Realista (EMR) y la visualizacion matematica. Se expone la brecha
identificada en la literatura sobre la dificultad de los estudiantes para transitar de
situaciones reales a modelos formales. Finalmente, se sintetizan los principios de
resolucion de problemas y optimizacion que sustentan la toma de decisiones téc-
nicas, estableciendo las bases conceptuales para el disefio de futuras intervencio-
nes pedagogicas.

ESTADO DEL ARTE

La revision documental de la investigacion se centro en el proceso de resolucion
de problemas de optimizacion de redes, identificando la modelacion matematica
en ingenieria como eje fundamental para el analisis y la representacion de redes
a través de la teoria de grafos. Se analizaron diversas investigaciones que sugie-
ren que la visualizacién es el eje articulador para comprender la estructura de
los grafos antes de la implementacion de algoritmos.

MARCO TEORICO
El marco de esta investigacion se fundamenta en cuatro ejes fundamentales:

e Resolucidn de problemas. Se adopta la perspectiva de Mason, Burton y
Stacey (2010), enfatizando las fases de Abordaje, Ataque y Revision, lo
que promueve la reflexion del estudiante no solo sobre el resultado final
sino también sobre sus propios procesos de pensamiento.

Melo, N. (2026). Modelacion matematica y visualizacion en la optimizacion de redes:
propuesta desde la Educacion Matematica Realista. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geome-
tria y sus Aplicaciones, 27, 169-170. Bogota, Colombia: Universidad Pedagogica Nacional.



e Modelacion matematica. Es un area de la Educacion Matematica que
facilita el recorrido desde la matematica formal a la realidad, especifi-
camente en la optimizacion de redes con variables estructurales y rela-
cionales. Segiin Alsina (2022), la modelacion matematica da valor al
aprendizaje de la matematica a partir de la practica de lo discursivo, lo
argumentativo y lo de representacion multiple.

¢ Visualizacion matematica. A través del tiempo, seglin distintos autores
que han conceptualizado la visualizacion (e. g., Zimmermann y Cun-
ningham, 1991), esta se debe articular con las diferentes formas de re-
presentacion y modos del pensamiento matematico, lo que desarrolla
destrezas para reproducir ideas de manera numérica, grafica y simbo-
lica.

e Educacion Matematica Realista. Este enfoque didactico tiene como pro-
posito fomentar el aprendizaje de las matematicas mediante la realiza-
cion de tareas enfocadas en contextos y situaciones reales, con lo cual
se facilita el aprendizaje significativo y profundo de los conceptos (Ro-
sas Pérez et al., 2024).
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