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PRESENTACION

En las Memorias del vigésimo sexto Encuentro de Geometria y sus Aplicacio-
nes se recogen escritos que corresponden a presentaciones hechas en el evento
que se llevo a cabo del 19 al 21 de junio de 2024. Algunos de los documentos
son de los invitados a participar en el evento. Los demas, son de aquellas per-
sonas que culminaron con éexito dos procesos: i) la evaluacion de la calidad de
su propuesta, realizada por miembros del Comité Académico, que les dio el
derecho de presentar una comunicacion o un péster en el evento; y ii) la invita-
cion a publicar en las Memorias, y su participacion en el proceso de edicion del
escrito, proceso que culminé favorablemente.

Las presentaciones realizadas (conferencias, cursillos, comunicaciones o poste-
res) versaron sobre tematicas relativas a: geometria en la educacion matematica,
geometria e historia, geometria y otras ramas de la matematica, geometria y
artes, geometria y tecnologia, geometria e inclusion y temas de geometria.

Con esfuerzo, dedicacion y también orgullo, llegamos a esta version del En-
cuentro de Geometria y sus Aplicaciones, cuya trayectoria lo posiciona como
uno de los mas importantes en el area. Es un evento académico de caracter in-
ternacional, que en esta oportunidad fue organizado por la Universidad Peda-
gogica Nacional. Conté con el auspicio de las siguientes instituciones: Univer-
sidad de los Andes, Universidad Sergio Arboleda, Universidad Escuela
Colombiana de Ingenieria Julio Garavito, y Universidad Antonio Narifio.

El proposito del Encuentro ha sido siempre convocar a matematicos, educado-
res matematicos, investigadores, profesores y estudiantes de matematicas o de
educacion matematica para favorecer el intercambio de ideas y experiencias.
Esperamos haber contribuido con la difusion de resultados de investigaciones
en geometria, su didactica y sus aplicaciones; la formacién de estudiantes de
matematicas y de educacion matematica y profesores de primaria, secundaria y
educacion superior en tematicas relacionadas con la geometria, su didactica y
sus aplicaciones; el fomento del estudio de los fundamentos de la geometria, su
filosofia, sus métodos, su historia, su didactica, sus aplicaciones y sus relaciones
con otras ramas de las matematicas.

El selecto grupo de invitados nacionales y extranjeros es garantia del nivel aca-
démico del evento y certeza de que este serd un espacio de mucho aprendizaje.

Perry, P. (ed.) (2024). Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26. Bogota, Colombia: Universidad Peda-
gogica Nacional.



Contamos con la presencia de profesores de reconocida trayectoria académica
de universidades de otros paises, a quienes saludamos: Dra. Maria Teresa Fer-
nandez Blanco de la Universidad Santiago de Compostela (Espafia); Dr. José
Luis Rodriguez de la Universidad de Almeria (Espafia); Dr. Simon Scott de
King’s College, London (Inglaterra) y Juan Pablo Mejia-Ramos de Rutgers Uni-
versity (Estados Unidos). Adicionalmente, de forma virtual nos acompafiaran la
Dra. Ivonne Sandoval de la Universidad Pedagdgica Nacional — Cinvestav (Mé-
xico) y la Dra. Gisela Montiel del Cinvestav (México).

A nivel nacional, estan invitados a participar, con una conferencia o un cursillo,
profesores e investigadores de varias instituciones educativas colombianas cuyo
trabajo académico ha sobrepasado las fronteras de nuestro pais. Estas son: Co-
lombia Aprendiendo, Universidad Antonio Narifio, Universidad de Antioquia,
Universidad de los Andes, Universidad de Narifio, Universidad del Tolima,
Universidad del Valle, Universidad Distrital Francisco José de Caldas, Univer-
sidad Industrial de Santander, Universidad Javeriana, Universidad Konrad Lo-
renz, Universidad Nacional de Colombia, Universidad Pedagogica Nacional,
Universidad Pedagodgica y Tecnologica de Colombia, Universidad Sergio Ar-
boleda, Universidad Surcolombiana.

Comité Organizador
Bogota, junio de 2024
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SHEA ZELLWEGER (1925-2022): CREADOR DEL ALFABETO LOGICO

Arnold Oostra

Universidad del Tolima
noostra@ut.edu.co, aaoostra@gmail.com

La logica proposicional clésica tiene 16 conectivos binarios, como se observa al
definirlos mediante su tabla de verdad. EI norteamericano Shea Zellweger in-
ventd una notacion completa para este conjunto, llamada alfabeto 16gico, en la
que la tabla de cada conectivo esta asociada de forma natural a su signo. Ademas
de estudiar muchas propiedades l6gicas, algebraicas y didacticas de su sistema
de signos, a lo largo de su vida Zellweger construy6 modelos en diferentes di-
mensiones que explicitan muchas simetrias sorprendentes escondidas en la l4gica
elemental.

SHEA ZELLWEGER

Si algin académico contemporaneo merece el adjetivo de transdisciplinar ese
es, sin duda alguna, Shea Zellweger. A lo largo de su carrera actuo en los cam-
pos de la semidtica, la sicologia, la pedagogia y la l6gica matematica. Fue un
creador de signos inteligentes, quien ademas acufié expresiones como semiotica
mateldgica y proceso inter-intra semiotico doble. Los fantasticos titulos de mu-
chos de sus trabajos atestiguan ese caracter transversal (Zellweger, 1991; Clark
y Zellweger, 1993; Zellweger, 1993, 1997a, 1997b, 2003; Saenz-Ludlow y
Zellweger, 2016).

Shea Zellweger nacio en Chicago el 7 de septiembre de 1925. En su juventud
sirvid en el ejercito de los Estados Unidos bajo ordenes del general MacArthur,
en la reconstruccién de Japon después de la Segunda Guerra Mundial. Obtuvo
su titulo de pregrado (Bachelor of Arts), en 1952, de la Universidad de Chicago
y luego su doctorado en Sicologia Experimental en la Universidad Temple, en
Filadelfia. Fue profesor de la Universidad Acadia en Nueva Escocia, Canada, y
de la Universidad Purdue en Indianapolis, Estados Unidos. Desde 1969 hasta
1993 fue profesor y director del Departamento de Sicologia de Mount Union
College, hoy Universidad de Mount Union, en Alliance, Ohio, donde despues
vivio un fructifero retiro. Shea Zellweger murio el 7 de agosto de 2022, un mes
antes de cumplir 97 afos.

Oostra, A. (2024). Shea Zellweger (1925-2022): creador del alfabeto légico. En P. Perry
(ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 3-7. Bogota, Colombia: Universidad
Pedagogica Nacional.


about:blank
about:blank

NOTACIONES PARA LOS CONECTIVOS BINARIOS

En la légica proposicional, un conectivo binario es una particula que permite
combinar dos proposiciones para obtener una nueva. De manera mas técnica,
entonces, se trata de una funcién u operacion binaria en el conjunto de las for-
mulas. En el caso de la légica clasica bivalente, un conectivo se puede repre-
sentar completamente como una operacién binaria en un conjunto con dos ele-
mentos, que representan los valores de verdad. Un conteo sencillo muestra que
hay 16 de tales funciones, si bien algunas de ellas solo dependen de una de las
variables e incluso hay 2 constantes.

En las presentaciones usuales de la logica solo se consideran 4 conectivos, a
saber: conjuncion, disyuncion, implicacion y equivalencia. En cierta forma esto
es suficiente porque, junto con la negacion, ellos permiten determinar todos los
posibles conectivos, incluso los de 3, 4 y mas argumentos. Sin embargo, es ex-
trafio que los demas conectivos reciben poca atencién y algunos de ellos nunca
se distinguen con un signo en particular. Por otro lado, los signos usuales no
guardan una relacion directa con el significado o la definicidn del conectivo.

A lo largo del siglo xx, diferentes 16gicos y matematicos propusieron notacio-
nes alternativas para los conectivos proposicionales binarios. Entre ellas se des-
tacan la notacion de Charles S. Peirce (Garcia, Gomez y Oostra, 2001; Oostra,
2003, 2004), la notacion polaca y la notacion de Carlo Federici.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
VV|/F F F FV VVVFFF FVVV V
VFIF FFVF VFFVVF VFVV V
FV|F FV FF FVFVFV VVFV V
FF\F V FFF FFVFVV VVVF V

O guogo dvonal goagn o

o pbgd cus zno> hypdy x

Figura 1: alfabeto légico de Shea Zellweger

En 1961, trabajando como ascensorista, a Shea Zellweger se le ocurri6 la idea
para su obra maestra y proyecto de vida: el alfabeto I6gico. En la primera etapa,
partiendo del plano cartesiano y asociando V' con los valores positivos y F con
los negativos, construye un cuadrado con las cuatro combinaciones VV, VF, FV



y FF en sus vértices. En tal cuadrado, marca con un punto grueso cada vértice
correspondiente a una combinacién de valores de verdad a la cual el conectivo
le asigna V. En la segunda etapa, a estas figuras intermedias les asocia letras
minuasculas del alfabeto occidental que tienen extremidades en la direccion de
los vértices marcados. Solo hay que afadir tres letras inexistentes en el alfabeto
usual para obtener el sistema de signos para los conectivos proposicionales que
Zellweger creo y bautizo alfabeto l6gico. La figura 1 muestra esta notacion.

Dado que, durante las décadas de 1970 y 1980, todas las revistas matematicas a
donde envid sus trabajos rechazaron sistematicamente la publicacion de los
mismos, Zellweger optd por obtener patentes para su notacién en Estados
Unidos, Canada y Japon. Por fin, en la ultima década del siglo xx, logré sus
primeras publicaciones académicas (Zellweger, 1991; Clark y Zellweger, 1993;
Zellweger, 1993, 1997a, 1997b). A lo largo de todos estos afios Zellweger si
logré establecer contacto directo con notables matematicos, entre los que se
destacan Donald Coxeter y René Thom.

PROPIEDADES Y COMPARATIVA

El alfabeto I6gico goza de muchas caracteristicas notables. Ademas de ser una
notacién para todos los conectivos proposicionales binarios, 1os movimientos
rigidos de los simbolos corresponden a operaciones logicas; por ejemplo, negar
el primer argumento corresponde a reflejar el signo en el eje vertical. Asi, esta
notacion revela de manera natural una enorme cantidad de simetrias presentes
en la l6gica proposicional clasica que dificilmente se pueden observar con otras
notaciones (Granados y Aya, 2010). Por otra parte, el alfabeto l6gico sugiere
propiedades algebraicas de los conectivos y, a partir de ellas, Zellweger propuso
una forma novedosa de calcular los valores de verdad de cualquier formula pro-
posicional, sin necesidad de calcular las tablas de manera explicita (Cardona,
2010).

Por diversas razones se puede considerar que el alfabeto 16gico es superior a
todas las demés notaciones para los conectivos proposicionales binarios. Esta
simbologia es completa para el sistema de conectivos y cada signo corresponde
de manera precisa a la tabla de verdad del respectivo conectivo. Con otras no-
taciones, como la de Peirce, que tienen las caracteristicas mencionadas, el alfa-
beto l6gico comparte toda la simetria de aquellas. Aun en la clasificacion topo-
logica de los signos propuesta en el Seminario permanente Peirce de la
Universidad del Tolima, en 2023, el alfabeto I6gico se catalogdé como una de



las mejores notaciones simétricas. Por fin, una ventaja adicional sobre todas las
otras notaciones de este tipo —excepto la polaca, que no tiene simetria alguna—
es que los simbolos usados tienen nombres propios y, en consecuencia, se pue-
den mencionar.

MODELOS

A lo largo de su vida, Zellweger concibidé maltiples disefios simétricos con los
16 signos del alfabeto 16gico, que a su vez muestran las simetrias de la logica
proposicional que esta notacion revela. Resultaron disefios lineales, planos, es-
paciales y aun en 4 y mas dimensiones, algunos de los cuales se pueden ver en
la figura 2 extraida de (Clark y Zellweger, 1993).

FLIPSTICK LOGIC

o bpdq cnzsus phyd x "% hpdy cuzsn> pbqd o

o pbqd cuszn> hpdy x

Figura 2: disefios simétricos del alfabeto 16gico (Clark y Zellweger, 1993)

Maés alla de tales disefios dibujados en papel, el mismo Zellweger construyo
modelos fisicos para sus bocetos en dimensiones 1, 2 y 3. La mayoria de estas
piezas se conservan en un museo en Los Angeles, California, mientras otras
fueron distribuidas entre sus conocidos. Incluso algunos modelos elaborados
por Zellweger estan en Colombia.

El estudio y la divulgacion de las propiedades maravillosas del alfabeto I6gico
es el mejor tributo que se puede brindar a la sobresaliente vida de su creador, el
magnifico Shea Zellweger.
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UNA ESTRATEGIA DIDACTICA PARA ABORDAR
LA MULTIPLICACION DE NUMEROS REALES

Marcela Rubio y Fernando Fernandez

Universidad Nacional de Colombia, SED Cundinamarca
imrubiop@unal.edu.co, fermat0731@gmail.com

El tema de homotecias se ha incluido en el programa de matematicas de grado
séptimo y usualmente se aborda de manera muy superficial, como transforma-
ciones en el plano. La idea de este articulo es mostrar como se puede aprovechar
el isomorfismo entre el grupo multiplicativo de los nimeros reales y el de homo-
tecias del mismo centro bajo composicion, para ilustrar y evidenciar las propie-
dades de la multiplicacion de los nimeros reales. Las homotecias pueden ser usa-
das como una herramienta pedagdgica pertinente y motivante para estudiar la
multiplicacién de los niUmeros reales y sus propiedades.

INTRODUCCION

En la matematica escolar, desde los primeros grados, se desarrolla el pensa-
miento espacial, se estudian las figuras, sus relaciones y propiedades geometri-
cas y metricas, que estan ligadas con el uso y manejo de los nimeros. Un ejem-
plo de estas relaciones entre figuras es la semejanza, relacion que conserva
forma, e involucra razones y proporciones numéricas.

Es usual en el aula que en la ensefianza de las propiedades de la multiplicacion
se utilicen ejemplos de que estas propiedades se cumplen en los diferentes con-
juntos numericos, pero no se justifican. La gran mayoria de las veces se enun-
cian las propiedades y se ilustran con una serie de ejemplos, pero a muchos
estudiantes se les dificulta entender dichas propiedades.

Es de gran ayuda para los estudiantes ilustrar las propiedades de la multiplica-
cion mediante el uso de relaciones geomeétricas que permitan evidenciarlas y a
la vez entenderlas. En este escrito se presenta una propuesta, donde una forma
de evidenciar las propiedades de la multiplicacién de numeros reales es a traves
del trabajo con las homotecias, en particular las homotecias con un centro fijo.

Esta propuesta se encuentra en el mismo espiritu de trabajos como “Ilustracion
de algunas relaciones existentes entre las propiedades geométricas del plano y

Rubio, M. y Fernandez, F. (2024). Una estrategia didactica para abordar la multiplicacién de
numeros reales. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 9-21.
Bogota, Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.
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las propiedades y operaciones de los nimeros reales” (Rivera, 2011) y “Defini-
cion geométrica de la multiplicacion de reales utilizando homotecias” (Pefia,
2011), los cuales presentan una definicion geométrica de la multiplicacion de
numeros reales que permite poner en evidencia sus propiedades, aungue no pre-
sentan ideas concretas que orienten el trabajo pedagdgico y didactico en el aula.

En Fernandez (2018) se encuentran el disefio y los resultados de la implemen-
tacion de una propuesta didactica que aborda la direccion mencionada y que se
desarrollé con estudiantes de grado octavo, aprovechando que en grado séptimo
se trabajaron las transformaciones en el plano. Es importante resaltar que desde
la basica primaria se introducen los conceptos de semejanza, razon, proporcio-
nalidad y las propiedades de las operaciones en diferentes conjuntos numericos
y el trabajo con las homotecias permite dar un sentido méas dindmico a todos
estos conceptos. A traves de esta propuesta se enriquecen temas y procesos de
los diferentes pensamientos, como se plantea en la siguiente cita del Ministerio
de Educacion Nacional.

Cada conjunto de recursos, puestos en escena a través de una situacion de apren-
dizaje significativo y comprensivo, permite recrear ciertos elementos estructura-
les de los conceptos y de los procedimientos que se proponen para que los estu-
diantes los aprendan y ejerciten y, asi, esa situacion ayuda a profundizar y
consolidar los distintos procesos generales y los distintos tipos de pensamiento
matematico. En este sentido, a través de las situaciones, los recursos se hacen
mediadores eficaces en la apropiacion de conceptos y procedimientos basicos de
las matematicas y en el avance hacia niveles de competencia cada vez mas altos.
(MEN, 2006)

La propuesta de abordar la multiplicacion de numeros reales desde el trabajo
con las homotecias de igual centro, ademas de ilustrar las propiedades basicas
de la multiplicacion, facilita la comprension de diversas nociones como las le-
yes de los signos, proporcionalidad y semejanza, estudio de diferentes transfor-
maciones en el plano, entre muchas otras, facilitando su comprension y apro-
piacion. Por otra parte, la interaccion entre las areas de la geometria y la
aritmética proporcionan una experiencia integradora dentro de las matematicas.

HOMOTECIAS

En esta seccidn se hace una breve presentacion de las homotecias como trans-
formaciones del plano y sus principales propiedades, tomando como referencia
la exposicion que Georges Papy hace de este tema en Papy (1968).

10



Definicion 1. Una transformacion del plano I1, es toda funcion f que hace co-
rresponder a cada punto A de IT exactamente un punto A° de I1. f: 11 — I1. Dado
X € I1, decimos que X es un punto fijo de f si y solo si f(X) = X (véase figura

1).
S \0

Y
Figura 1: transformacion f: 11 — I1. A, B, C, D y E son puntos fijos de f

Algunas transformaciones especiales son:

e Latransformacion f tal que f(X) = X, paratodo X de II, recibe el nom-
bre de transformacion idéntica y se nota 1.

e Latransformacion g tal que g(X) = C, paratodo X de II, recibe el nom-
bre de transformacion constante a C.

Definicion 2. Para cada punto C del plano I1, una homotecia de centro C es una
transformacion h: IT — I1 determinada por las flechas (C, h(C) = C) que llama-
mos bucle y (P, h(P)), donde C, P y h(P) son colineales (véase figura 2).

h(p)

C

Figura 2: definicion de homotecia h de centro C

De modo que para hallar la imagen h(X) de un punto X de IT por la homotecia
h se procede de la siguiente manera.

Caso I. Si X no pertenece a la recta CP (véase figura 3):

(1) se traza la recta CX,
(2) se traza la recta PX,

(3) se traza una recta m por h(P) tal que m y larecta PX sean paralelas, luego, la imagen
h(X) es el punto de interseccion de las rectas my CX
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Figura 3: imagen h(X) por la homotecia h (caso I)
Caso Il. Si X pertenece a la recta CP (véase figura 4):

(1) se busca h(E) para un punto arbitrario E que no pertenece a la recta CP, como se des-
cribié en I,
(2) con (C,C)y (E,h(E)) se busca la imagen de X, como se describio en caso |.

h(P

Figura 4: imagen h(X) por la homotecia h (caso II)

Observacion: en la figura 5 se puede ver que la construccion no depende del
punto E escogido.

Figura 5: homotecia h

Ejemplo 1. La imagen de una recta por una homotecia es una recta. Sean los
puntos P, Q y R que pertenecen a la recta m y la homotecia h de centro C deter-
minada por las flechas (C, C) y (P, h(P) = P) (véase figura 6).
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Figura 6: imagen de una recta por una homotecia

Si se determinan las imagenes de todos los puntos que estan en la recta m por
la homotecia h, estas quedan en la recta n.

Ejemplo 2. Sea laimagen de un tridngulo de vértices P, T y R por una homotecia
h de centro C, tal que h(P) = Q En lafigura 7, se puede observar que las rectas
PQ, RSy TU son concurrentes en C, laimagen del triangulo PTR es el triangulo
QUS y estos dos triangulos tienen los lados correspondientes paralelos. Obser-
vamos una ampliacién del tridngulo original.

Figura 7: imagen de un triangulo por h

Observacion: si los puntos C, Py Q son colineales tales que C y P son distintos,
entonces existe una y solo una homotecia h de centro C tal que h(P) = Q.

Homotecias particulares
Se consideran dos casos de homotecias particulares.

Caso I. Sea h una homotecia de centro C, determinada por las flechas (C,C) y
(P, P), es decir, h(P) = P. Se obtiene que todas las flechas de la homotecia son
bucles, todos los puntos de IT quedan fijos. Esta homotecia es la transforma-
cion identidad, h = 1.
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Caso Il. Sea g una homotecia de centro C, determinada por las flechas (C,C) vy
(P, (), es decir, g(P) = C. Al construir otras flechas de esta homotecia se ob-
serva que todas las flechas llegan al centro de la homotecia (véase figura 8); g
es la homotecia constante a C.

Figura 8: homotecia constante a C

Observacion: el centro de toda homotecia no identica es su Unico punto fijo.

Homotecias no constantes

Sea h una homotecia no constante de centro C, P un punto diferente de C y
h(P) = Q. Como la homotecia h no es constante, entonces C y Q son distintos.

Si Q = P, entonces h = 1, la homotecia identidad.

Si Q y P son distintos, entonces h es una homotecia no constante, que no es la
identidad. Por ejemplo, la que se presenta en la figura 9.

(0 LN

' Q P

Figura 9: homotecia h no constante

COMPOSICION DE HOMOTECIAS DE IGUAL CENTRO

Definicion 3. Si f y h son homotecias de centro C, llamamos composicion de f
y h a la transformacion que se nota f - h y actla sobre cada punto X de la
siguiente manera:

(f - H&X) = f(hX)),

es decir, primero se busca la imagen de X por h : h(X), y luego se busca la
imagen de h(X) por f: f(h(X)).
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Dadas dos homotecias f y h de centro C, para hallar f - h surgen dos casos:

Caso I. Alguna de las homotecias es constante. Si h es constante, es decir,
h(P) = C para cada punto P del plano (véase figura 10, f verde y h roja).

Figura 10: f - h, con h constante

h(X) = C, luego f(h(X)) = f(C) = C, es decir, (f = h)(X) = C para cada
punto X del plano, porlotanto f - h = h.

Si f es constante, es decir, f(R) = C para cada punto R del plano (véase figura
11, f verde y h roja).

h(P)

(

h(X)
Figura 11: f - h, con f constante

La imagen de X por h es h(X), luego f(h(X)) = C, es decir, (f - h)(X) =C
para cada punto X del plano, porlotanto f - h = f.

Conclusion: Si f'y h son homotecias de centro C y alguna de ellas es constante
a C, entonces f - hes lahomotecia constante a C.

Caso Il. f (en verde) y h (en rojo) son homotecias no constantes (véase figura
12).
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Figura 12: ejemplos de f - h, con f'y h no constantes

Conclusion: Si f'y h son homotecias de centro C, entonces f  h es una homo-
tecia de centro C. Ademas, se tienen las siguientes observaciones:

e Si f y h son homotecias de centro C, entonces f - h es constante si y
solo si alguna de ellas es constante.

e La compuesta de dos homotecias no constantes de centro C es una ho-
motecia no constante de centro C.

e Lacomposicion de homotecias de centro C es asociativa. Si f, gy h son
homotecias de centro C, entonces (f = g) - h=f ° (g ° h). Basta
notar que para cada punto X en IT se tiene:

((f = 9) - HX)=( - 9*X) = fgr(X))y
(f < (g ° W)X =g - W) = f(gh(X))).

e Lacomposicion de homotecias de centro C es conmutativa. Si f 'y h son
homotecias de centro C, entonces f - h=h - f. Se puede ver un
ejemplo en la figura 13 para las homotecias de centro C, f (enrojo)y h
(en verde).
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Figura 13: conmutatividad de la composicion: f e h=h ° f

e 1 es el elemento identidad en la composicion de homotecias de centro
C. Para toda homotecia h de centro C, se tiene 15 e h=h=h ° 1.
Note que si X es un punto en II, entonces

(h » IpX) = (In » H(X) = 1 (h(X)) = h(X).
e Si h es una homotecia no constante de centro C, entonces A~ es una
homotecia no constante de centroCyh™ « h=15=h - h™! (véase
figura 14).

Figura 14: homotecias inversas

Conclusion: Si notamos H al conjunto de homotecias no constantes de centro
C, del trabajo ya realizado se obtiene que H es un grupo abeliano bajo la com-
posicion, es decir (H,. , ° ) es un grupo abeliano.

HOMOTECIAS Y PRODUCTO DE NUMEROS REALES

Sea [ la recta que pasa por los puntos distintos C y U de II. Sabemos que se
puede establecer una biyeccion entre los puntos de una recta y el conjunto de
numeros reales, llamemos a a la biyeccion de [ en el conjunto de los nimeros
reales tal que a(C) =0y a(U) =1, es decir, 0 es la abscisade Cy 1 es la
abscisa de U. Asi, a cada punto de [ le corresponde un Unico namero real y
viceversa (véase figura 15).
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ooﬁ
AﬂQ

4 c 1

Figura 15: recta graduada

Definicion 4. Para cada homotecia h de centro C, tal que h(U) = A, donde
a(C) =0y a(U) =1, diremos que la razén de h es la abscisa de A y lo nota-
remos r(h) = a(A).

Ejemplo 3. Para determinar la razon de la homotecia h de centro C que se ob-
serva en la figura 16, note que a(C) =0y a(U) = 1, donde h(U) = A. Asi,
como a(A) = 3, entonces r(h) = 3.

{ I e, OO,
0 1 2 3 y]

Figura 16: razén de h

Ejemplo 4. Sea g una homotecia de centro C, tal que g(P) = @Q, como se ob-
servaen la figura 17. Al construir la imagen de U por la homotecia g se obtiene
a(g(U)) = -2, porlotanto r(g) = —2.

Figura 17: razén de g

Observacion: la funcién razon r es una biyeccidn entre el conjunto de homote-
cias no constantes de centro C: H. Yy el conjunto de los nimeros reales diferentes
de 0.

A continuacion, se presenta la relacion que tiene la razén de una homotecia con
respecto a las abscisas de otros puntos de la recta.

Ejemplo 5. Sea k una homotecia de centro C tal que (k) = 3, como se presenta
en lafigura 18. Se observa que a(E) = —1y a(F) = 4 luego, al determinar las
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iméagenes de los puntos E'y F por la homotecia k se obtiene que a(k(E)) = —3
ya(k(F)) = 12.

Figura18:r(k) =3

Ejemplo 6. Sea j una homotecia de centro C, tal que r(j) = —% Ccomo se pre-

senta en la figura 19. Se observa que a(M) = —6, a(N) = =2 y a(P) =5,
luego al determinar las imagenes de los puntos M, N y P por la homotecia j se

obtiene que a((M)) =9, a((N)) =3y a(j(P)) = —175.
N /C// le P

1

Figura 19: razon =3/,

De los ejemplos anteriores se puede observar que la razén de una homotecia
multiplica las abscisas de los puntos, es decir, si h es una homotecia de centro
C con razén ry X un punto de la recta [ (recta graduada), entonces se tiene que

a(h(X)) =7-a(X).

En los ejemplos que presentamos a continuacion se estudia la relacion que hay
entre las razones de dos homotecias y la de su compuesta.

Ejemplo 7. Si f y h son homotecias de centro C, con r(f) = 2y r(h) = 4, al
construir f - h, en la figura 20 se puede observar que r(f - h) = 8 = 2

4=r() r).
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Figura20: r(f = h)

Ejemplo 8. Si j y n son homotecias de centro C, con r(j) = —% yr(n) = —10, de
la figura 21 se observaque r(j - n) =5 = —%- (=10) = r(j) - r(n).

Figura2l:r(j - n)

Conclusién: Sean las homotecias de centro C, f (en rojo) y h (en verde), tales
que r(f) = sy r(h) = t, como se presenta en la figura 22. De los ejemplos
anteriores podemos observar que larazonde f - hess - t, es decir, larazon de
la compuesta de dos homotecias de igual centro es igual al producto de sus ra-
zones:r(f « h)y=s-t=r(f) - r(h).

Figura22: r(f - h)
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Retomando el trabajo realizado se tiene que (H,.,° )y (R — {0}, -) son grupos
abelianos, la funcién razén r: Hc - R — {0} es biyectiva 'y r(f) - r(h) =
r(f - h), de lo que podemos concluir que r es un isomorfismo de grupos
abelianos. Este isomorfismo r es el encargado de transferir las propiedades de
(H.,°) al producto de nimeros reales y el que facilita la visualizacion de las
propiedades de la multiplicacion de los numeros reales, cuando se realiza el
trabajo en el aula.
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Esta revision presenta una reflexion sobre la ley del paralelogramo y sus variantes
en espacios de Banach. La ley del paralelogramo es una propiedad geométrica
fundamental que caracteriza a los espacios de Hilbert dentro de la clase mas am-
plia de espacios de Banach. A través de esta revision, se examina el marco teorico
subyacente, los principales resultados obtenidos por diversos autores y las cone-
xiones con otros conceptos en analisis funcional y geometria de espacios de Ba-
nach.

INTRODUCCION

Los espacios de Banach son una clase fundamental de espacios normados en
analisis funcional, tienen numerosas aplicaciones en diversas areas de las mate-
maticas, la fisica y en los Gltimos afios han cobrado un especial interés por sus
aplicaciones en el machine learning. Dentro de esta clase, los espacios de Hil-
bert ocupan un lugar privilegiado debido a su rica estructura geométrica y alge-
braica. Una propiedad clave que distingue a los espacios de Hilbert de los demas
espacios de Banach es la ley del paralelogramo, una condicion geométrica que
relaciona la norma de la suma y diferencia de dos vectores con las normas de
los vectores.

Esta revision se centra en el estudio de la ley del paralelogramo y sus variantes
en espacios de Banach. Se examinaran los principales resultados teoricos, asi
como las aplicaciones y las conexiones con otros conceptos en analisis funcio-
nal y geometria de espacios de Banach. Se comienza con una introduccion al
concepto de espacios de Banach y la definicion formal de la ley del paralelo-
gramo. Luego, se presentan resultados clave, como el teorema de James, que
establece la equivalencia entre ser un espacio de Hilbert y satisfacer la ley del
paralelogramo en cada subespacio bidimensional. Luego se presentan los espa-
cios uniformemente convexos y se muestra que un espacio que satisfaga la ley
del paralelogramo es uniformemente convexo. Se exhibe como la convexidad
uniforme enlaza propiedades geométricas con propiedades topologicas.

Salas-Brown, M. (2024). Espacios de Banach y la ley del paralelogramo. En P. Perry (ed.),
Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 23-34. Bogota, Colombia: Universidad Pe-
dagdgica Nacional.



Ademas, se analizan los espacios L, de sucesiones y L,de funciones, donde si
bien la ley del paralelogramo no se cumple en su forma original, existen de-
sigualdades que relacionan la norma de la suma y diferencia de vectores con las
normas de los vectores. Se exponen dos propiedades geomeétricas adicionales
de los espacios de Banach, que de una forma u otra “miden” qué tan “lejos” esta
un espacio de Banach de satisfacer la ley del paralelogramo, estas propiedades
son el tipo y el cotipo. Finalmente, se muestra como se usa el cotipo para la
solucién del problema de la clase perturbacidn para operadores semi-Fredholm.

LA LEY DEL PARALELOGRAMO

En matematicas, la ley del paralelogramo (véase figura 1) es una ley fundamen-
tal que pertenece a la geometria elemental. Esta ley también se conoce como
identidad del paralelogramo y establece que la suma de los cuadrados de las
longitudes de los cuatro lados de un paralelogramo es igual a la suma de los
cuadrados de las longitudes de las dos diagonales. En la geometria euclidiana,
es necesario que el paralelogramo tenga lados opuestos iguales.

A B

D C

Figura 1: ley del paralelogramo

Si ABCD es un paralelogramo, entonces AB = DC y AD = BC. Entonces,
segun la definicion de la ley del paralelogramo, se establece como:

2(AB)? + 2(B(C)? = (AC)? + (BD)?.

En caso de que el paralelogramo sea un rectangulo, se obtiene el famoso teo-
rema de Pitagoras, el cual se enuncia como:

(AB)? + (BC)? = (AC)2.

Esto se debe a que, en un rectangulo, las dos diagonales tienen longitudes igua-
les, es decir, AC = BD.
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ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO Y ESPACIOS NORMADOS

Un producto interno es una operacién binaria definida sobre un espacio vecto-
rial que asigna un numero real a cada par de vectores. Formalmente, dado un
espacio vectorial X sobre un campo K (por ejemplo, los nimeros reales o com-
plejos), un producto interno es una funcion (-,-): X x X — K que satisface las
siguientes propiedades para todos los vectores x, y,z € K y todo escalar « € K:

e simetrico conjugado: (x,y) = (y, x),
e lineal: (ax + z,y) = alx,y) + (z,y),
e definido positivo: (x,x) = 0,y (x,x) = 0siysolosix = 0.

El producto escalar estandar en el espacio euclidiano R™ es un ejemplo clasico
de producto interno. Esto es, si x = (x4,...,x,) YV = (¥4,...,Yy) SON elemen-
tos de R™, entonces (x,y) = i, x;; €S un producto interno sobre R™. Si (,-)
es un producto interno sobre un espacio vectorial X, entonces el par (X, (-,-)) se
denomina espacio con producto interno.

Los espacios con producto interno pueden ser vistos como generalizaciones de
los espacios euclidianos. Estos espacios retienen muchas de las propiedades
geomeétricas y algebraicas familiares de los espacios euclideos, como la nocion
de angulos entre vectores, proyecciones ortogonales, y bases ortonormales. Sin
embargo, los espacios con producto interno permiten una mayor abstraccion y
generalizacion, lo que los hace utiles en diversas areas de las matemaéticas y la
fisica.

Por otro lado, una norma en un espacio vectorial X es una funcion || .|: X - R
tal que satisface las siguientes propiedades:

e NO negativa: ||x|| = 0 paratodo x € X,y |[x|| = 0 siysolosix =0,
e homogénea: ||ax|| = |a]||x|| para todo escalar a y vector x,

e desigualdad triangular:||x + y|| < ||x|| + ||y|| para todos los vectores
x,V.

Si || .|| es una norma sobre un espacio vectorial X, entonces el par (X, || .||) se
denomina espacio normado. Por ejemplo, para Ry 1 < p < oo la aplicacion

1 .
lxll, = {1 1x: 1P} /p es una norma sobre R™ denominada la norma p. Una
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norma generaliza la nocion de distancia euclidea y también induce una topolo-
giaen un espacio vectorial, lo que permite definir conceptos como convergencia
de secesiones, continuidad de funciones, y muchas otras ideas fundamentales
del analisis.

Existe una estrecha relacion entre un producto interno y una norma, en el sen-
tido que, dado un producto interno {.,.) en un espacio vectorial X, se puede

definir una norma asociada de la siguiente manera ||x|| = 4/{x, x). Esta norma,
se denomina norma inducida por el producto interno. Por ejemplo, la norma
sobre R™inducida por el producto interno (x,y) = Y-, x;y; €S |lx| =
{Z?zllxilz}l/z la cual se denomina norma euclidea y coincide con la norma p
parap = 2.

En un espacio normado, el enunciado de la ley del paralelogramo (véase figura
2) es una ecuacion que relaciona normas:

lx + ylIZ+1lx = ylIZ =21 + Iy lI?)
paratodo x,y € X.

X
Figura 2: ley del paralelogramo en espacios normados
La ley del paralelogramo es equivalente al enunciado aparentemente mas débil
2(l1x 12 + Iyl + yll? + llx — ylI?
para todo x,y € X, porque la desigualdad inversa se puede obtener de ella sus-
tituyendo %(x + y) por x, y %(x — y) por y, y luego simplificando. Con la
misma prueba, la ley del paralelogramo también es equivalente a:
lx + yII2+1lx = vl <2(1x1* + Iy ll*)
paratodo x,y € X.
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Dado que todo producto interno induce una norma, se tiene que todo espacio
con producto interno es un espacio normado. La norma que induce el producto
interno satisface la ley del paralelogramo, esto es, si (X, (-,+)) €s un espacio con
producto interno, la norma inducida verifica

lx + w12+ llx — yl1*=2(1x]1* + 1y11*).

Entonces una manera de saber si una norma no proviene de un producto interno
es verificando que no satisface esta ley. Por ejemplo, si consideramos R™ con
la norma p, con 1 < p < ooy p # 2, entonces para x = (1,1,0,...,0),y =
(1,—1,0...,0), se tiene que [Ix|l,, = [lyll, = 2*/?, pero

Ix+yllp = llx=yll, = 2.

Por tanto, no se verifica la ley del paralelogramo, con lo cual no existe un pro-
ducto interno sobre R™ tal que la norma inducida coincida con la norma || . [[,,.

LA LEY DEL PARALELOGRAMO EN ESPACIOS DE BANACH

Los conceptos de espacio de Banach y de espacio de Hilbert son conceptos fun-
damentales en el analisis funcional, una rama del analisis matematico que estu-
dia los espacios vectoriales con estructuras adicionales. EI concepto de espacio
de Hilbert fue introducido por el matematico aleman David Hilbert (1904). Poco
después, el matematico polaco Stefan Banach en su tesis doctoral (1920) am-
plifico este concepto, definiendo lo que hoy dia se conoce como espacios de
Banach.

Un espacio de Banach es un espacio normado tal que toda sucesiéon de Cauchy
(una sucesion en la que los términos se vuelven arbitrariamente cercanos) con-
verge a un elemento del mismo espacio. Un espacio de Hilbert es un espacio
con producto interno que es de Banach con la norma inducida por el producto
interno. Por ejemplo, R™ con el producto interno definido por el producto esca-

lar es un espacio de Hilberty (R™, || . ||, ) es de Banach.

La completitud es una propiedad crucial que distingue a los espacios de Banach
de otros espacios normados. Garantiza que ciertas operaciones, como la inte-
graciony las series, puedan realizarse de manera consistente dentro del espacio.

Dado que todo producto interno induce una norma, se tiene que todo espacio de
Hilbert es Banach. Para que un espacio de Banach X sea isométricamente iso-
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morfo a un espacio de Hilbert es necesario y suficiente que la ley del paralelo-
gramo se satisfaga. Este resultado fue demostrado por Jordan y Neumman
(1935) y formalmente se enuncia de la siguiente manera:

Un espacio de Banach (X, || .||) es un espacio de Hilbert siy solo si para todos
los vectores x, y € X, se cumple:

lx + ylI* +llx = w2 =2(lxI* + 1.

La demostracion de este resultado hace uso de las identidades de polarizacion
las cuales establecen que si (X, (-,-)) es un espacio con producto interno enton-
ces

o (x,¥) =1/4[llx + y|I*> — |lx — ylI*], si X es real,

o Re(x,y) = 1/4[llx + yII*> — llx — ¥I?], Im(x,y) = 1/4[llx + iy||*> —
lx — iy||?], si X es complejo.

Un resultado fundamental debido a James (1964) establece que un espacio de
Banach es un espacio de Hilbert si y solo si cada uno de sus subespacios bidi-
mensionales es un espacio de Hilbert. Esto significa que la ley del paralelo-
gramo se cumple en todo el espacio si y solo si se cumple en cada subespacio
bidimensional. Formalmente, si X es un espacio de Banach, entonces las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

e X es un espacio de Hilbert.

e Para cada subespacio Y € X de dimension 2, la restriccionde || - ||aY
satisface la ley del paralelogramo.

Este teorema resalta la importancia de los subespacios bidimensionales en el
estudio de la ley del paralelogramo y proporciona una caracterizacion util de los
espacios de Hilbert.

Espacios uniformemente convexos

Un espacio de Banach uniformemente convexo es un espacio de Banach con
una propiedad adicional de convexidad uniforme. Esta propiedad implica que,
si dos vectores en el espacio estan suficientemente lejos de ser paralelos, enton-
ces el punto medio del segmento que los une esté estrictamente mas cerca del
origen que cualquiera de los vectores. Estos espacios tienen propiedades geo-
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métricas y topoldgicas interesantes, como la existencia de proyecciones métri-
cas y la validez del teorema de punto fijo para ciertas clases de aplicaciones no
expansivas. El concepto de convexidad uniforme (véase figura 3) fue introdu-
cido por primera vez por James A. Clarkson (1936).

Formalmente, un espacio de Banach X se dice que es uniformemente convexo
si paracada 0 < e < 2, existeun § > Otal quesix,y € X con ||x|] < 1,

llyl] < 1y]|lx — y|| = &, entonces ”%” <1-—26.

Figura 3: convexidad uniforme

Es decir, dados cualesquiera dos elementos x, y en la bola unidad de X cerrada
y centrada en el origen, separados por una distancia superior a €, el punto medio
del segmento que los une cae siempre en el interior de la bola, a una distancia
no inferior a § de la frontera de esta.

El ejemplo més inmediato de un espacio uniformemente convexo es un espacio
de Hilbert. En efecto, dado que la norma inducida por el producto interno satis-
face la ley del paralelogramo, se tiene que

2 — 2 2 2
=21 220 =200+ 150)

Con lo cual,

2 2
i | 2 2 _”u”
I=2[ =5 ann? + s - =2

en tal sentido, si ||x|] < 1,[|l¥|| < 1y]||lx — y|| = ¢, entonces

2 € 2

||x+y

De aqui obtenemos
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(o -6

La convexidad uniforme es una propiedad geométrica de la norma, en el sentido
que si (X, || .]l1) es un espacio uniformemente convexoy || .||, es otra norma
sobre X equivalente a || . ||, entonces no necesariamente (X, ||.||,) es unifor-
memente convexo. Una propiedad topoldgica es una propiedad que si
(X, || .]l,) satisface dicha propiedad y || .||, es otra norma sobre X equivalente
a|l.|l;, entonces (X, ||.||,) también satisface dicha propiedad, un ejemplo de
propiedad topoldgica es ser reflexivo. Los espacios uniformemente convexos
permiten enlazar propiedades geométricas y propiedades topologicas de los es-
pacios de Banach de una forma muy elegante, y es un ejemplo de algo poco
comun, que una propiedad geométrica implique una propiedad topoldgica, en
el sentido que todo espacio uniformemente convexo es reflexivo. Este hecho
fue demostrado por primera vez por Milman (1938) y luego por Pettis (1939)
de forma independiente. Una demostracion de este resultado puede ser consul-
tada en el texto de Brezis (1984).

Un concepto que ayuda en el estudio de la convexidad uniforme es el del lla-
mado maédulo de convexidad, el cual se define como la funcién

8x:[0,2] = [0,1]

|lx + yll
2

E'—>5x(6)=inf{1— =|IXIISL|I}’|ISLIIX—YII26}

y se demuestra lo siguiente: X es uniformemente convexo si y solo si

€e>0=084()>0
La ley del paralelogramo también permite caracterizar los espacios de Hilbert
mediante el mddulo de convexidad: X es un espacio de Hilbert si y solo si

2

€
x(©=1- [1-7 0<es2

lo que significa que en un espacio de Hilbert el modulo de convexidad es cons-
tante en cada uno de sus subespacios bidimensional.
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Espacios [,

Los espacios [,, para 1 < p < o, son espacios de sucesiones de nimeros reales
o complejos x = (x,)nen tales que Ypenlx, [P < oo, los espacios L, dotado con
la norma ||x||, = {3 enl %, P }/Pson ejemplos importantes de espacios de Ba-
nach. En estos espacios, para p # 2, la ley del paralelogramo no se cumple, en
efecto, si tomamos x = (1,1,0,...),y = (1,—1,0...), entonces ||x||, =
Iyll, = 21/P pero ||x + yllp = llx — yll, = 2 (véase figura 4). Por tanto, no se
verifica la ley del paralelogramo, y por tanto(lp, Il . IIP) para p # 2 no es de
Hilbert.

1+ o o x=(1,1,0,.) 1 x+y=(20,0,.)

Figura 4: Puntos en [,

Sin embargo, existen resultados que relacionan propiedades de la norma con
variantes atenuadas de dicha ley. Uno de los primeros resultados en esta direc-
cion fue obtenido por Clarkson (1936), quien demostrd que en los espacios 1,

conl < p < 2,secumple la siguiente desigualdad:
20D (1xllp + Iy l15) < llx + yII5 + llx =I5 < 2(lxl5 + llyllp)

Esta desigualdad se conoce como la desigualdad de Clarkson y es una version
débil de la ley del paralelogramo, ya que la igualdad se cumple solo en el caso
p = 2 (espacio de Hilbert). Clarkson también demuestra que para 2 < p < o
se cumple que:

2(lxllp + Nyllp) < llx + yllp + llx = yll5 < 2@=D(lxlp + Iy lp)-

Estos resultados muestran que, aunque la ley del paralelogramo no se cumple
en los espacios L, conp # 2, existen cotas superiores e inferiores que involu-

cran potencias de 2 y que se ajustan a medida que p se acerca a 2.
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Espacios L,

Paral < p < oo, el espacio de Banach L, (0,1) o L, consiste (salvo en igual-

dad en casi todas partes) de las funciones medibles f definidas sobre (0,1) tales
1/
que [|f]l, = (follf(t)lpdu(t)) ’ < oo donde u denota la medida de Lebesgue

sobre (0,1). El espacio (Lp, l| . ||p) es de Banach. La primera desigualdad de
Clarkson establece que para todo f,g € L, con 2 < p < oo se cumple que

Hf+g
2

P
52 =5 e+ ngng)
p 14

La desigualdad de Clarkson es usada para demostrar que L, para2 < p < oo s
uniformemente convexo. En efecto, sean € > 0, f, g € L, tales que ||f||§ <1
y ||g||§ <1y |If —gll, = €, entonces de la desigualdad de Clarkson se tiene
que

540, <1 )

1
N f+g _ e\Py /P
Asi ”T”p <1-4,donded =1— (1 — (5) ) > 0.
Para 1 <p < 2 también es cierto que L, es uniformemente convexo, y esto es

consecuencia de la segunda desigualdad de Clarkson que establece que para
todo f,g € L, con 1 <p < 2 se cumple que

222+ 152 < G+ 2ugng)
2 lly 2 p— 2 14 2 g p !

donde3+l =1.
p q

Tipo y cotipo de un espacio de Banach

Otra propiedad geométrica importante y clasica de los espacios de Banach es el
tipo y cotipo. El tipo y cotipo de un espacio de Banach estan estrechamente
relacionados con la convexidad uniforme (Lindenstrauss y Tzafriri, 2013). Un
espacio de Banach se dice que es de tipo p para algin 1 <p < 2 (resp. de
cotipo g para algin 2 < g < oo) si existe una constante M > 0 tal que para

toda coleccion finita (xj);,l:lde elementos de X se tiene que

32



n

PRAGE:

j=1

n 1/p
dtSM( ||xj||”>
j=1
n 1/a
dtSM1< ||xj||q>
j=1

donde (r;,) es la sucesion formada por las funciones de Radamacher las cuales
se definen por r,(t) = sgn(sen(Z"nt)). Para mas detalles acerca de las fun-
ciones de Radamacher se puede consultar el texto de Albiac y Kalton (2006).

[

resp.

n

z 1 (D)

j=1

[

Por ejemplo, es bien sabido que el espacio L,, 1 <p < oo, es de tipo
min{ 2, p} y cotipo max{ 2, p} (Lindenstrauss y Tzafriri, 2013). Ademas, cual-
quier espacio de Hilbert es de tipo 2 y cotipo 2 debido a la identidad del parale-
logramo. El reciproco de lo anterior también es cierto, cualquier espacio que sea
simultaneamente de tipo 2 y cotipo 2, es isomorfo a un espacio de Hilbert, este
resultado fue demostrado por Kwapien (1972). Por lo tanto, las nociones de tipo
y cotipo miden cuan mal se comporta la identidad del paralelogramo, es decir,
cuan lejos esta un espacio de Banach de ser un espacio de Hilbert.

Todo reticulo de Banach de cotipo 2 satisface otra propiedad geométrica rela-
cionada con la existencia de subespacios isomorfos a [,, esta propiedad se de-
nomina la propiedad de Orlicz. Se dice que un espacio X satisface la propiedad
de Orlicz si cada sucesion (x,) semi-normalizada (acotada y inf{||x,||} > 0)
y debil nula (que converge débilmente a 0) en X tiene una subsucesion (xnk)
que satisface una 2-estimacion inferior, es decir, si existe una constante C > 0
tal que, para cada sucesion de escalares (ay),

o 1/2
>C (Zlak|2> .

k=1

o)

k=1

Gonzélez y Salas-Brown (2010), utilizan la propiedad de Orlicz para mostrar
una solucidn positiva al problema de la clase de perturbacion para operadores
semi-Fredholm. Este problema fue planteado por Gohberg et al. (1967) y con-
siste en determinar si la clase perturbacion de los operadores semi-Fredholm
superior y la clase de perturbacion de los operadores semi-Fredholm inferior
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coinciden con la clase de operadores estrictamente singulares y la clase de los
operadores estrictamente cosingulares, respectivamente.
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La vision dominante hoy en dia en la matematica identifica el continuo con los
numeros reales y desde alli aborda las distintas ramas de la geometria y el anali-
sis. Presentamos un modelo para el continuo tal como fue teorizado por C. S.
Peirce, en el que la nocién de “punto” desaparece, indicando cémo surgen en ese
modelo algunas nociones fundamentales de la geometria y del calculo desde una
perspectiva infinitesimal muy diferente, sin embargo, al analisis no-estandar.

VISIONES DEL CONTINUO

Dos versiones borgianas del infinito

La fascinacion de Borges por el tema del infinito, que va desde el analisis de las
paradojas de Zendn hasta las teorias del transfinito en Cantor, lo lleva a volver
sobre el tema de manera insistente en su obra. Aqui, quiero detenerme a sefialar
que hay dos visiones del infinito que surgen de sus cuentos, que desde un punto
de vista “geomeétrico” son radicalmente distintas.

La primera vision es la del Libro de Arena, publicado en1975. Borges imagina
coémo seria un libro infinito, inagotable y cambiante:

Me dijo que su libro se llamaba el Libro de Arena, porque ni el libro ni la arena
tienen ni principio ni fin.

Me pidi6 que buscara la primera hoja.

Apoyeé la mano izquierda sobre la portada y abri con el dedo pulgar casi pegado
al indice. Todo fue indtil: siempre se interponian varias hojas entre la portada y
la mano. Era como si brotaran del libro. (Libro de arena)

Encontramos la segunda vision en su Aleph, publicado en 1949. Sin adentrarnos
en los detalles de la historia, el autor nos ofrece la siguiente descripcion:

Vargas, F. (2024). ;Una recta sin puntos? Una perspectiva alternativa de la geometria y el
analisis. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 35-48. Bogota,
Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.



El didametro del Aleph seria de dos o tres centimetros, pero el espacio cosmico
estaba ahi, sin disminucion de tamafo.

[...] viel Aleph, desde todos los puntos, vi en el Aleph la tierra, y en la tierra otra
vez el Aleph y en el Aleph la tierra, vi mi cara y mis visceras, vi tu cara, y senti
vertigo y lloré, porque mis ojos habian visto ese objeto secreto y conjetural, cuyo
nombre usurpan los hombres, pero que ningun hombre ha mirado: el inconcebible
universo. (Aleph)

Cito estas dos descripciones de Borges para ilustrar la diferencia que mencioné
antes: en la primera encontramos las paginas del libro que tienen un orden li-
neal. Por estar limitado (“acotado”) en el espacio por las caratulas del libro, se
trata de un orden denso. Sin embargo en este caso, las paginas son las compo-
nentes Ultimas en que podemos descomponer el libro. No asi en el segundo
ejemplo: en el fragmento citado encontramos el Aleph dentro del Aleph. No
solo tenemos una infinitud en que los objetos se acumulan los unos junto a los
otros (como las paginas del Libro de Arena), sino una infinitud en la que el
objeto lleva en su interior el mundo, y el mundo al objeto. Lleva en su interior
una copia de si mismo, y esta copia a su vez lleva otra copia en su interior, y asi
iterativamente.

En este articulo hablaremos del continuo, el fundamento mismo de la geometria
y del espacio en el sentido usual. Las dos imagenes de Borges nos ilustran dos
concepciones radicalmente distintas del continuo: por un lado, un continuo ana-
litico, descomponible en partes ultimas, es decir, indivisibles; por otro lado, un
continuo en que cada parte es a su vez de la misma naturaleza del todo. El debate
sobre la estructura del continuo tiene una larga historia y encontramos ya en el
mundo griego posiciones como las del mismo Euclides?, en contraste con las
de Aristdteles que teorizaba un continuo sin puntos.

Todos sabemos que en la actualidad la primera posicion es, de lejos, dominante,
tanto como paradigma en las matematicas, como en la ensefianza de la geome-
tria a todos sus niveles.

El proceso historico que pasa por el surgimiento de la geometria analitica y del
calculo, hasta la progresiva aritmetizacion del analisis y la introduccién de la
teoria de conjuntos, ha llevado a identificar la recta, el continuo, con los nime-
ros reales (concebidos asi, como puntos). La finalidad de este articulo es esbozar

L “Punto es lo que no tiene partes”, reza la definicion de los Elementos.
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un camino alternativo para abordar el continuo, asi como su utilizacion en la
geometria y el analisis.

Otras visiones del continuo

A pesar del predominio de esa posicion, ha habido a lo largo de la historia una
enorme variedad de perspectivas alternativas hacia el continuo, o “los conti-
nuos”, como se puede ver en la reciente publicacion de Shapiro y Hellman
(2021).

En buena medida, muchas de estas aproximaciones? consideran necesaria la uti-
lizacion de otro continuo como aproximacion a realidades como el espacio fi-
sico y la naturaleza del tiempo. Esto, en oposicién a visiones discretizadoras o
atomisticas de lo real. Tenemos, asi, visiones como la propuesta en la cosmolo-
giade A. N. Whitehead:

La continuidad de la naturaleza surge de la extension. Todo acontecimiento se
extiende sobre otros acontecimientos, y todo acontecimiento se extiende sobre
otros acontecimientos [...] Asi pues, no existe una estructura atbmica de duracio-
nes [...] (Whitehead, 1920)

Subyace a algunos planteamientos, por otra parte, la idea de que en la antinomia
entre lo discreto y lo continuo, mas alla de la vision analitica usual de construir
lo continuo a partir de lo discreto, encontrariamos un camino opuesto, sintético
(Zalamea, 2012b) en donde lo continuo estaria en un primer lugar, y lo discreto
surgiria solamente a partir de cortes impuestos sobre el continuo. En este sen-
tido, vemos a R. Thom (1992), por ejemplo, hablar de una “anterioridad onto-
I6gica de lo continuo sobre lo discreto” y de un “continuo arquetipico” carente
de puntos. Es en esta direccion hacia donde apuntan también las ideas de C. S.
Peirce.

2 Por razones de espacio, no consideramos aqui gran parte de esta variedad, que incluye, por
ejemplo, la aproximacion intuicionista al continuo, y el muy conocido analisis no estandar
(Robinson, 1974). Nos limitamos a mencionar que, al igual que los reales, en los hiperreales
la recta se construye también a partir de puntos, a diferencia de lo que desarrollamos a con-
tinuacion.
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El continuo peirceano

Entre los pensadores que postularon la conexion de lo continuo para nuestro
entendimiento de la realidad, destacan particularmente Leibniz, quien formulo
el conocido principio de continuidad?, y el norteamericano C. S. Peirce. La fi-
gura fascinante de Peirce (1839-1914) destaca por la amplitud y profundidad de
sus intereses y aportes. Conocido sobre todo como fundador del pragmatismo
como corriente filosofica y por sus trabajos en semiética y logica, Peirce se
ocupo de las mas diversas ciencias particulares, incluyendo las matematicas. El
elemento sintético y unificador dentro de esta pluralidad de ramificaciones esta
constituido por el «sinejismo», que define en 1893 como «la doctrina de que la
continuidad rige todo el dominio de la experiencia» (manuscrito 946, p. 5, en
Peirce, 2010). No es de extrafiar entonces que el autor intentara insistentemente
a lo largo de su vida, encontrar una definicion matematica adecuada de continuo
(Zalamea, 2012a).

El continuo, para Peirce, se caracteriza por ser “inextensible”, no analitico, y
los puntos solo se conciben, si acaso, como limites ideales. Los puntos no tienen
existencia real, o solo la asumen a traves de la negacion de la continuidad, rom-
piéndola. Méas aun, como el Aleph de Borges, el continuo es “reflexivo” ya que
toda parte contiene partes “isomorfas” a la totalidad:

Un continuo (como lo son realmente el tiempo vy el espacio) se define como algo
cuya parte, por pequefia que sea, tiene partes del mismo tipo. Toda parte de una
superficie es una superficie, y toda parte de una linea es una linea. El punto del
tiempo o del espacio no es mas que el limite ideal hacia el que nos acercamos
indefinidamente sin llegar nunca a dividir el tiempo o el espacio. (1873, en Pei-
rce, 1982-2009, 3.106)

Peirce se vio profundamente influido por la aparicién de la teoria de conjuntos
cantorianay contribuyo de distintas maneras a la conceptualizacion del infinito.
En distintos puntos, las ideas de Peirce sobre el tema divergieron de los que se
convirtieron en puntos de vista estandar sobre el mismo, como por ejemplo en
lo que respecta a sus colecciones potenciales o «supermultitudinarias» (= ma-
yores que cualquier cardinal infinito definido). La supermultitud resulta ser un
rasgo caracteristico del continuo, y el concepto se entrelaza con su naturaleza

% La Lex continuitatis segtn la cual “la naturaleza nunca da saltos”.
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no puntual. Ir mas alla de todos los cardinales transfinitos es también una tras-
cendencia de la existencia real de puntos que conduce a la inextensibilidad.

[...] recordando que la palabra “potencial” significa indeterminado pero capaz
de ser determinado en cualquier caso especial, puede haber un agregado potencial
de todas las posibilidades que son consistentes con ciertas condiciones generales;
y esto puede ser tal que dada cualquier coleccion de individuos distintos, de ese
agregado potencial puede actualizarse una colecciéon mas multitudinaria que la
coleccion dada. Asi, el agregado potencial es, con la mas estricta exactitud, ma-
yor en multitud que cualquier multitud posible de individuos. Pero al ser solo un
agregado potencial, no contiene ningun individuo en absoluto. Solo contiene las
condiciones generales que permiten la determinacion de los individuos. (Peirce,
1976)

Asi, vemos que en Peirce las ideas de reflexividad e inextensibilidad del conti-
nuo se conjugan con su supermultitud y su caracter potencial. Una exposicion
méas amplia y detallada de las ideas del continuo en Peirce se encuentra en Za-
lamea (2012a). Pueden también consultarse Vargas (2020; 2022).

EL MODELO Cp,4

En esta seccion veremos una construccion para un continuo que capture las
ideas esenciales de Peirce (y de otros) llevada a cabo en el contexto usual de la
teoria de conjuntos ZFC*. Podemos entender las definiciones a continuacion, a
partir de la idea de que queremos obtener una linea tan rica como se pueda y
donde, a la vez, los puntos sean eliminados. Peirce proponia para ello partir de
los reales como una especie de “embrién” de continuidad.

Lo que hacemos, es partir de R y hacer que cada uno de sus puntos “explote”
en otra copia de R, con cuyos “puntos” a su vez hacemos lo mismo. Repetimos
este proceso inductivamente a lo largo de la clase de todos los ordinales (Ord).
Obtenemos asi toda una jerarquia de aproximaciones al continuo, partiendo de
R (que seria nuestro C,), pasando por cada ordinal a (obteniendo los distintos
niveles C,), y tomando al final la union de todos estos niveles (el modelo total,
la clase propia Cp,4).

Nota. Vemos aqui el proceso inductivo en que comenzamos con C; (gque coin-
cide esencialmente con R ya que cada sucesion de longitud 1 puede identificarse
con el real correspondiente). En el siguiente paso tomamos las 2-sucesiones. El

4 Consliltese, por ejemplo, Jech (1997).
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orden esta definido de tal manera que podemos visualizar este paso como un
tomar cada uno de los “puntos” de C;amplificando cada uno en una copia entera
de R. Y continuamos este proceso...

I 5
Ty =1 0
a=1 02 .
I i
£y A
’ PRERN
A . N
- . - .
_-__--"' \\‘ R 51 R
a =2 ol Tl. - T
! , ’I‘\
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--" "y - N -~ s; - R

Figura 1: construccién de Cp,-q

Como vemos, en la figura 1, cada “punto” es tal, solo en apariencia: podemos
“agrandar” cada punto aparente tanto como queramos, de acuerdo con la cono-
cida imagen de la lupa o el microscopio recurrente en el analisis infinitesimal
desde sus origenes.

Definicion 1. Para aeOrd \ {0} definamos (C,, <,) como el conjunto de
a —sucesiones reales con el orden lexicografico.

A continuacion, tomamos la union de todas estas aproximaciones parciales al
continuo:

Definicion 2. Sea (Cprq, <orq) definido por:
-Cora = UaEOTd\{O} Cq

- Para cualquier x,y € Cprq, definimos x <prq ¥ si, para a=
min(dom(x),dom(y)), xI a <, yl «a

La recta esta dotada también de una estructura en la cual algunos “lugares” estan
ubicados “en” o “dentro” de otros lugares:

Definicion 3. Para x,y € Cp,4, tenemos que xEy, si dom(x) < dom(y), y se
cumple que x I'dom(y) =y.

Definicion 4. Para x € Cy,4, definimos M,,, la ménada asociada a x, como la
clase de elementos y € C,,4 tales que yEx.

40



El siguiente resultado, de sencilla demostracion®, captura la propiedad de refle-
xividad mencionada anteriormente:

Teorema 1. Para cualquier x € Cy,-4

<Mx"<OTd'E) = <COrd'<OTd'E)'

La construccion C,,, formaliza la propuesta de Peirce esbozada en la seccién
anterior. R es nuestro paso inicial, pero a continuacién enriquecemos esta «li-
nea» insertando sobre ella, en un proceso infinitario, copias de la misma. Esto
da lugar a infinitesimales: ya en C, obtenemos un orden no arquimediano pero,
de hecho, es posible distinguir toda una jerarquia de diferentes 6rdenes de infi-
nitesimales (considerando la construccidn asociada a cada ordinal). Podemos
ver la linea como cubierta por «microsegmentos infinitesimales» cada uno de
los cuales, a su vez, puede estar cubierto de la misma manera (reflexividad).
Los infinitesimales asi obtenidos pueden desempefiar un papel en diferentes
campos matematicos, como veremos a continuacion. El desarrollo estratificado
del modelo, hasta obtener la clase propia Cy,4, nos lleva a una linea mas alla de
cualquier cardinal infinito, en un proceso que conjuga lo actual con lo poten-
cial®.

ASPECTOS MEREOLOGICOS Y GEOMETRICOS

La mereologia

El analisis de Whitehead sobre la realidad y los fendmenos naturales se basa en
la idea de que estan constituidos principalmente por procesos y no por estados,
tal como vimos en la cita de la primera seccion. Esto conduce a una concepcién
de un espacio geomeétrico no constituido primariamente por entidades puntuales
ultimas, y por tanto muy proximo a lo que Peirce denomina ““no composicional”,
es decir, no determinado por puntos. En este contexto donde no todo es reduci-
ble a puntos, es fundamental la mereologia, es decir, el estudio de las relaciones
parte-parte y parte-todo.

Las ideas de Whitehead se exponen en un marco informal pero han dado lugar
a varios intentos de formalizacion, constituidos ahora en la llamada “geometria

% Véase Vargas (2020; 2022).
® En Vargas (2022) se muestra de forma explicita como en el modelo subyace una estructura
de modelo de Kripke para logicas modales.
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sin puntos™. En este enfoque, los conceptos geométricos fundamentales se re-
definen en términos de regiones extendidas en lugar de puntos indivisibles. Te-
niendo esto en cuenta, es interesante contrastar el modelo C,,.4 con algunos de
los axiomas mas basicos propuestos para la geometria sin puntos. Para esto, la
relacion E introducida anteriormente puede extenderse de forma natural a una
relacion C entre partes mas generales de la linea, y no solo a los elementos de

COrd-

Si consideramos los asi llamados «espacios de inclusion de Whitehead», obte-
nemos que (P(Cy,4), E) satisface los axiomas de este tipo de estructura como
se muestra en Vargas (2022).

Definicion del plano

Una vez definida la recta, o continuo unidimensional, es natural extender la de-
finicion de continuo a méas dimensiones. Para construir el plano, por ejemplo,
podemos querer imitar la definicion usual de plano cartesiano, pero encontra-
mos que podemos seguir dos direcciones distintas: por un lado, podemos em-
pezar por la construccién de C, y luego construir el conjunto de pares de ele-
mentos en este: C,% = C, x C, (véase la figura 2). Luego podemos tomar la
unién de estos.

" Pointless geometry o point-free geometry en inglés.
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Figura 2: construccion de C,*

Por otra parte, es posible repetir la construccion realizada con C,4, pero en
lugar de utilizar elementos de R para construir sucesiones, podemos utilizar
elementos de R? (véase la figura 3). Lo que surge entonces es totalmente ana-
logo al caso unidimensional: para el caso de dimension 2, por ejemplo, lo que
tenemos es una primera aproximacion al plano habitual R2. En el paso siguiente
lo que vemos es que cada punto aparente de R? tiene en su interior una copia
entera de R?, etc., produciendo sucesiones de parejas de longitud «, es decir,
elementos de (%(R?)).

Es muy util que ambos caminos resultan ser equivalentes (Vargas, 2022):
Teorema 2. Las siguientes construcciones son isomorfas:

1. (Ua’EOrd[Caz ] 'E>
2. (UaEOTd[a(RZ)]!E)
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Figura 3: construccion de ( 3(R?), E)

Dada la equivalencia obtenida en el Teorema 3, podemaos realizar construccio-
nes en el plano pensandolas y visualizandolas de las dos formas expuestas. Asi-
mismo, adaptando de manera sencilla lo expuesto en este apartado, podemos
definir y trabajar en general en espacios de dimension superior a 2.

Del algebra a la geometria

Nos hemos concentrado hasta ahora en las propiedades de orden y mereoldgicas
del modelo Cy,4. Sin embargo, el modelo también tiene toda una estructura
algebraica heredada naturalmente de R. Esto puede verse como una aproxima-
cion al continuo a través de una nocion generalizada de nimero que abarca di-
ferentes grados de infinitesimales. Para ello, podemos introducir inicialmente la
nocion de suma entre sucesiones definiéndola por componentes. Requiere, en
cambio, mas trabajo la definicion de multiplicacion. Omitimos aqui los detalles
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técnicos de su definicion®, limitandonos a decir que se trata de una multiplica-
cion analoga a la de polinomios que indicaremos con ®: Cp.-q X Cora — Cora-
La ilustramos mediante el siguiente ejemplo:

(10; 115 12)O(S05 51) = (10So 5 T0S1 +T1Sg; T1S1 + 12805 7251).

Podemos establecer que, desde el punto de vista algebraico, afiadir ceros a la
derecha de una sucesion es indistinguible de no afadirlos (al igual que en la
notacién decimal 2,240000000 es equivalente a 2,24). Teniendo en cuenta la
relacion de equivalencia derivada de esta consideracion, que es compatible con
las operaciones de suma y multiplicacion, tenemos que®:

Teorema 3. Cy,-4 / ~ con las operaciones + y ®, tiene estructura de anillo.

Es posible utilizar las definiciones desarrolladas hasta ahora para introducir no-
ciones geometricas mediante un enfoque de geometria algebraica. Las curvas
en el plano (o variedades en espacios a-dimensionales) se definen como solu-
ciones de ecuaciones. Los coeficientes y las soluciones pueden considerarse
como pertenecientes a los distintos niveles de Cy,4. ES posible ver esto como
una generalizacion de los numeros duales, introducidos por Johannes Hjelmslev
como una forma de proporcionar un modelo para su «geometria de la realidad»
(Liitzen, 2021). Los numeros duales se denotan por R[e], y estan constituidos
por nimeros del tipo a + €b, con a,b € R, donde € es un infinitesimal (por
tanto # 0) tal que €2 = 0. Se pueden representar entonces como pares ordena-
dos, o secuencias de longitud 2 de la forma (a; b), y, por tanto, como miembros
de C,. Debemos afadir la condicién adicional de que si a = 0 entonces obte-
nemos elementos nilpotentes. En otras palabras, en el contexto del modelo Cy,.4,
los numeros duales pueden identificarse con la estructura (C,, <, +, ®), donde
® se define como una operacion ®: C, X C, — C, tal que los elementos infi-
nitesimales son nilpotentes. De esta forma, obtenemos un anillo conmutativo
con identidad.

La geometria desarrollada a partir de los numeros duales admite que dos rectas
incidentes diferentes tengan en comun mas de un punto. Por tanto, falla el
axioma euclidiano de la unicidad de una recta que pasa por dos puntos diferen-
tes. De hecho, el fallo de este principio caracteriza lo que se conoce como geo-
metrias de Hjelmslev o “de incidencia” (Veldkamp, 1995).

8 VVéase Vargas (2022).
® De nuevo, véase Vargas (2022) para la demostracion.
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Veremos en la siguiente seccion que también es posible desarrollar el anélisis
mediante un enfoque infinitesimal utilizando ndmeros duales. Aun asi, es posi-
ble y conveniente dejar el espacio abierto a diferentes extensiones y generaliza-
ciones de los conceptos a los diferentes niveles de Cy,4 (Méas alla de C,).

UNA APROXIMACION ALTERNATIVA AL CALCULO INFINITESIMAL

En el contexto de las nociones ya definidas, podemos también obtener los re-
sultados tradicionales del calculo mediante el uso de infinitesimales, como al-
ternativa a otros enfoques que también recurren a estos, tales como como el
andlisis no estandar (NSA) y el andlisis infinitesimal suave (SIA). Muchas de
las definiciones y resultados que se obtienen (Vargas, 2022) se acercan al espi-
ritu del SIA tal como es desarrollado, por ejemplo, en Bell (1998). De hecho,
podemos construir definiciones (al menos en el caso de las funciones elementa-
les) de forma que funcione el denominado «principio de microrrectitud».

En Vargas (2022) se adopta el siguiente enfoque: tenemos un nivel “macrosco-
pico” del plano R? usual, donde las funciones se definen de la manera estandar,
y el nivel infinitesimal se especifica en (R?) 2. Dado un infinitesimal ¢ € C,,
tendriamos por la definicion del producto ®, que €2 € C5. Dado que £2 es in-
finitesimal con respecto a &, podemos ignorar este valor, por lo que podemos
definir ahoraque €2 ~ 0. Sien lugar de aproximacion tomamos igualdad, esto
resulta ser muy cercano, en la préactica, al uso de elementos nilpotentes que se
utilizan en SIA (y en las geometrias de Hjelmslev, mencionadas en el apartado
anterior).

También, como en SIA, podemos obtener microrrectitud. En el presente con-
texto, la microrrectitud no se obtiene en general: las funciones pueden definirse
arbitrariamente sin esta propiedad. No obstante, dada una funcién de valor real
f, es posible asignar siempre una funcién f*: C, — C, que sea microrrecta. En
el caso de las funciones elementales, la microrrectitud se sigue de su formula
definitoria. Esto nos permite introducir derivadas e integrales de forma natural
en estos casos. La microrrectitud implica diferenciabilidad y continuidad local.
No obstante, se puede concebir una clase mucho mas amplia de funciones que
son continuas en el sentido del NSA (segun el llamado “criterio de Cauchy”
para continuidad) pero que, sin embargo, no deberian llamarse continuas segun
la intuicion leibniziana de “ausencia de saltos”. Por ejemplo, los teoremas del
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valor intermedio en general no se cumplen. Es posible, sin embargo, dar defini-
ciones de continuidad apropiadas para el desarrollo de una teoria de funciones
en Cy.q (Vargas, 2022).

R R

F 1

Y

Figura 4: microrrectitud de la funcion f(x) = x?

Para ilustrar el comportamiento de microrrectitud, que nos permite introducir la
definicién de derivada a la manera de los padres del calculo, tomemos como
ejemplo la funcion a variable real f(x) = x? (figura 4). Si tomamos f*: C, —
C, definida por la misma expresion, tenemos que f(ry; 11) = (1y; )% =
(ro; T)O(1y; 1) = (1p%; 21ry1y). Asi, dentro del lugar (ry; 152) (el punto sobre
la pardbola en el plano C,), r, esté fijo y la expresion 2r,r, es lineal en ry, pre-
cisamente con coeficiente 21y, la derivada de la funcién que es la pendiente de
la recta que representa a la funcion dentro de (ry; 752).

Un desarrollo més completo de las nociones de continuidad, diferenciabilidad e
integracion en el célculo se presenta en Vargas (2022), que concluye con una
version del teorema fundamental del céalculo. Esto ilustra que se pueden esperar
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mayores desarrollos en distintas direcciones a partir del modelo aqui presen-
tado.
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ROMPECABEZAS:
UN PROBLEMA DE CONSTRUCCION PARA ENTRENAR
EL RAZONAMIENTO DEDUCTIVO

Mitchel Garzon

Universidad Distrital Francisco José de Caldas
magarzont@udistrital.edu.co

En geometria existen problemas de dos tipos —de construccion y de demostra-
cion—y para resolverlos se deben generar las deducciones necesarias, sustentadas
en leyes de la geometria. De ahi que sea importante disefiar secuencias de tareas
que promuevan el razonamiento deductivo, cuando se descubren hechos geomeé-
tricos, y que luego estos se utilicen para resolver problemas.

El problema “Rompecabezas” es un problema de construccion, que para este
curso corto se aborda en dos momentos. En el primero se invalida la intuicion y
la percepcion como estrategia para resolver este tipo de problemas; en el segundo
momento se realizan actividades que buscan consolidar la estrategia teorica,
como estrategia valida para resolver este tipo de problemas.

INTRODUCCION

La geometria como ciencia de las construcciones busca responder dos pregun-
tas: ¢como producir una construccion exacta? y ¢como justificar que esa cons-
truccion es exacta? Con el propoésito de responder estas preguntas y al mismo
tiempo promover el razonamiento inductivo y deductivo, se deben disefiar acti-
vidades que le permitan al estudiante comprender qué es una construccion
exacta, y afianzar una estrategia tedrica. La estrategia tedrica consiste en utilizar
los hechos geométricos! explorados, en razonamientos deductivos, para poder
resolver los problemas de geometria (Alvarez, Alonso, Gorina, 2012).

El trabajo con estudiantes me ha permitido identificar comportamientos prede-
cibles concernientes a la rutina para resolver un problema de construccién: al
momento de intentar solucionar el problema, emplean una estrategia intuitiva,
o de ensayo y error, por lo que utilizan diferentes herramientas de construccion
del software de geometria dindmica (SGD), que en algun momento producen la
construccidn deseada, estrategia perceptiva. Una vez que el estudiante cree que

Garzon, M. (2024). Rompecabezas: un problema de construccién para entrenar el razona-
miento deductivo. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 51-58.
Bogota, Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.
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logré realizar la construccion, acomodando los vértices de la figura, considera
que soluciono el problema. La dificultad de utilizar esta estrategia para resolver
un problema de geometria reside en que tal estrategia carece de rigor matema-
tico y, por ende, la solucion del problema no cumple con las condiciones geo-
métricas requeridas.

Por lo anterior, se propone disefiar problemas que permitan tomar consciencia
de la necesidad de utilizar estrategias teoricas; en ese sentido, se plantea el si-
guiente problema de construccion, en el que la estrategia perceptiva queda in-
validada desde el principio, e invita a utilizar la estrategia tedrica (Margolinas,
2009/1998).

DESCRIPCION DE LA ACTIVIDAD

El problema se soluciona en dos momentos: en el primero, se pretende inutilizar
la estrategia perceptiva, utilizando el SGD; en el segundo momento se utiliza la
estrategia tedrica. Para el segundo momento se han disefiado varias tareas se-
cuenciadas para descubrir y formular hechos geometricos necesarios para utili-
zarlos como argumento de justificacion.

Primer momento: inutilizar la estrategia perceptiva

Tarea 1. Formar un cuadrado con las cuatro piezas del rompecabezas.

Se entrega a cada asistente el triangulo de la imagen 1. Sobre las lineas se deben
realizar cortes, con lo que obtendran cuatro piezas.

o

Do)

Imagen 1: rompecabezas formado por cuatro piezas

La primera tarea pide formar un cuadrado con las cuatro piezas obtenidas al
recortar; es importante que encuentren la manera de formar el cuadrado reali-
zando la menor cantidad posible de movimientos para pasar del triangulo al
cuadrado.
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Tarea 2. Modelar en el software DGPAD — Colombia las dos figuras en una
construccion.

La segunda tarea pide representar en el SGD las dos figuras (el triangulo y el
cuadrado) en una construccién. Para ello deben tener en cuenta las condiciones
dadas y las condiciones que se puedan deducir de las dadas (véase tabla 1).

Condiciones dadas Figura
El triangulo ABC es equilétero. Al
El punto D es el punto medio de AC. : _
El punto E es el punto medio de BC. ) S~F 'p‘-; O\QI
El segmento FG es igual al segmento AD. °];|' \\”I'
El segmento DH es perpendicular al seg- N/ \
mento EF. 2D RE
El segmento IG es perpendicular al seg- ’ngf \ _\
mento EF. HY
El cuadrilatero HI’'I’H’ es un cuadrado. .3;3\ of’:' \\OG “c, B

Tabla 1: condiciones dadas del problema y representacién de las dos figuras construidas

Aqui es importante la intervencion del profesor para aclarar que el objetivo no
es hacer una simulacion del rompecabezas, donde las figuras se puedan mover,
y con esto pasar del triangulo al cuadrado, sino realizar una representacién de
las piezas, donde se vean simultaneamente el triangulo y el cuadrado en una
misma figura. De igual manera, es necesario que el estudiante conozca el SGD,
para que realizar esta tarea no se convierta en una exploracion del SGD.

Aunque la tarea del profesor es acompanar las posibles construcciones de los
estudiantes, no se trata de que les indigue cdmo hacer la construccion, sino que
facilite el uso de las herramientas de construccion de DGPAD. En esta parte es
comun que los estudiantes resuelvan el problema de 3 maneras (véase tabla 2).

Teniendo ya la aparente construccion exacta, se realiza la puesta en comun de
la experiencia, para conocer los hallazgos, las dificultades y las experiencias de
los estudiantes frente al manejo del SGD (dado que algunos acababan de cono-
cer el SGD).
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AF es un cuarto de AB AF esigual a GB DF es perpendicular a AB
VOH” ,DH“
. / A"
of—pE oG’ SFRE oG’
"\ \ / \ \ F—RE—2G'
QH‘ /, ! DI' Qt—! / \ \,‘DI‘ B
5D oE o} PD RE
/,‘Oﬁl X /,x\°H \ o
A oF' ° kkoG ‘oB CA—o°F——° °G—™°B -
AF=1 i °A i °G °B
AB=4 N,

Tabla 2: condiciones afiadidas por los estudiantes, al problema

La actividad del primer momento concluye tras la justificacion por verificacion.
Es decir, se miden los lados del cuadrilatero para verificar que sea un cuadrado.
Es aqui donde se espera que los estudiantes invaliden la estrategia perceptiva.
Esto, debido a que luego de la medicidn, el cuadrilatero no es un cuadrado sino
un rectangulo.

Es posible que los estudiantes duden de que el problema tenga solucion, y que
lo que construyeron con las piezas del rompecabezas fisico, no era un cuadrado.
Aqui es importante mostrar una construccion del problema (vease imagen 2),
que afirme, que es posible realizar la construccion exacta.

Imagen 2: construccion blanda del rompecabezas

Las dos figuras son la misma. Para comunicar que el problema si tiene solucion,
se puso el punto F sobre el segmento AB, esto con el proposito de que el punto
se pueda mover sobre el segmento. Lo que se quiere mostrar es que al poner a
F sobre algun punto del segmento AB, un lado del cuadrilatero HI'I”H’ mide
mas que el lado adyacente, y moviendo F a otra posicion del segmento AB, la
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situacion de los lados se invierte. Se concluye que ubicando a F en algun punto
del segmento AB, los lados adyacentes miden lo mismo. Habiendo comunicado
que el problema si tiene solucidn, se da continuidad al desarrollo del problema
pasando al siguiente momento.

Segundo momento: utilizar la estrategia tedrica

En el segundo momento se usa la estrategia teorica, que consiste en producir
deducciones que permitan conocer como realizar la construccion exacta. Sin
embargo, la produccion de deducciones requiere tener disponibles dos hechos
geomeétricos que se presentan mas adelante. Con la intencion de que el estu-
diante descubra y formule tales hechos geométricos se disefia una secuencia de
tareas que sera una oportunidad para entrenar el razonamiento inductivo. Luego,
se espera que estos hechos geométricos se utilicen para resolver el problema.

Para descubrir cada hecho geométrico se plantea un problema, para cuya solu-
cion se utiliza como medio, el SGD DGPad — Colombia. El estudiante interactla
con el medio y pretende resolver el problema utilizando la técnica del hilva-
nado?. A través del hilvanado se puede observar qué propiedades parecen cum-
plirse; luego, en otra vista del mismo software, se debe verificar si tal propiedad
forma el lugar geométrico® de todos los puntos que cumplen la propiedad soli-
citada, es decir, el hecho geométrico.

Primer hecho geométrico: Si dos puntos X y Y pertenecen a un mismo circulo de
centro 0, entonces 0X = OY. (Igualdad de distancias)

Tarea 1. Dados dos puntos A y B, construir 20 puntos P tales que AB = AP.

2 En geometria la técnica del hilvanado consiste en dibujar muchos puntos de un lugar geo-
métrico para poder caracterizarlo.
3 Un lugar geométrico es un conjunto de puntos que cumplen una determinada propiedad.
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Hilvanando Construccion exacta

AP=4,68 AB=3,7
RE=afE ° AP=3,7
o
o o op

oA op oA OB

Tarea para descubrir el primer hecho geométrico

Segundo hecho geométrico: Si P, es un punto diferente de A y B, y pertenece al
semicirculo de diametro AB, entonces ZAPB = 90°. (Angulo recto)

Tarea 2. Dados dos puntos A y B, construir 20 puntos P tales que ZAPB = 90°.

Hilvanado Construccion exacta
o
o ~—r (o} op
o) OO <
- o}
o B9 oA fe
pes
oA 0 OB

Tarea para descubrir el segundo hecho geométrico

Ya que se conocen los hechos geométricos, es tiempo de empezar con la pro-
duccion de deducciones que permitan resolver el problema.

Tarea 3. Realizar, a mano alzada, el dibujo del rompecabezas con las dos figuras,
en un documento en Word.

Realizar, a mano alzada, el dibujo del triangulo y el cuadrado en una sola figura
exige pensar en las propiedades que cumplen las figuras, y no en lo que parece
0 imaginamos que se cumple, pero que no esta dado por el problema.

Se debe realizar el dibujo a mano alzada en Paint, luego pegarlo en un docu-
mento Word y especificar las condiciones dadas en el problema. EI documento
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se utiliza para escribir las propiedades que se cumplen, y las que se pueden
justificar a través de invocar leyes de la geometria (deducciones).

Tarea 4. Realizar las deducciones.

Es importante realizar la tarea 4 de manera colectiva, pues se debe privilegiar
la discusion y argumentacion como actividad principal en las clases de geome-
tria. En consecuencia, se inicia con la produccion de deducciones, se espera que
estas queden escritas en el documento.

Para gestionar la produccion de deducciones, es util tener en cuenta a) las con-
diciones dadas en el problema, y b) los hechos geomeétricos descubiertos.

El sentido de las deducciones es que estas van arrojando informacién acerca de
las propiedades que cumplen los puntos en el rompecabezas, por ende, se pre-
tende que a medida que produzcan propiedades, se intente realizar la construc-
cion exacta. En consecuencia, esta estructura deductiva es la que se espera que
se utilice para resolver problemas de geometria (estrategia tedrica).

Tarea 5. Organizar las deducciones.

Es posible que se tengan muchas deducciones, y ain no se haya logrado realizar
la construccién exacta. Esto puede pasar por varios motivos: las deducciones
hechas no tienen un sustento tedrico, las deducciones no tienen un orden légico
deductivo, o se han producido deducciones sin un propésito claro. Por lo ante-
rior, es indispensable que el profesor esté atento a las situaciones de trabajo y
pueda intervenir para problematizar y orientar este proceso de resolucién del
problema.

El profesor debe intervenir para que se revise que las deducciones estén bien
justificadas, luego, y como ejercicio preciso para que las deducciones gestionen
la solucion del problema, se pide que ordenen las deducciones a partir de los
puntos del rompecabezas, es decir, que se organicen las deducciones teniendo
en cuenta qué puntos sé construir (sea por las condiciones dadas o por las
deducciones producidas), y que, en otra parte del documento, se escriban qué
puntos adn no sé construir.

Lo anterior permite que los estudiantes cambien su forma de ver el problemay
razonen de otra manera, identificando qué puntos estan dados por el problema,
y qué puntos se pueden construir a partir a de las deducciones realizadas.
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En este punto de la actividad, se invita a verificar que el cuadrilatero es un cua-
drado; sin embargo, es posible que, por el tratamiento de las deducciones y el
proceso de resolucion del problema, los estudiantes puedan anticipar, sin nece-
sidad de medir, que el cuadrilatero si es un cuadrado (veéase imagen 3).

El desarrollo de la resolucién del problema favorecio el entrenamiento del ra-
zonamiento inductivo y el razonamiento deductivo. Confirma la potencia del
uso de SGD en las clases de geometria, se privilegia la discusién y la argumen-
tacion, y finalmente, como se establecio, se logra comunicar que la estrategia
perceptiva no favorece la solucion de un problema de geometria, mientras que
la estrategia tedrica, si garantiza una construccién exacta.

A

H'I""=4,09 // N I'177=4,09
G

or'

Hi
\~
A\
F G °B

Imagen 3: solucion del problema del rompecabezas
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LA DIVERSIDAD EN EDUCACION MATEMATICA

Olga Leodn?, Angélica Devia?, Weimar Mufioz3, Paola Nifio* y John Paez®
(1245) Universidad Distrital Francisco José de Caldas, ) Universidad de La Salle
olleon@udistrital.edu.co

La diversidad se constituye en un rasgo que evidencia tanto espacios como tra-
yectorias, para que una cantidad considerable de personas puedan aprender, en-
sefiar o investigar las matematicas para todos y todas. Este cursillo profundiza en
tres trayectorias. La primera explora una relacion geométrica subyacente en los
trabajos de Newton y de Leibniz sobre el teorema fundamental del calculo y su
adaptacion a herramientas tecnoldgicas actuales. La segunda trayectoria explora
recursos geometricos para la eliminacion de barreras en el aprendizaje de nime-
ros enteros en ambientes con estudiantes con discapacidad intelectual. La ultima
trayectoria es una inmersion en inteligencia artificial donde se propone una geo-
metria para los espacios de problema, articulada a un modelado computacional
para caracterizar rutas de jugadores en un juego estructurado matematicamente.

INTRODUCCION

La reflexion sobre el espacio es connatural al desarrollo de la geometria y, a su
vez, es fuente de experiencias para reconocer la diversidad como un ambiente
de aprendizaje en la educacion matematica. Las trayectorias son los caminos
que se ofrecen como posibilidades para comprender formas alternativas de ex-
plorar objetos de la matematica, su ensefianza y su aprendizaje. Las diferencias
entre espacios y trayectorias no se constituyen en un obstaculo para la compren-
sion, sino en un valor que fortalece las condiciones que fomentan una educacién
matematica con todos. Al respecto, Blanco (1999, p. 55) sefala que
“Dificilmente se puede aprender a respetar las diferencias si no se convive con
ellas, si las diferencias de cualquier tipo se obvian y se excluyen”. Se presentan
a continuacion tres experiencias con el espacio, en el marco de tres trayectorias
de investigacion.

Ledn, O., Devia, A., Mufioz, W., Nifio, P. y Paez, J. (2024). Espacio y trayectorias: oportu-
nidades para comprender la diversidad en educacion matematica. En P. Perry (ed.), Encuen-
tro de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 59-70. Bogota, Colombia: Universidad Pedagogica
Nacional.
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RELACION GEOMETRICA EN LOS TRABAJOS DE NEWTON Y DE
LEIBNIZ SOBRE EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Y SU
ADAPTACION CON SOFTWARES EDUCATIVOS

El teorema fundamental del calculo (TFC) es una piedra angular del analisis
matematico (Dunham, 2005), pero citar el momento o fecha exacta de la emer-
gencia de este teorema es una labor imposible. Adicionalmente, si se hace una
investigacion histérica de los objetos matematicos que lo componen, habria que
irse hasta la época de la matematica griega. No obstante, se sefiala en la sociedad
académica que lo que actualmente se reconoce como calculo diferencial e inte-
gral tuvo su apogeo a partir de la segunda mitad del siglo xvii con los trabajos
desarrollados por toda una generacion de matematicos, entre los que sobresalen
Isaac Newton y Gottfried Leibniz. EI TFC emergi6 en los estudios de Newton
y de Leibniz de manera independiente y por caminos distintos (Mufioz, Leon y
Font, 2023). Sin embargo, ambos abordaron y resolvieron un problema comun
y de una alta dificultad en su época: el problema inverso de las tangentes y su
relacion con aquel de las cuadraturas (encontrar areas) (Scriba, 2014). En sus
manuscritos y publicaciones aparecen ademas ejemplos de la fuerza de los al-
goritmos que inventaron, esto es, lo que se reconoce actualmente como tablas
de integracion (Mufoz-Villate, 2021; Scriba, 2014; Bressoud, 2011). El argu-
mento que se expondra a continuacion puede desarrollarse a partir del trabajo
de Hendrick van Heuraet, publicado en la segunda edicion de La Géométrie de
Descartes (Panza, 2005) o a partir del escrito de Leibniz del Acta Eruditorum
de 1693 (Mufioz, 2021). Se empleara la siguiente version del TFC vy el argu-
mento geométrico subyacente en los trabajos de Newton y de Leibniz es el que
permite presentar de una manera diversa su segundo item:

Teorema fundamental del célculo

Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b]. Si g(x) = f;f(t)dt, enton-
ces g (x) = f(x).

f; f(x)dx = F(b) — F(a), donde F es una antiderivada de f, es decir,

F'(x) = f(x). (Stewart, 2015)

Para una presentacion alterna del primer item, podria consultarse, por ejemplo,
el desarrollo propuesto por Newton en 1704 (Muiioz, 2022) o si se quiere una
entrada aritmética, se podria estudiar desde la perspectiva de Leibniz como ope-
radores inversos (Villate y Corredor, 2023). Adicionalmente, se dispone tam-
bién de una presentacion del TFC completo, a partir de los trabajos de Newton
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de 1666 y de Leibniz de 1693 (Mufioz, 2021). Como puede advertirse, la oferta
de presentaciones del TFC desde el punto de vista histérico es bien variada.

Se aprovecha entonces esta fuente de argumentos que suministra el estudio his-
torico del TFC para exponer la segunda parte del TFC. Desde los trabajos de
Newton, el argumento geométrico que permitid resolverlo naci6é de una modi-
ficacion del teorema de van Heuraet, es decir, el teorema que permitio calcular
lo que se reconoce en la actualidad como la longitud de arco. Este era conocido
como el problema de la rectificacion de curvas que, al ser resuelto de manera
geomeétrica, tiene una relacidon directa con el problema de las cuadraturas
(Panza, 2005). Basicamente, el resultado de Newton al modificar el teorema de
van Heuraet y que permite calcular el area bajo una curva, es el siguiente:

fab f'(x)dx = [f(b) — f(a)] - K, para una cierta constante positiva K.

En el caso de Leibniz, este argumento de comparar areas con cuadraturas se
evidencia en su escrito de 1693, donde ademas propone un argumento dindmico
0 de movimiento de traccion para resolver problemas del calculo de areas donde
no es sencillo encontrar la primitiva de la funcion original (Mufioz, Leony Font,
2023; Blasjo, 2015). Se mostrara a continuacion un ejemplo puntual sobre cémo
desplegar este resultado en un software dinamico.

Ejemplo. Calcular la cuadratura de la curva f(x) = % sobre el intervalo [2,3].

Area(ABCD) = [4In(3) —41In(2)]- 1 = 1,62

i flz) =dnz
Figura 1: diagrama que muestra el calculo de la cuadratura de una funcion

La idea tanto de Newton como de Leibniz fue calcular el &rea bajo una curva
comparandola con el area de un rectangulo, es decir, explicitamente se calcula
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la cuadratura: la aproximacién de un area con aquella de un cuadrado (ade-
cuado). Para esta funcion seleccionada, se realizan los siguientes calculos
(véase figura 1):

3

b
ff’(x)dx =f%dx =[f(b) — f(@] K = [4In(3) — 4In (2)] - 1 ~ 1.62

2

Analiticamente, el argumento parece trivial, porque el producto por ese 1, nunca
se ha evidenciado. Sin embargo, al realizar las gréaficas, en este caso en el soft-
ware GeoGebra, se pueden comparar de manera geomeétrica las areas obtenidas
en ambos resultados, realizando la integral definida y aquella del rectangulo
[f(b) — f(a)]- K, para K = 1Y f(x) la primitiva de la funcion original. Este ar-
gumento geométrico permite ver la integral definida desde la relacion en su gé-
nesis, es decir, desde aquel que pretende encontrar la cuadratura de una curva.
Como consecuencia del rescate de este argumento geomeétrico, se puede contar
a la fecha con otro significado parcial de la integral definida (Mufioz y Leon,
2023). Este resultado es una muestra de como el trabajo historico sobre un ob-
jeto matematico permite diversificar la manera de interpretarlo, de visualizarlo
y manipularlo via un software educativo adecuado. La propuesta es clara: di-
versificar la manera de ensefiar un objeto matematico, retomando los estudios
histéricos como fuente para recuperar o recordar formas de resolver problemas
(donde emergieron esos objetos) que pueden ser mas intuitivas que aquellas
formales que aparecen actualmente en los textos universitarios.

UNA ENTRADA GEOMETRICA PARA ELIMINAR BARRERAS AL
APRENDIZAJE DE NUMEROS ENTEROS DE ESTUDIANTES CON
DISCAPACIDAD INTELECTUAL

En el campo de la educacion matematica emerge la necesidad de comprender la
discapacidad intelectual (DI) en relacion con los procesos de aprendizaje. La DI
se identifica como un trastorno en el desarrollo intelectual, que incluye limita-
ciones en los dominios conceptual, social y practico (OMS, 2001; Fernandez,
Cobacho, Berruezo y Gosalvez, 2010). En el area de matematicas, la presencia
de DI se asocia a dificultades que se manifiestan en el aprendizaje. No todas las
experiencias de fracaso en educacion matematica responden a razones neurold-
gicas, algunas provienen de la ensefianza o de situaciones diversas vividas por
los sujetos con o sin discapacidad. Las dificultades que presentan nifios con bajo
rendimiento en matematicas pueden derivarse de una interaccion de factores
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ambientales como la calidad de la educacion, las oportunidades de aprender, el
desarrollo temprano y el entorno de aprendizaje en el hogar (Broitman y Sancha,
2021; Clements y Sarama, 2019). El disefio de trayectorias hipotéticas de apren-
dizaje (THA), que incorpora tres estrategias de entrada (aritmética, algebraica
y geomeétrica), ademas de proporcionar modelos concretos (Gonzalez y Paloma,
2014; Gonzalez et al., 1989), ofrece una oportunidad para el desarrollo de una
experiencia de aprendizaje con un sistema numérico distinto al de los nimeros
naturales. La multiplicidad de representaciones ofrecida por las tres entradas se
constituye en una posibilidad de participacion de diferentes zonas cerebrales.

En la estrategia aritmética, el progreso de una nifia con discapacidad se eviden-
cia a partir de situaciones que evocan experiencias de desplazamientos espacia-
les. Por ejemplo, ella menciona para -4, “4 pasos a la izquierda”; para +2, “2
pasos a la derecha” o “2 lapices que gane”; para -7, “7 pasos hacia abajo”; y
para +8, “8 pasos hacia arriba”. En la estrategia algebraica se usa el tablero de
vectores; ella identifica como realizar comparaciones entre nimeros relativos
para hallar un elemento faltante (véase figura 2) y reconoce cémo realizar la
representacion de procesos aditivos y describe una regularidad (figura 2, dere-
cha) en cuanto a las operaciones que se presentan, mencionando que “cuando
se suma, se mantiene la direccion de las flechas dependiendo del color y cuando
se resta se cambia la direccidn”. En la estrategia geométrica se utiliza el circuito
cerrado cuyo objetivo es encontrar un camino o circuito entre dos o mas fichas.
El juego, en el que hay un tablero cuadrado dividido en 16 casillas y 16 fichas
en forma de flecha las cuales tienen tres caracteristicas: 7 fichas valen 3 puntos,
8 fichas valen 2 puntos y 1 ficha vale 1 punto. Durante la solucién se realizan
diferentes transformaciones, reconociendo cuando se cumple la condicion del
circuito y cuando no. En el daltimo nivel, la estudiante ubica las familias negati-
vas hacia la parte izquierda y las familias positivas hacia arriba (véase figura
2¢), la estudiante detecta patrones aritméticos cuando sefiala por colores que las
familias de los nUmeros aparecen en “diagonal”.

En general, progresion de aprendizaje se evidencia en la trayectoria de aprendi-
zaje real, es una evidencia de las posibilidades de aprendizaje que tienen los
nifos que siendo diagnosticados con discapacidad intelectual transitan por ni-
veles de aprendizaje y experiencias fenomenoldgicas que para el caso de la tra-
yectoria con los enteros les permitio transitar desde de las situaciones relativas
hasta el dominio numerico propio de los nimeros enteros.
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a) estrategia aritmética b) estrategia geométrica c) estrategia algebraica

Figura 2: estrategias utilizadas en el disefio de una trayectoria hipotética de aprendizaje

EVOLUCION EN EL USO DE ANALITICA DE DATOS E INTELIGENCIA
ARTIFICIAL EN LA COMPRENSION DE TRAYECTORIAS DE
APRENDIZAJE USANDO GRAFQOS

En educacion, los problemas son instrumentos didacticos. En el disefio de las
trayectorias hipotéticas de aprendizaje, los problemas son el punto de partida
que considera las habilidades de los sujetos antes de iniciar el proceso. Durante
el proceso de solucion, el sujeto recorre una o varias trayectorias previamente
consideradas por los educadores. Si bien, hay problemas de disefio que consi-
deran diversas trayectorias y puntos de solucion, también hay problemas estruc-
turados que tienen definidas caracteristicas como estado inicial, estado meta,
operadores y reglas. Estas restricciones son Gtiles en disefio didactico por cuanto
hay un control del ambiente educativo. Un ejemplo son los juegos matematicos
como las torres de Hanoi, cuatro caballos, la escalera, el problema de las ocho
reinas, fichas deslizables, etc. Este tipo de juegos estructurados brinda una ma-
yor certidumbre de las macro acciones de intervencion didactica. Sin embargo,
los espacios de los problemas que representan esos juegos contienen gran can-
tidad de estados y transiciones de estados, con lo cual a los profesores que im-
plementan estos juegos en las actividades de clase no les resulta sencillo realizar
el seguimiento detallado de las trayectorias reales de aprendizaje de los estu-
diantes con respecto a las trayectorias hipotéticas de aprendizaje que los juegos
reclaman. En un caso regular, los profesores traen a clase juegos estructurados
con el animo de desarrollar diversas habilidades, sin embargo, la misma com-
plejidad del grafo y la complejidad propia de las aulas de clase tienen como
consecuencia que el seguimiento de cada una de las trayectorias de aprendizaje
sea limitado, incluso no se logre. Para hacer un seguimiento detallado de las
trayectorias reales de aprendizaje surge una pregunta acerca de como utilizar
los grafos, que representan los espacios problema, para identificar y resaltar las
condiciones de trayectorias reales de aprendizaje en los espacios problema. En
esta linea surge en nuestro grupo de trabajo del Doctorado Interinstitucional en
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Educacién - Universiad Distrital Francisco José de Caldas (DIE), la analogia de
“Waze cognitivo” para expresar la necesidad de disefiar propuestas visuales que
representen la relacién entre problema, restricciones del problema, trayectorias
hipotéticas de aprendizaje y trayectorias reales de aprendizaje. Asi, surgen nues-
tras propuestas de representacion de los espacios problema de juegos estructu-
rados con los siguientes propositos: visualizar la geometria de los espacios pro-
blema, identificar la topologia de los espacios problema, caracterizar la
topologia en funcién del comportamiento de los usuarios y finalmente, generar
alternativas basadas en inteligencia artificial que realizar intervenciones aserti-
vas.

Figura 3: pagina web desarrollada para el estudio de THA en juegos estructurados

Visualizar la geometria de los espacios problema. En nuestro trabajo hemos
desarrollado una pagina web que contiene cinco juegos matematicos (torres de
Hanoi, la escalera, fichas deslizables, ocho reinas, cuatro caballos). La ventaja
de nuestra pagina es que guarda los valores vinculados a las trayectorias reales
de aprendizaje considerando variables como: tiempo, estados, transicion de es-
tados, intentos para resolver el juego y cantidad de movimientos. La pagina y
los datos obtenidos son de acceso libre. La direccion es https://juegosmatema-
ticos.online/ (véase figura 3).

Identificar la topologia de los espacios problema. De cada juego se disefio un
modelo computacional que tiene como base una funcion recursiva que llama las
reglas de cada juego para generar todos los estados del espacio problema (Leon,
Paez, Paloma, Romero, 2019). Los modelos fueron desarrollados en Matlab
(véase figura 4). Las graficas presentan cuatro modelos de espacio problema de
cuatro juegos desarrollados. El juego cuatro caballos consiste en intercambiar
la posicion de cuatro caballos que pertenecen a dos equipos en un tablero de
3 x 3. EI movimiento de los caballos se alterna por equipos. El juego la escalera
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consiste en intercambiar la posicién de dos grupos de fichas ordenadas de ma-
nera horizontal en un tablero de 1 x 2n + 1, donde n corresponde a la cantidad
de bloques por grupo. El juego de las torres de Hanoi consiste en trasladar un
grupo de discos de una columna a otra. El juego consta de tres columnas y un
numero de discos de diferentes tamafios que se pueden apilar uno sobre otro en
dichas columnas. El juego fichas deslizables es un tipo de rompecabezas que
implica mover fichas dentro de una cuadricula hasta alcanzar una configuracion
especifica. Hay diversas versiones, el juego implementado estd compuesto por
fichas de diferente tamafio.

Figura 4: tipologias de los espacios de problema de los juegos cuatro caballos, la escalera,
torres de Hanoi, fichas deslizables

Caracterizar la topologia en funcion del comportamiento de los usuarios. Aun-
que estos juegos son utilizados en educacién matematica, no es comun encon-
trar representaciones del espacio del problema que utilizan la teoria de grafos,
asi como tampoco es comun encontrar caracterizaciones de las topologias de
los juegos utilizando técnicas de analitica de datos. Nuestro grupo ha desarro-
llado practicas de recoleccién de datos para caracterizar las tendencias de tra-
yectorias de los usuarios. Los sujetos entran a la pagina web mencionada ante-
riormente, y responden datos béasicos como nombre, institucion, edad,
nacionalidad, y otras preguntas personalizables. A partir del anélisis de los datos
de los jugadores hemos caracterizado la topologia de los grafos (véase figura
5), identificando las regiones de nodos en funcidn de condiciones como transi-
tabilidad, centralidad, indice para provocar ramificaciones, indice para provocar
buclicidad e indice para generar bloqueos en el juego (Paez, Ledn, Cobos, Ro-
mero, Martinez, Betancur, 2021; Paez, Cobos, Aguirre, Molina y Liévano,
2022).
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Figura 5: caracterizacion de la topologia de los espacios problema

Generar alternativas basadas en inteligencia artificial que realiza intervencio-
nes asertivas. Como resultado de procesos de caracterizacion hemos desarro-
Ilado una experiencia en la cual un agente inteligente realiza acciones de anda-
miaje para realizar intervenciones asertivas durante la solucion del juego de las
torres de Hanoi y la escalera (Paez y Gonzalez, 2022; Paez, 2023). Por ejemplo,
en las torres de Hanoi, las intervenciones estan inspiradas en la teoria de anda-
miaje de Jerome Brunner y el comportamiento del agente esta inspirado en la
teoria de razonamiento practico conocida como BDI (Beliefs, Desires, Inten-
tions) propuesta por Jaques Ferber. El resultado de aplicar técnicas de inteligen-
cia artificial durante el desarrollo de trayectorias de aprendizaje esta relacionado
con menores indices de ramificacion y buclicidad durante la solucion de juego
(Péaez, Aguirre e Impedovo, 2023).

Utilizando estos datos, los profesores pueden personalizar las estrategias de en-
sefianza para abordar dificultades de los estudiantes, como la retencién de in-
formacion o la focalizacién de la atencidn, ademas de monitorear continua-
mente los patrones de trayectoria puede proporcionar retroalimentacion
constante sobre el progreso de los nifios, permitiendo ajustes rapidos y precisos
en las estrategias de intervencion.

CONCLUSIONES

Hemaos descrito una alternativa para analizar las trayectorias reales de aprendi-
zaje en espacios de problema vinculados con juegos matematicos. Considera-
mos que las opciones de visualizacion que se derivan de nuestra propuesta con-
tribuyen en alternativas para lograr una mejor comprension por parte de
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profesores y estudiantes de las trayectorias reales de aprendizaje y del efecto de
la implementacion de las trayectorias hipotéticas de aprendizaje. Consideramos
que esta forma de representacion, la cual usa principios de geometria, no solo
configura las condiciones de interpretacion de profesores y jugadores, sino que
presenta una oportunidad de investigacion de como los problemas tienen pro-
piedades geométricas que inciden en el comportamiento de los jugadores y, ade-
mas, como el analisis, a través de grafos, de grandes cantidades de datos de
jugadores son una oportunidad que esta cobrando interés en educacion matema-
tica.
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Es sabido que varios sistemas fisicos se pueden modelar mediante ecuaciones di-
ferenciales ordinarias. Pero hay una clase particular de estos sistemas —los siste-
mas de control— en los que se tiene de forma explicita una funcion de control (o
de retroalimentacion, en algunos textos) que impone mas informacion al sistema.
Desde el inicio del estudio de estos sistemas, varios métodos se han establecido,
en su mayoria métodos analiticos; sin embargo, estos se pueden replantear por
medio de técnicas de geometria diferencial y asi explorar nuevas herramientas en
estos modelos.

El cursillo que aqui se presenta se divide en dos partes: 1) planteamiento clasico
de algunos sistemas de control; 2) elementos bésicos de geometria necesarios
para los modelos geométricos. El cursillo es una invitacién a indagar en méto-
dos modernos de estudio de sistemas tanto fisicos como geométricos, pues la ex-
posicién tiene como culmen una descripcion de una geometria comun para todos
los modelos descritos en las dos sesiones.

INTRODUCCION

Los sistemas de control son una familia particular de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) de primer orden (es decir, se encargan de calcular los primeros
cambios o velocidades) que estan sujetas a una variable adicional, la funcion de
control u(t, x), que permite escribir la primera derivada como

x' = f(t, x,u).

Varios ejemplos se pueden incluir en esta familia de EDO. Sin embargo, lo re-
levante para nuestro cursillo, no es la variedad de problemas, sino los diferentes
métodos de solucidn de estos y, en especial, su parte geométrica, o geometriza-
cién de la solucion. En este documento veremos, en particular, dos ejemplos
que difieren en su método clésico de solucidn, pero que al introducir el lenguaje
adecuado de geometria diferencial notaremos los términos comunes a estas dos
situaciones. En el minicurso mostraremos otros ejemplos de sistemas de control,
cuya geometrizacion comparte nuevamente los mismos conceptos en el plan-
teamiento del problema y métodos similares para la solucién.

Martinez, N. (2024). Geometrias asociadas a algunos sistemas de control. En P. Perry (ed.),
Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 71-79. Bogota, Colombia: Universidad Pe-
dagdgica Nacional.



El contenido de estas notas es el siguiente. La primera seccion se dedica a la
exposicion de dos problemas clasicos, seguida de un método de solucion. En la
segunda seccién, se introducen los conceptos minimos para el planteamiento y
posterior solucion por medio de geometria diferencial. La Gltima seccion con-
tiene comentarios adicionales sobre las geometrias que se pueden asociar a estos
sistemas y se plantea una estructura geométrica novedosa con potencial aplica-
cién para entender estos sistemas en su generalidad. Vale la pena aclarar que
por exigencias de extensidn de las notas no se incluye la explicacion de los con-
ceptos y definiciones nuevas, pero si sus referencias para los lectores interesa-
dos.

DOS PROBLEMAS CLASICOS: PLANTEAMIENTO Y SOLUCION

En esta seccion se aborda el planteamiento de sistemas fisicos que son modela-
dos por sistemas de control y se muestra una solucion clésica a estos problemas.

Movimiento de un carro

Entender el desplazamiento de un carro en un plano (modelo mas simple por el
momento) es un problema interesante y con diversos campos de aplicacion. Por
ejemplo, se puede recrear para el movimiento de un robot de entrega® o de un
carro autbnomo. En matematicas es posible encontrar varios planteamientos a
este problema; sin embargo, para esta exposicion nos concentraremos en el pro-
blema geométrico. Nuestro espacio de configuracion serd R*xS* donde R? sera
el espacio de posicion y S el grado de libertad de giro (angular) del carro. El
sistema de control en este caso depende de los movimientos permitidos de un
carro (vease figura 1); por ejemplo, desplazamientos adelante-atras o giros que
son movimientos usuales (y permitidos), pero hay movimientos prohibidos
como el desplazamiento perpendicular (salvo prototipos que no estan en uso
comercial en esta época).

! Para mas informacion sobre este tema se pueden buscar varios recursos en linea, por ejem-
plo, la seccién 13.3.2. Controllability of Wheeled Mobile Robots (videos 1 a 4) del curso
Modern Robotics en coursera.
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X = (cosf,sinf,0) Y =(0,0,1) Z = (sinf,—cos#,0)
Permitido Permitido Prohibido

Figura 1: movimiento de un carro

En este caso el sistema de control esta definido por las direcciones tangentes al
desplazamiento y giro, y esta descrito asi:

x' =uX +vY.

Problema de aceleracion

Considere un cohete, que también aceleray frena (desacelera), pero en este caso
particular (al no tener friccién o gravedad) frenar también consume combusti-
ble. El caso del cohete presenta un problema de optimizacion, pues acelerar y
frenar se traduce en consumo de combustible y en el espacio (fuera del globo
terraqueo) no se puede repostar, lo que hace al combustible un recurso limitado.
El sistema de control asociado se puede describir por medio de la variable de
posicion y velocidad. Como es usual en mecanica clasica, la derivada de la po-
sicion es la velocidad y la derivada de la velocidad es la aceleracion, la cual es
la funcidn objetivo a optimizar. El sistema de control queda entonces como:

Variables de estado: x posiciony y velocidad.
Variable de control: u € [amin, Amax] aceleracion.

Con estas variables, el sistema de aceleracion queda planteado asi:
x\" /0 1\ (% 0
(y) - (o 0) (y> + (1) w
donde u optimiza el funcional de energia J(u) = fttol |lu(t)|dt.

Teniendo el planteamiento de los dos casos, se procede a entender su solucion.

Solucion al movimiento de un carro

El problema que se puede plantear para este sistema de control es si dado un
espacio de tamafo suficiente para el carro, ¢podemos parquearlo? La solucion
es si. Esto se ve todos los dias, pero ¢cual es el concepto matematico que nos
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permite entender esta solucion? Lo primero por resaltar en este caso, es que el
sistema de control esta definido por las tangentes a las curvas (curvas posicion
0 curva dada por el giro); por lo tanto, debemos considerar los espacios tan-
gentes. Para esto, introducimos el concepto de distribucion geométrica. Toda
variedad geométrica M tiene asociado un espacio tangente en cada punto, T,M
el cual es un espacio vectorial de la misma dimension de la variedad. Una dis-
tribucidn tangente D es una funcion que a cada punto de la variedad se le asigna
D,, un subespacio vectorial de T,M. La distribucion D se dice de rango cons-
tante, si la dimensién de D,, no cambia. D se dice integrable, si en cada punto
p € M existe una subvariedad L conexa e inmersa en M tal que T,,L = D,,. El
siguiente paso, es el concepto méas importante asociado a este problema: el cor-
chete de Lie de dos campos vectoriales X y Y2. Esta operacién mide cuanto no
conmutan los caminos generados por los campos.

Vamos a entender los caminos generados por un campo vectorial X a todas las
curvas cuyos vectores tangentes coinciden con X. Denotaremos cy a estas cur-
vas. Notese que cy tiene como variables t (entendido como tiempo o dominio
de lacurva) y p en M, la que garantiza que la curva pasa por el punto (figura 2).

DL BYX)
Bt Bt BH(X)

@t DRt HX)

Figura 2: imagen tomada de Ermal Feleqi (2015): Commutators of smooth and
nonsmooth vector fields

2 La nocion de campo vectorial es el mismo que en calculo: una funcién que a cada punto se
le asigna un vector.
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Para un sistema de control lineal x’ = Y%, u; X;, del cual el problema del carro
es un caso particular, definimos conjunto alcanzable como

R(p) = {cx, (txs.) o . @ cx, (t1,.)]t; = 0},
Y con esto, se tiene el primer gran resultado:

Teorema de Rashevsky-Chow

Para el sistema de control lineal x' =Y u;X; en M conexa, si
Lie{X;,..,X,,} = TM, entonces R(p) = M paratodo p € M.

Donde la operacién Lie significa la iteracion finita de todos los campos vecto-
riales X; por medio de los corchetes de Lie. Este resultado lo que dice es que si
se genera todo el espacio tangente por medio de los corchetes de Lie, entonces
dos puntos en M arbitrarios se pueden conectar siguiendo los caminos genera-
dos por los campos X;.

Notese que en el caso del carro se tiene que [X,Y] = Z, y por dimension del
espacio de configuracion, se tiene que el sistema es alcanzable; por lo tanto, con
movimientos adelante-atras y giros el carro puede llegar a cualquier punto del
plano, en particular, puede parquear.

Observacion: los conceptos de distribucion, campos vectoriales, derivacion por
campos vectoriales, corchete de Lie, derivadas exteriores y productos (para la
siguiente seccion) y otros asociados tienen un componente de diferenciabilidad
0 suavidad como funciones u operadores derivables. Estos conceptos estan
fuera del objetivo de estas notas, pero se recomienda al lector los siguientes
textos (Lee, 2011) como complemento adecuado a estos temas.

Solucién al problema de aceleracion

El sistema de control asociado al cohete tiene la restriccion de optimizar el con-
sumo de combustible. Esta situacién es similar al caso de optimizacion con res-
tricciones para funciones de varias variables, que en célculo vectorial tiene un
método conocido como multiplicadores de Lagrange (Marsden y Tromba,
2004). En este caso, toda solucion del problema debe tener asociadas tres fun-
ciones auxiliares tales que:

!

X0 =Y0,Yo = U0,V =Yo= V1
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[uo (O] + vouo < [u(®)| +you.
Este es un caso particular de lo que se conoce como principio del minimo de
Pontryagin: Sea x" = f(t, x,u) un sistema de control con variables de estado y
control (con puntos extremos) respectivamente
X. [to, tl] - Rn, u. [to, tl] - U c R,

Si existe u, funcion minimizando el funcional

t1

J@) = f LGe(O), u(®), Ddt

0

Yy X, solucion del sistema, entonces existen funciones y°,Q: [to, t;] = R™ tales
que
x5 = VyH(xo, 0, ¥ %, ¥§),¥8 = —VaH (x0,0, 7%, ¥8)
H(xo, uo:VO:V(())) < H(xo,u, )’0')’8)
parau € U,y donde H(x,u,y,vo) = yL(x(t), u(t), t) + y&f(x(t),u(t),t), es
conocida como funcion hamiltoniana del sistema.

Esta solucion se puede esquematizar en el siguiente diagrama conmutativo
(véase figura 3), con hamiltoniano H = (y, f) + L.

R

R*"x U xR - TR"

e S

[to, t1] - R"

Figura 3: esquema de optimizacion de Pontryagin

Esta misma situacion se puede promover a variedades diferenciales, donde cam-
biamos el espacio de configuracion euclidiano por una variedad arbitraria P
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R I'= fia.l‘i

a

r

loc.trivial C

NS

[to, t1] = P P

TP
:mi)

Figura 4: fibrado de Pontryagin

y la variedad C codifica (localmente) el espacio de control con variable de con-
trol dada por u(t) € m~1(x(t)) (véase figura 4).

Continuando con los ingredientes geomeétricos de la solucién al principio de
Pontryagin, debemos considerar, adicional a los campos vectoriales, los campos
co-vectoriales y su algebra exterior. Para mas detalles en estos temas, se reco-
mienda consultar la referencia (Lee, 211). En todo caso, recordemos que un co-
vector (o funcional) es una aplicacion lineal de un espacio vectorial en el campo
escalar. Por notacidén tomaremos el producto interno o contraccion ixa como la
evaluacion a(X). Adicional a esto, se puede considerar el producto anti-simeé-
trico (también conocido como producto cufia o producto exterior) dado por

ixiya AB = (aAB)X,Y) =a(X)BY) —a(Y)B(X)

y se extiende de forma lineal y a producto de finitos co-vectores. En principio,
esta operacion se puede definir a nivel de algebra lineal, pero también se puede
adaptar en variedades usando adecuadamente el espacio de co-vectores tangen-
tes T;M y sus productos externos al variar suavemente en p en el mismo sentido
que se mencion0 previamente en la observacion. Como altimo comentario, an-
tes de plantear el resultado geomeétrico, se tiene que T* M, entendido como la
union disyunta de todos los espacios tangentes T, M, forma una nueva variedad
diferencial, que en particular viene dotada de un co-vector tautoldgico a, que
genera un 2-covector da (es decir, ahora se evalUa en dos campos vectoriales)
por la operacién

iyiydar = dap(X,Y) = Xar(Y) — Yar(X) — az([X, Y]).

Este es un caso particular de lo que se conoce como forma simpléctica. Ahora
si, podemos establecer el resultado geométrico a este sistema de control:
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Teorema de extremos

Una curva y: [0, T] - M es extremo del funcional /(o) = foT L(a(t))dt Si y so-
lamente si existe X € TM tal que ixQ = dH para H(a, ¢) = irya — L(c).

Donde M =T*P xpC 5 T*P es conocido como fibrado de Pontryaginy Q =
T dar es la extension de da, a M y H hace el papel de la funcion hamiltoniana
en el planteamiento original del principio de 6ptimo de Pontryagin.

Observacion: en este caso, las soluciones estan asociadas a la relacién iy Q =
dH, la cual genera un ejemplo de lo que se conoce como el teorema de Frobe-
nius para la distribucion A = ker(Q).

Teorema de Frobenius

Una distribucién regular A es integrable si y solo si [['(A),'(A)] € T'(A4), donde
I'(.) es el espacio de campos vectoriales en direccion de A.

COMENTARIOS ADICIONALES

Ya hemos visto lo versatil que pueden ser los operadores diferenciales en geo-
metria, con los que hemos planteado soluciones a los dos ejemplos tratados
aqui. Lo interesante es que una metodologia similar puede ser aplicada a otros
sistemas de control que aparecen de forma natural cuando se modelan otros sis-
temas fisicos. En particular, en el minicurso se presentan los siguientes casos.

Sistemas hamiltonianos: es un ejemplo de mecéanica clasica donde la segunda
ley de Newton (una EDO de segundo orden) se puede reducir de orden para
obtener un sistema de EDO como sistema de control. Este caso tiene la peculia-
ridad de poderse equipar con una accion por un grupo de simetrias que reduce
la dimensidn del problema (por ejemplo, considere la rotacion de la tierra). La
solucién viene dada por las curvas asociadas a los campos vectoriales hamilto-
nianos, ademas se satisface la condicion original de Jacobi, la que afirma que
hay una operacion en la cual dos constantes de movimiento, al operarse, su re-
sultado también es constante de movimiento.

Circuitos eléctricos: en circuitos RLC con voltaje inicial, las leyes de Kirchof
producen un sistema de control conocido como sistema port-hamiltoniano con
un término adicional de campo eléctrico. Las soluciones de sistemas port-ha-
miltnoianos estan asociadas a secciones auto-ortogonales (asociadas a opera-
ciones anti-simétricas) de un fibrado que agrupa los campos vectoriales y cam-
pos co-vectoriales.
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En cada uno de estos casos, podemos incluir términos geométricos adicionales
que interpreten la solucion a cada problema. Yendo ain mas alla en términos
geométricos, todos estos términos pueden incluirse en una estructura que abarca
(o interpola) las geometrias anteriormente citadas. Esta nueva estructura fue
planteada originalmente por Ted Courant (y de forma casi simultanea, con otras
motivaciones por Irene Dorfman) y fue el punto de origen para lo que en la
actualidad se conoce como geometria generalizada. Para una discusion de lo
anterior con referencias completas se recomienda la lectura de Gualtieri (2011).

Solo para mencionar lo principal de esta nueva geometria, vamos a considerar
L como subfibrado de TM @ T*M (es decir, una coleccion de subespacios vec-
toriales de T,M @ TyM en cada punto de M) que satisface las siguientes dos

condiciones.

Auto-ortogonal. En TM @ T*M se puede definir un producto interno dado por
la evaluacion (X @ a,Y @ B) = a(X) + B(Y), para el cual se cumple que L =
L.

Involutivo. Para secciones de L, se tiene que es cerrado (en el mismo sentido que
el teorema de Frobenius ya mencionado) para el corchete

XD aY®dB]=I[XY]DLie(X)B — iyda.

Satisfechas de forma simultanea estas dos condiciones, constituyen las estruc-
turas de Dirac, que contienen como casos particulares, los fibrados de Pontrya-
gin, el teorema de Frobenius, los corchetes dindmicos del ejemplo de sistemas
hamiltonianos y por-hamiltonianos, y una extension del teorema de Rashesvki-
Chow. Como se mencion0 al inicio del documento, es una nueva geometria que
involucra todos los metodos geométricos de las soluciones de sistemas de con-
trol presentados. Para mas informacién en esta direccion se recomienda la lec-
tura de van der Schaft (2007).
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Este articulo da a conocer los resultados de una investigacion cuyo objetivo fue
contribuir al desarrollo del pensamiento matematico, a través de la modelacion
geomeétrica y la resolucién de problemas, en estudiantes del grado octavo, de una
institucion de Cundinamarca. Los resultados demuestran que los estudiantes lo-
graron un progreso notable en el desarrollo de habilidades para resolver proble-
mas tanto en contextos simulados como reales, a través de los cuales construye-
ron conceptos matematicos solidos y con sentido. Por tanto, la organizacion y la
planificacion cuidadosa de las actividades practicas en la ensefianza de las mate-
maticas contribuyeron de manera significativa al desarrollo del pensamiento ma-
tematico de los estudiantes.

INTRODUCCION

Abordar, en la escuela, situaciones problematicas centradas en el mundo real es
un método esencial para acercarse al conocimiento matematico y una oportuni-
dad para aplicar todo lo aprendido. Uno de los procesos que lo dinamiza es la
resolucion de problemas retadores, apoyados por la modelacion, debido a que
existe una conexion esencial entre estos (Fonseca y Rojas, 2023). EI modelado
relaciona el mundo real y las matematicas; por ende, es importante generar mo-
mentos en el aula para modelar, donde se permita desarrollar habilidades para
la resolucion de problemas por medio de situaciones en contextos auténticos.

Un proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica que incluya la resolu-
cién de problemas mediante la modelacion geométrica necesita una metodolo-
gia de clase que integre estos enfoques. Esta integracion concede el desarrollo
oportuno y adecuado del saber matematico, donde se fortalece el aprendizaje
significativo y el interés de los estudiantes hacia el conocimiento (Stillman, Kai-
ser y Lampen, 2020).

A través de la aplicacion de métodos empiricos e instrumentos como encuestas
a profesores, entrevistas a expertos y la revision de la literatura, se constatan

Rojas, O. y Fonseca, L. (2024). Modelacién geométrica y la resolucion de problemas para la
ensefianza de la geometria. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones,
26, 81-96. Bogota, Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.
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dificultades de la resolucién de problemas en los estudiantes: limitado recono-
cimiento de variables y las relaciones entre ellas (Sol, Giménez y Rosich, 2011),
escasas estrategias de abordaje para el analisis y la justificacion, falta de habili-
dades para la comprension y contextualizacidn de un problema (Socas, Hernan-
dez y Palarea, 2014), y la limitada comprensidn para explicar las relaciones en-
tre objetos reales y las matematicas. Ademas de las restringidas destrezas para
explorar un problema social y abordarlo matematicamente (Edo, Putri y Har-
tono, 2013; Kadijevich, 2009).

En este sentido, la investigacion involucra contextos reales y auténticos, cerca-
nos a los estudiantes, en la medida en que favorecen la construccion de concep-
tos relacionados con la matematica discreta, la geometria computacional, entre
otras, de manera significativa y motivadora apoyada en el uso de recursos tec-
nolégicos.

PERSPECTIVAS DE LA MODELACION GEOMETRICA

Considerando los resultados investigativos de Bliss y Libertini (2020), Stillman
(2015) y Blum, Galbraith, Henn y Niss (2007), el modelado es el medio para
relacionar las matematicas y la realidad, logrando despertar afinidad en el estu-
diante por conocer temas matematicos en un contexto especifico. De este modo,
la modelacion puede ser vista como una forma mediadora entre la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas en la escuela, debido a sus conexiones con la
realidad, pues segun Bliss y Libertini (2020), la modelacion permite usar el len-
guaje de las matematicas para cuantificar fenomenos del mundo real y analizar
comportamientos.

Reconociendo que la modelacion geométrica es propia de la modelacion mate-
maética, se registran algunas definiciones presentadas por autores que han vin-
culado la modelacion geométrica en la practica educativa de las matematicas.
Es asi como Alsina (2008), Zapata, Cano y Villa (2017), Herbst y Boileau
(2018), Ludwig y Jablonski (2019) y Baldin (2021), en términos generales, con-
sideran que podria apreciarse como un proceso donde el conocimiento de la
geometria se utiliza para representar objetos de la realidad, asi como una forma
de representar experiencias en el espacio y la forma. En este sentido, los inves-
tigadores resaltan la “representacion” como un eje fundamental de la modela-
cién y enfatizan en la importancia que esta tiene para la resolucion de proble-
mas.
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En el estudio sobre el que reporta este documento, la modelacion geométrica se
establece como un proceso intencional de representacion, donde se utilizan co-
nocimientos y recursos para llevar a cabo el analisis, formulacion y elaboracion
de un modelo, el cual brinda elementos para hacer inferencias que favorecen la
solucion de un problema en un contexto geométrico (Fonseca, 2024).

La modelacion geométrica por ser un caso particular de la modelacion matema-
tica trae inmersos dos procesos significativos en la educacion matematica: la
cognicidén y la metacognicion (Kaiser, 2020). Los procesos cognitivos se encar-
gan del procesamiento, almacenamiento, construccion y autorreflexion de la in-
formacion, y, sobre todo, de la construccion del conocimiento. Para Gonzalez y
Leon (2013), la cognicion se activa en procesos que permiten al individuo apro-
piarse de la realidad, uno de los cuales es la resolucién de problemas en contex-
tos auténticos (contextos propios del estudiante). De esta manera, puede la cog-
nicion relacionarse, segun Stillman (1996), con la cantidad de informacion
necesaria para alcanzar una solucién y los métodos que deben combinarse para
producir un resultado provisional o final del problema.

La relevancia de la modelacién geométrica en la escuela reside en su utilidad
como estrategia didactica, ya que permite la creacion y el uso de modelos que
facilitan la resolucion y el planteamiento de problemas en contextos reales o
simulados. Esto da sentido a la aplicacion de las matematicas en un entorno de
aprendizaje enriquecido. De este modo, la modelacion geométrica en el aula
puede darse desde dos procesos cognitivos y dos campos por modelar (véase
tabla 1).

Proceso cognitivo Campo por modelar
Intramatematico Extramatematico
Intencional Los estudiantes poseen dominio de Los estudiantes aplican sus conoci-
determinados conocimientos de geo- | mientos geomeétricos a situaciones del
metria. contexto y a la construccién de nue-

VOs conceptos.

Se apoyan en herramientas como la
visualizacién matematica, la manipu-
lacion geométrica y la heuristica,
donde modelan con recursos analiti-
cos y de interpretacion geométrica,
para alcanzar la solucién a un pro-
blema.

Aplican recursos de geometria apoya-
dos en la exploracion, la visualiza-
cién matemaética, la manipulacion
geomeétrica, la conjeturacion, y la
heuristica, en la resolucion de proble-
mas.
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Fortuito

Los estudiantes llegan de forma ines-
perada, durante la via o camino de so-
lucidn del problema. La légica puede
conducir a una expresion, que per-

mite un cambio de variable, para con-

Este proceso puede ocurrir en el aula
en la resolucién de problemas de con-
texto, por casualidad y, sin recono-
cerlo, los estudiantes hacen uso del
modelado.

seguir una expresion equivalente a la
inicial.

Tabla 1: clasificacion de la modelacion geométrica segin proceso cognitivo y campo por
modelar (Fonseca, 2024, p. 58)

Por ende, se adopta el “enfoque holistico” considerado por Stillman, Kaiser y
Lampen (2020), en el cual, el modelador trabaja en grupo con problemas donde
se evalta el modelo como un todo, adoptando un ciclo simplificado, como el
propuesto por Brown y Stillman (2017) (véase figura 1).

1. Simplificar
: - Problema
Situacién => matematico del
desordenada del mundo real
mundo real
Revisar el modelo Solucion
0 aceptar la matematica
4, valldar solucién

yterpretar
Significado del

mundo real de la
solucion

/.Matematizar

Figura 1: ciclo de modelado simplificado por Brown y Stillman (2017, p. 358)

En este ciclo se proporciona a los modeladores una manera retadora de solucio-
nar problemas cotidianos. Por consiguiente, se presentan fases claves, que van
desde la concepcion de una situacion desordenada del mundo real en la cual se
identifica un problema, y terminan con una exposicién final sobre la actividad
de modelacion y la resolucion del problema. En el ciclo que presenta la figura
1, las flechas de color rojo muestran el proceso de la actividad cognitiva y las
azules el proceso metacognitivo. Para este estudio se definen de la siguiente
manera las fases del ciclo de modelado.

e Simplificar: los estudiantes idean modelos y eligen matematicamente la
manera de representarlos.



e Matematizar: los estudiantes hacen uso de sus conocimientos matema-
ticos, del modelo propuesto y de estrategias heuristicas para dar solucién
a un problema matematico.

e Interpretar: los estudiantes relacionan los resultados matematicos con
un problema extra-matematico, de tal manera que puedan llegar a una
generalizacion con base en situaciones especificas.

e Validar: los estudiantes analizan sus soluciones en relacion con sus pa-
res y reflexionan sobre los aciertos o las oportunidades de mejora, y re-
conocen qué otras soluciones al problema son posibles.

FUNDAMENTOS DEL PENSAMIENTO MATEMATICO EN EL CONTEXTO
DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

La resolucién de problemas se ha fortalecido en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de la matematica en el aula con el transcurrir de los afios, convir-
tiéndose en una metodologia de trabajo en varios paises del mundo. En este
sentido, para Stanic y Kilpatrick (1988), los problemas han ocupado un lugar
fundamental en el curriculo matematico en la escuela, aunque los términos “pro-
blema” y “resolucion de problemas” se han asumido con diversos significados.
Entre estos, los autores sefialan los siguientes: resolver problemas como con-
texto, como habilidad y para hacer matematicas.

A partir de las definiciones de problemas retadores abordadas por diversos in-
vestigadores (e. g., Krulik y Rudnik,1987; Falk,1980; Diaz y Poblete, 2001), los
problemas retadores son aquellos que deben integrar conceptos coherentes y
hacer vinculos con otros pensamientos de las matematicas y que para encontrar
su solucidn obligan a los estudiantes a construir redes 0 mapas conceptuales que
favorezcan el aprendizaje, ademas de profundizar su comprension de las mate-
maéticas.

El desarrollo del pensamiento matematico ha cobrado interés en toda la comu-
nidad académica, que busca, sin duda, un avance en las habilidades matematicas
de los individuos. En este sentido, Sfard (1991), desde la perspectiva bioldgica,
explica que desarrollar las habilidades para aprender matematicas implica un
esfuerzo continuo. Este trabajo vincula procesos cerebrales simples, como la
atencion, la memorizacion o procesos mentales mas complejos, como organizar
ideas, comparar, analizar, razonar, generalizar, seguir pasos, asumir reglas y to-
mar decisiones.
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Por su parte, para Schoenfeld (2016) aprender a pensar matematicamente tiene
dos tipos de significados. El primero hace referencia a la valoracion que debe
darse a los procesos de matematizacion, abstraccion y habilidad para aplicarlos.
El segundo aborda el desarrollo de competencias para usar herramientas con el
objetivo de comprender. Por eso, ambos tipos se dirigen a la creacion de sentido
matematico, para percibir y usar las matematicas. Es asi como ““el conocimiento
matematico de un individuo es el conjunto de hechos y procedimientos mate-

maticos que puede usar de manera confiable y correcta” (Schoenfeld, 2016, p.
105).

De Guzman (1996) expone algunas razones, por las cuales considera importante
la resolucion de problemas para el desarrollo del pensamiento matematico. En-
tre estas razones se tienen la autonomia, el aporte que ofrece a los procesos
efectivos de adaptacion a los cambios, el trabajo autorregulador y creativo. Ade-
mas, mantiene un valor no restringido al mundo de las matematicas. Por consi-
guiente, “los habitos mentales de resolucion de problemas preparan a las perso-
nas para problemas reales, situaciones que requieren esfuerzo y pensamiento”
(Rigelman, 2007, p. 311).

En esta medida, Ersoy (2012) sostiene que el desarrollo del pensamiento mate-
matico comienza cuando un individuo trata de resolver problemas, correlacio-
nando conceptos para llegar a una solucién. En este proceso interviene de ma-
nera asertiva la seleccion de estrategias, la experiencia del estudiante y su
conocimiento matematico. Entre tanto, Ayllén, Gomez y Ballesta (2016) ase-
guran que, tanto la resolucion como el planteamiento son herramientas potentes
que muestran el pensamiento matematico y el nivel creativo. De ahi que, “el
pensamiento matematico es una forma ordinaria de pensar y resolver problemas
que juega un papel especialmente importante en las matematicas” (Watson,
2001).

En este sentido, el proceso de resolucién de problemas que incorpora la mode-
lacion geométrica enriquece y promueve el desarrollo del pensamiento mate-
matico. Wickstrom y Roscoe (2020) sostienen que tanto la modelacion geomé-
trica como la resolucién de problemas brindan a los estudiantes la oportunidad
de explorar su creatividad y enriquecer su comprension de las matematicas. Para
Sozcu, Ziatdinov e Ipek (2013), la combinacion de estos dos procesos permite
la conexidn de los conceptos matematicos, lo que, a su vez, mejora las habili-
dades de construccidn de conceptos y fortalece el pensamiento matematico. Por
su parte, Balyakin y Chempinsky (2020) subrayan que el modelado geométrico
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tiene un impacto positivo en el pensamiento visual y 16gico, ademas de impulsar
las habilidades heuristicas que enriquecen el pensamiento matematico de los
estudiantes. Segun Herbst (2019), el modelado geométrico robustece el pensa-
miento matematico al proporcionar oportunidades de aprendizaje a través de la
resolucion de problemas que conectan el mundo real con el contexto matema-
tico.

METODOLOGIA

La investigacion se llevé a cabo utilizando un enfoque cualitativo y un disefio
de investigacidn-accion participativa. Este enfoque se centrd de manera integral
en los sujetos, empleando un proceso inductivo de indagacion e interaccion con
los participantes, y analizando los datos descriptivos recolectados conforme
avanzaban los acontecimientos. Ademas, se busca construir la realidad tal como
se observa, de manera objetiva durante todo el proceso, sin alterar ni imponer,
donde nos apropiamos de una realidad epistémica en relacién con los individuos
participes (PISA, 2020) Su objetivo fue transformar la realidad, brindando una
oportunidad para mejorar y fortalecer el desarrollo del conocimiento matema-
tico en los estudiantes participantes.

El estudio se realiza con 30 estudiantes de secundaria de la Institucién Educa-
tiva Nuestra Sefiora de la Salud (Supata, Colombia) del octavo grado. Esta uni-
dad de analisis se selecciona de manera intencional, segun caracteristicas espe-
cificas del grupo, la condescendencia y oportunidad de acercamiento por parte
de los investigadores, organizados en 10 grupos equitativos, nombrados como
G1, G2 hasta llegar a G10.

Se implementaron ocho actividades didacticas, cada una de las cuales contem-
plo 4 momentos: de exploracion, donde se desarrollan ejercicios de visualiza-
cion mental de objetos geométricos; momento de motivacion, donde se llevan
a cabo experiencias sencillas en las que se usa material concreto estructurado y
no estructurado; momento de estructuracion, donde se proponen problemas re-
tadores en base a contextos simulados; y el momento de transferencia, donde se
proponen problemas retadores en contextos reales autenticos (lugares conocidos
por los estudiantes). El proceso de resolucion de problemas se estudia con base
en tres fases propuestas por Alsina (2008): abordaje, ataque y revision. En
cuanto, al proceso de modelacion se hizo bajo el ciclo simplificado propuesto
por Blum, Galbraith, Henn y Niss (2007) (simplificar, matematizar, interpretar
y validar).
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Para la recoleccion de datos se utilizaron ocho rubricas destinadas a evaluar de
manera objetiva y critica el aprendizaje y las habilidades desarrolladas por los
estudiantes durante el proceso. Ademas, se aplicé una encuesta con preguntas
cerradas y algunas abiertas, con el propdsito de identificar las percepciones de
los estudiantes respecto a la implementacion de las actividades en el aula. Ade-
maés, se lleva a cabo el analisis de las grabaciones en video y la observacion
participante para la identificacion de argumentos relacionados con los logros y
dificultades en el proceso de aprendizaje.

RESULTADOS Y DISCUSIONES

El anélisis de los resultados muestra un dominio efectivo del contenido mate-
matico tratado. Los estudiantes utilizan sus conocimientos previos para no solo
adquirir nuevos conocimientos, sino también para reforzar aquellos que aun no
dominaban completamente. A pesar de que los temas abordados no forman
parte del curriculo y son de un nivel avanzado, se nota que los estudiantes logran
una comprension solida de los mismos y se muestran motivados en la explora-
cion y la consolidacion de nuevos aprendizajes (véase tabla 2). La planificacion
y ejecucion de las actividades en las cuatro etapas (motivacion, exploracion,
estructuracion y transferencia) evidencian un progreso cognitivo notable por
parte de los estudiantes.

N.° de actividad Objetivo Logros

1. Camino Construir el concepto de camino L1. Usaron el concepto de camino para en-

L L , ntrar r rones en si ion
hamiltoniano hamiltoniano a través de un con- ?O t_a utas'y pat ones en situaciones que
L implican conexiones entre puntos o lugares.
texto real auténtico.

L2. Identificaron las caracteristicas de un ca-
mino hamiltoniano.

L3. Reconocieron caminos hamiltonianos en
un contexto real.

2. Ciclo Construir el concepto de ciclo ha- L1. Entendieron como un recorrido puede co-
hamiltoniano miltoniano a través de un contexto | menzar y terminar en el mismo vértice, for-
real autentico. mando un ciclo cerrado.

L2. Establecieron diferencias entre un ca-
mino y un ciclo hamiltoniano a partir de re-
presentaciones visuales.
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3. Triangulacién de
poligonos

Encontrar el area de figuras bidi-
mensionales a través de la descom-
posicién en triangulos por un con-
junto maximo de diagonales.

L1. Analizaron cémo los triangulos pueden
conformar un poligono de mayor area.

L2. Descompusieron figuras en partes mas
pequefas y reconstruyeron la figura original
al sumar las areas de los triangulos.

4, Teorema de
Chvatal

Usar la triangulacion del area de
una figura bidimensional y la colo-
racién de sus vértices para repre-
sentar afirmaciones del enunciado
del teorema de la galeria de arte de
Chvatal.

L1. Descompusieron el area de un poligono en
areas de triangulos.

L2. Determinaron el nimero cromatico donde
exploran propiedades estructurales de los gra-
fos.

L3. Reconocieron que un poligono de n vérti-
ces se puede vigilar utilizando con un maximo
[n/3] camaras.

5. Diagramas
de Voronoi

Identificar el concepto de punto,
plano, semiplano, segmento, media-
triz y circuncentro en la construc-
cién de un diagrama de Voronoi.

L1. Representaron la divisién de un espacio
en regiones basado en la proximidad a un con-
junto de puntos determinados.

L2. Reconocieron los limites o fronteras de las
regiones de Voronoi como resultado de la di-
vision del espacio en funcion de la distancia a
los puntos.

6. Teorema
de Viviani (1)

Reconocer las caracteristicas a par-
tir de las posibles ubicaciones de un
punto en una region triangular equi-
latera para la visualizacion de afir-
maciones enunciadas en el teorema
de Viviani.

L1. Identificaron que la suma de las distancias
desde un punto a cada uno de los lados es igual
a la altura del triangulo.

L2. Reconocieron que independientemente de
la posiciéon del punto dentro del tridngulo
equilatero, la suma de las distancias a los la-
dos siempre sera igual a la altura del tridngulo.

7. Teorema
de Viviani (2)

Reconocer las caracteristicas dadas
a partir de las posibles ubicaciones
de un punto en una region cuadran-
gular.

L1. Reconocieron que independientemente de
la posicion del punto dentro de un cuadrado,
la suma de las distancias a los lados siempre
serd igual al semiperimetro.

L2. Aplicaron conceptos matematicos para re-
solver situaciones del mundo real y simuladas.

8. Teorema
de las alfombras

Encontrar la congruencia de figuras
bidimensionales a través de la des-

L1. Identificaron cdmo se superponen dos al-
fombras y cémo se divide el piso en regiones
distintas.
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composicion del area para visuali- | | 2 comprendieron el concepto de superficie
zar afirmaciones enunciadas en el

y como se puede dividir una superficie en di-
teorema de la alfombra.

ferentes partes usando objetos geométricos.

L3. Calcularon areas de figuras geométricas
que se superponen.

Tabla 2: logros en el aprendizaje, alcanzados por los estudiantes en cada actividad
didactica
Con respecto, a la resolucion de problemas en la fase de abordaje, los estudian-
tes identifican estrategias para resolverlos, hacen uso de la parte experiencial
que se da en los primeros momentos de la actividad. En la fase de ataque, se
apoyan en reglas geométricas, construyen modelos para llegar a la solucion; y

en la fase de revision reconocen sus aciertos y descubren las variadas formas de
resolver los problemas.

Enfatizando en las fases de la resolucion de problemas, 72% de los grupos en
la competencia de abordaje logran un nivel desempefio alto (DA) y 28% en
(DM); en la fase de ataque 73% en DAy 27% en DM; y en la fase de revision
un 81% en DAy 19% en DM. En esta medida, se encuentran progresos signifi-
cativos en cada una de esas fases. Por su parte, la fase con mayor dificultad para
los grupos es el abordaje, debido a sus pocas habilidades en la comprension de
un problema y la identificacion de variables, lo cual se optimiza a medida del
trabajo en aula, como se muestra en el grafico 1.

RESULTADOS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS
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Gréafico 1: desempefio de los grupos en el proceso de resolucion de problemas (Fonseca,
2024)

Durante el desarrollo de las actividades, la resolucion de problemas es un pro-
ceso dindmico que estimula la creatividad de los estudiantes, permitiéndoles
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aplicar los conocimientos adquiridos para dar sentido a la realidad. Este proceso
demuestra la capacidad de los estudiantes para analizar, comprender, razonar y
generalizar a partir de diversos contextos. Asi, la resolucion de problemas ma-
tematicos desafiantes incorpora la modelacion matematica, desarrollandose am-
bos procesos de manera inherente en los estudiantes.

En relacién con la modelacion geométrica, en la fase de simplificar, los grupos
logran comprender los problemas, por medio de preguntas heuristicas e identi-
fican los aspectos claves. En la fase de matematizar crean diversos modelos y
usan algoritmos matematicos para acercarse a la solucion. En la fase de inter-
pretar, a partir de los resultados obtenidos en cada grupo y en la puesta en co-
mun con sus pares, consolidan los conceptos previstos para cada actividad. En
este sentido, los grupos relacionan estas interpretaciones con el contexto real
del problemay en la fase de validar, los estudiantes revisan sus respuestas, iden-
tificando si son acertadas y si dan una solucion al problema, ademas comunican
a sus compafieros de forma clara sus resultados y como llegaron a ellos.

En las fases de la modelacion geométrica, la evolucion es relevante a medida
en que se avanza en la implementacion; en la fase de simplificar, 70% de los
grupos logran el desarrollo de competencias en un DA y 30% en un DM; en la
fase de matematizar, un 73% en DAy 27% en DM; en la fase de interpretar,
75% logra un nivel DAy 25% en DM; y en la fase de validar, 81% se encontrd
en un DMy 19% en DA. Por consiguiente, las fases de simplificar y de mate-
matizar fueron de mayor exigencia para los grupos, como se muestra en el gra-
fico 2.

RESULTADOS EN LA MODELACION GEOMETRICA

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%
0%

ACT.1 ACT.2 ACT.3 ACT.4 ACT.5 ACT.6 ACT.7 ACT.8

=== SIMPLIFICAR ~ ====MATEMATIZAR ====|NTERPRETAR VALIDAR

Gréafico 2: desempefio de los estudiantes en el proceso de modelacion geométrica
(Fonseca, 2024)
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La modelacién geométrica contribuye sustancialmente a la comprension de las
matematicas, otorgando significado a la realidad simplificada, que pueden los
estudiantes transformar en la formalidad matematica —como lo admite Stillman
(2015)-. Los modelos geométricos desarrollados establecen vinculos estrechos
con la resolucién de problemas, el sentido y el pensamiento matematico.

En consecuencia, la modelacion geométrica y la resolucion de problemas ofre-
cen a los estudiantes la capacidad de reconocer la importancia y los beneficios
de las matematicas, mejorando la motivacion y la comprension, lo cual eviden-
cia lo expresado por Diaz y Poblete (2001). Ademas, les permite seleccionar y
utilizar adecuadamente herramientas matematicas, tanto en entornos reales
como simulados. Asimismo, facilita la conexion entre la teoria y la practica,
fomentando un aprendizaje significativo que contribuye al solido entendimiento
de los conceptos matematicos.

La encuesta (véase grafico 3) realizada a los estudiantes luego de la intervencién
en el aula evidencia que 70% de los estudiantes reconocen en un alto grado la
motivacion para la construccion del aprendizaje, 80% considera que las activi-
dades les gener6 motivacion para el trabajo autbnomo, 90% afirman que los
problemas trabajado en el aula son retadores y les permite la construccion de
conceptos matematicos nuevos y 70% identifica que existen mejoras en las ha-
bilidades y capacidades en los procesos de resolucion de problemas y modela-
cion geométrica. En esta medida, existe un buen consenso de los grupos de tra-
bajo y una validacion positiva a las actividades didacticas trabajadas.

Con respecto a la pregunta abierta sobre los aspectos que consideran interesan-
tes en las actividades, los grupos dan diversos argumentos. Entre estos, un es-
tudiante del grupo 3 (G3) sostiene que “Los problemas fueron interesantes.
Aunque, algunos fueron dificiles, pero pudimos resolverlos”. Por su parte, G7
asegura que “Fue interesante usar la computadora y programas para solucionar
los problemas”.
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Gréfico 3: resultados de la encuesta de satisfaccion (Fonseca, 2024)

CONCLUSIONES

El conjunto de actividades propuestas favorecio el proceso de aprendizaje, fa-
cilitando el desarrollo de habilidades cognitivas, capacidades y la construccion
de significado de conceptos de manera integral. Esto posibilitd que el estudiante
integrara exitosamente la tecnologia, la comunicacion efectiva, la creatividad y
el trabajo en equipo en su aprendizaje.

Los estudiantes desarrollaron habilidades para solucionar problemas, utilizando
estrategias para encontrar la informacién clave en cada caso. Ademas, lograron
descomponer los problemas en partes mas pequefias, aplicando conceptos ma-
tematicos a situaciones reales o simuladas. También mejoraron su comunica-
cion al explicar ideas matematicas de forma clara.

En las fases de modelado geométrico, los estudiantes enfrentaron problemas
matematicos utilizando principios geométricos. Planificaron y crearon modelos
precisos que les permitieron analizar situaciones del mundo real, simplificando
las complejidades en modelos geométricos mas manejables para buscar la abs-
traccion y la generalizacion. La interaccion entre los estudiantes enriquecio su
comprension del tema, y su desempefio en la implementacion del sistema de
actividades fue mejorando constantemente.

Se considera que el desarrollo de las actividades en cada uno de los momentos
que las componen (motivacion, exploracion, estructuracion y transferencia)
hizo aportes importantes en el aprendizaje. Por tanto, la organizacion y la pla-
nificacion de la accion préctica de la ensefianza de la matematica contribuyo
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significativamente al desarrollo robusto del pensamiento matematico de los es-
tudiantes.
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¢ HEURISTICAS —SINTETICA Y ANALITICA— EN LA SOLUCION DE UN
PROBLEMA EN GEOMETRIA?

Cynthia Acosta, Francisco Paez y Edgar Guacaneme
Universidad Pedagdgica Nacional
cracostal@upn.edu.co, fjpaezs@upn.edu.co, guacaneme@pedagogica.edu.co

Se exponen algunas acciones y reflexiones relacionadas con heuristicas emplea-
das en la solucion de un problema geométrico relacionado con la circunferencia.
En estas heuristicas se reconocen diferentes niveles de uso del razonamiento sin-
tético o del razonamiento analitico. Estas formas de razonamiento usualmente se
asocian como caracteristicas fundamentales de la geometria sintética y analitica,
respectivamente. A partir de ello, emerge el cuestionamiento sobre la esencia de
las heuristicas analiticas y la naturaleza de la geometria analitica.

INTRODUCCION

Los dos primeros autores somos estudiantes becados por el Programa BECAL
de Paraguay para cursar la Maestria en Docencia de la Matematica de la Uni-
versidad Pedagogica Nacional (Colombia) y profesores de las Universidades
Nacional de Asuncion y Caaguazu (Paraguay), respectivamente. Lo expuesto
en este documento surge en el desarrollo de nuestro trabajo de grado de la Maes-
tria, provisionalmente titulado “Disefio de tareas de formacion profesional que
involucren el uso de GeoGebra para el estudio de la circunferencia desde el
punto de vista de la Geometria Analitica” y asesorado por el tercer autor.

Como parte del desarrollo inicial de dicho trabajo de grado, tomamos una deci-
sion metodoldgica: estudiar la circunferencia desde el punto de vista de la geo-
metria euclidiana y desde la geometria analitica, con el fin de sentar las bases
para identificar semejanzas y diferencias en el tratamiento matematico de este
objeto en cada geometria considerada.! Asi, hemos estudiado la circunferencia
en Elementos de Euclides y haremos lo propio en la Geometria de Descartes.

! Las diferencias y semejanzas las suponemos esenciales en la formacion matematica de los
futuros profesores de matematicas. Consideramos que la actividad de estudio realizada puede
ser organizada y emulada como un conjunto de tareas en un programa de formacion profe-
sional inicial de profesores de matematicas.

Acosta, C., Paez, F. y Guacaneme, E. (2024). ;Heuristicas —sintética y analitica— en la solu-
cion de un problema en geometria? En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplica-
ciones, 26, 99-106. Bogota, Colombia: Universidad Pedagogica Nacional.
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Lo que vamos a presentar enseguida, recapitula y organiza lo sucedido en unas
de las sesiones de asesoria del trabajo de grado, lo cual visto retrospectivamente
configura, para nosotros, una experiencia significativa de formacion profesio-
nal. Especificamente, la experiencia refiere al estudio de un problema propuesto
en Elementos —Proposicion 1i-1: “Hallar el centro de un circulo dado” (Puertas,
1991, p. 293), la estrategia de solucion empleada por Euclides y dos estrategias
a través de las cuales se podria solucionar haciendo uso diferenciado de la geo-
metria analitica. Ademas, discutimos de qué dependen tales estrategias, resal-
tando el tipo de geometria en el que se ubica la solucién y un cierto “nivel de
sinteticidad o analiticidad” implicado en cada estrategia.

EL CONTEXTO DEL PROBLEMA GEOMETRICO

El contexto matematico en el que aparece el problema es Elementos de Euclides.
Al aproximarnos al estudio de los primeros cuatro libros de esta obra, hemos
constatado que Euclides exhibe dos formas esenciales de tratamiento de la cir-
cunferencia, a saber: como elemento de una heuristica y como objeto de estudio.

En efecto, por un lado, la asume como un elemento vinculado a la heuristica
conocida como “regla y compas”™; es decir, asume la circunferencia como uno
de los dos objetos que se puede/debe emplear como herramienta en la solucion
de problemas geométricos. Por ejemplo, en la primera proposicion del Libro 1
(Construir un triangulo equilatero sobre una recta finita dada) la usa para des-
cribir sendos circulos centrados respectivamente en los extremos de la recta fi-
nita y emplea su condicion fundamental de equidistancia para postular la exis-
tencia de cortes que constituiran el tercer punto del triangulo requerido.

Euclides hace un tratamiento de la circunferencia como objeto en si mismo; esto
es en esencia lo que expone en los Libros 111y 1v. En estos libros, Euclides
desarrolla su teoria de la circunferencia a traves de dos tipos de proposiciones:
problemas por resolver y propiedades geométricas. En el Libro 111 establece 11
definiciones y 37 proposiciones, 6 de las cuales son problemas; en el Libro v
expone 7 definiciones y 16 proposiciones, todas ellas problemas.
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TRES ESTRATEGIAS PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA

Estrategia 1

Esta estrategia es la empleada por Euclides e involucra una heuristica plena-
mente sintética, ya que emplea lo dado para identificar lo desconocido o cons-
truir lo requerido. Vedmosla de manera panoramica.

Inicialmente Euclides presenta el circulo ABI" y manifiesta que se debe encon-
trar su centro. Posteriormente, dispone trazar la recta AB y dividirla en dos par-
tes alicuotas, considerando A como punto de division. A partir de ese punto
traza una recta AI' perpendicular a AB y la prolonga hasta el punto E; divide
esta recta I'E en dos partes iguales por medio de Z. Luego enuncia que Z es el
centro del circulo. Lo anterior lo acompafia de la imagen de la figura 1.

A A B
\ E_/
Figura 1: dibujo que acompafia la proposicidon 1i-1 (tomado de Puertas, 1991, p. 293)

Para argumentar la validez de lo hecho y enunciado, Euclides utiliza el método
de reduccion al absurdo; supone que el centro es otro punto, al cual denomina
H y traza los segmentos HA, HA, HB. Muestra entonces que los tridngulos
AAH Yy BAH deben ser congruentes; pero si esto es asi, entonces los angulos
AAH y HAB tendrian que ser rectos y corresponderse con el angulo ZAB. Ello
lo lleva a establecer que H debe estar en la recta I'E 'y debe ser precisamente Z.

Estrategia 2

Esta estrategia incluye una alusion a aspectos de la geometria sintética e incor-
pora un trabajo con ecuaciones, caracteristico de la geometria analitica escolar.
Asi, se hallan los puntos medios de dos parejas de puntos dados de la circunfe-
rencia (i. e., los puntos medios de AB y AC), se obtienen las dos ecuaciones de
las rectas determinadas por dos de las parejas de puntos; luego se establecen las
ecuaciones de las mediatrices de los segmentos determinados por las parejas de
puntos y se establece el centro de la circunferencia como la interseccion de esas
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rectas o como la solucion de los sistemas de ecuaciones. Para demostrar que las
coordenadas identificadas corresponden a las del centro, se calculan las distan-
cias del punto determinado a los tres puntos dados y se verifica su igualdad. La
imagen de la figura 2 contiene informacion de referencia sobre el problema y
su heuristica de solucién.

WD

-4 ~~ S
Figura 2: dibujo de la solucién mediante la Estrategia 2

VVeamos esto para un caso particular. Sean A(3,3), B(6,6) y C(10,—4) los tres
puntos de la circunferencia, para la cual hay que establecer su centro. Calcule-
mos las coordenadas x,, Y y,, del punto medio de AB:

_ X1+Xxy _

m 2 2

36 _ 2 _ natyz _ 346 _ 9
T2 m= 2 2"
. . - 9 9 ;
Asi, las coordenadas del punto medio de AB son (E' 5). Analogamente, se es-
p . —-— 13 1
tableceria que las coordenadas del punto medio de AC son (7, - E)'
Ahora, utilizando la ecuacidn cartesiana de la recta, hallamos la pendiente m; de
la recta que contiene a AB Y la pendiente m, de una recta perpendicular a ella.

y-yi. x—-x y—3 x—-3 y—-3 x-3
V-V, x—x, 6-3 6-3 3 3 ~“rYT7

y=mx+b .'.m1=1ycom0m2=—mi.-.m2=_1_
1

., ) ’s . . (9 9
Empleando la “ecuacion punto pendiente” y considerando el punto medio (5 , 5)
y la pendiente m, = —1, hallamos la ecuacion de la mediatriz:

9 9
y—ylzm(x—xl);. y—z :—1x+§ 2y—9 =—-2x+9

2 2x+2y—-18 =0 ~ x+y—9 =0. [1]
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De manera semejante para el caso de la recta que contiene a AC, obtenemos
como su ecuacion y = —x + 6 'y, en consecuencia, la pendiente de la mediatriz
del AC sera 1. Igualmente, empleando la “ecuacion punto pendiente” hallamos
como ecuacion de la mediatriz la siguiente: x —y —7 =0 [2].

Buscamos la interseccién de las rectas descritas por las ecuaciones [1] y [2],
generando y resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones:

{x +y =9

x—-y=7"

Substituyendo este valor de x en la ecuacion [1] se obtiene que y = 1. Por lo

anterior, las mediatrices se intersecan en el punto Z(8, 1), que es el centro de la
circunferencia que pasa los puntos dados.

Para verificar esto procedemos a calcular el radio, que esta dado por la distancia
del centro Z(8,1) a un punto de la circunferencia; en este caso utilizamos el
punto A(3, 3). Asi:

r=y0;—x)?+ @, —y)? -~ r=/B-8)2+(3-1?% =129

Anéalogamente se establece que v29 es la distanciaentre Zy Boentre Zy C.

Estrategia 3

Esta considera una heuristica plenamente simbélica, pues aborda el problema a
traves del uso de la ecuacion general de la circunferencia y la determinacion de
sus coeficientes. Ademas, emplea las relaciones entre tal ecuacion y la ecuacion
canonica, para obtener el centro y el radio. Veamos como procede esta:

En la ecuacion general de la circunferencia x? + y> + Dx + Ey + F = 0, re-
emplazamos por los valores de las coordenadas de cada uno de los puntos. Para:

A(3,3) se obtiene 18 + 3D + 3E + F = 0. [3]
B(6,6) se obtiene 72 + 6D + 6E + F = 0. [4]
C(10,—4) se obtiene 116 + 10D —4E +F =0. [5]

El sistema de ecuaciones [3] y [4] lo resolvemos obteniendo la ecuacion [6]:

{18+3D+3E+F=0._54_3D_3E=0_ [6]

724+ 6D+6E+F=0"
Igualmente procedemos con [4] y [5], generando la ecuacion [7]:
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{ 72+6D+6E+F =0 . 44 4p1+10E=0. [7]

116 + 10D —4E+F =0 '
Establecemos el valor de E con el sistema las ecuaciones [6] y [7]:
{—54—3D—3E=0 ) {—18—D—E=O ) {36+2D+2E=0
—44—-4D+10E=0 =22—-2D+5E=0"\-22—-2D+5E =0
~14 +7E=0 ~ 7E = —14 - E=‘714 P -

Reemplazando este valor en la ecuacion —18 — D — E = 0 se establece que el
valor del parametro D es —16.

Disponer de los valores de D y E nos permite establecer el de F; en efecto,
reemplazando estos en la ecuacion [3] se obtiene que F = 36.

Con los valores de D, E y F, y aprovechando las relaciones entre la ecuacion
general de la circunferencia y la ecuacion canonica de esta, podemos obtener el
centro Z(h, k) y el radio r de la circunferencia, esto es:

—-16 E -2
h=-2--T_g y k=-E_Z_1.p@E1)

r =2/DZ+ EZ —4F = 1/(-16)% + (-2)? — 4.36 = 12v/29 = 29.

UNA MIRADA AL CONJUNTO DE ESTRATEGIAS Y SUS HEURISTICAS

En este punto debe ser claro que lo acontecido en las asesorias, en relacion con
el problema geométrico en cuestion, permite advertir la “potencial existencia”
de al menos tres heuristicas diferentes, asociadas a sendas estrategias de solu-
cion presentadas antes. Sin embargo, hasta este punto no es explicito el vinculo
de las formas de razonamiento sintético y analitico con/en las estrategias.

Teniendo en cuenta que el razonamiento sintético se caracteriza por usar lo dado
—y la teoria construida previamente— para encontrar lo desconocido, no es dificil
reconocer que la Estrategia 1 procede a través de esta forma de razonamiento.
En efecto, en esta estrategia se parte de presentar el circulo y sobre este hacer
construcciones de segmentos, puntos y rectas que permiten encontrar el centro.
Luego, se presenta una cadena de argumentos que garantiza que el punto en-
contrado efectivamente es el centro del circulo; en esta cadena deductiva no se
asume como conocido el centro. Por otra parte, el hecho de que la solucion se
plantee en el contexto tedrico de la geometria euclidiana hace que la estrategia
esté totalmente ligada a la geometria sintética.
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Asumiendo que el razonamiento analitico se caracteriza por trabajar con lo dado
y con lo desconocido como supuestamente conocido, para con ello establecer el
valor de lo desconocido, se esperaria que las Estrategias 2 y 3, en las que las
ecuaciones son protagonistas, incluyan un tratamiento analitico del problema.

En la Estrategia 2 ubicamos una solucién sintética del problema y algo de solu-
cién analitica. Claramente, la estrategia incorpora pensar en el corte de dos me-
diatrices de sendos segmentos definidos por puntos sobre la circunferencia; aca
no se usa el punto solucién como parte de la estrategia y, por tanto, se reconoce
el empleo de un razonamiento sintético, a pesar de que la solucion se reconoce
en el marco de la geometria analitica. Sin embargo, la incorporacion de ecua-
ciones y sistemas de estas (mediadas por un sistema de referenciacion, como lo
es el plano cartesiano), lleva a pensar que hay algo analitico. Veamos esto con
mas detalle.

A través del analisis de la Estrategia 2 advertimos que usamos la expresion

+ + ]
(_x12x2 ,—ylzyz) para calcular las coordenadas del punto medio de los puntos de

coordenadas (x4, y;) Y (x5, y,). El hecho de usar variables (i. e., x y y) nos hace
pensar que estamos empleando un razonamiento analitico, sin embargo, no lo-
gramos reconocer qué es lo desconocido que estamos suponiendo conocido y
con lo cual trabajamos para determinarlo. Quiza si hubiéramos tenido que de-
ducir la expresion citada, alli si hubiéramos empleado un razonamiento anali-
tico, pero definitivamente al solo usar la expresion nos limitamos a hacer una
sustitucion y un calculo numérico. Algo similar ocurre tanto cuando usamos la
ecuacion cartesiana de la recta y hallamos la pendiente de esta y de la perpen-
dicular a esta, como cuando usamos la ecuacion punto pendiente para hallar la
ecuacion de la mediatriz. El algo analitico, citado antes, aparece cuando solu-
cionamos el sistema de ecuaciones por el método de simplificacién, por cuanto
(aunque implicitamente) suponemos que las variables x y y pertenecen a R y
aun sin conocer sus valores operamos con ellas para determinarlos. Asi, lo ana-
litico de/en la Estrategia 2 esta conectado a lo algebraico, méas que a lo geomé-
trico. Quiza por ello, en algin momento quisimos reconocerla como una estra-
tegia ligada a una heuristica sintético-analitica, pero advertimos que sobre esta
denominacion caeria un halo de duda, por cuanto no termina siendo transparente
coémo, en la globalidad de la estrategia, lo desconocido se supone como cono-
cido y se trabaja con este —y con lo conocido— para determinarlo.

Queda entonces la esperanza de que la Estrategia 3 si esté orientada por una
heuristica globalmente analitica. A favor de ello se podria argumentar que el

105



problema se ubica en la geometria analitica y que en su solucién intervienen
ecuaciones generales y canonicas y sistemas de ecuaciones que no requieren de
una representacion grafica o geomeétrica, pues lo que se busca es la obtencién
de valores numeéricos para unos parametros, a traves de los cuales se establezcan
las coordenadas del centro. Ahora bien, reconocemos que en la Estrategia 3 (al
igual que lo mencionamos para la Estrategia 2) hay algo analitico al momento
de solucionar los sistemas de ecuaciones, pues los pardmetros (D, E y F) se
suponen y fungen como variables reales, lo cual permite operar con ellas para
establecer asi sus valores numéricos especificos. Aca también, entonces, no
existe un tratamiento global analitico, pero, en comparacion con la Estrategia 2,
se acentla el caracter algebraico de la estrategia y una notoria disminucién del
tratamiento geométrico.

Por lo anterior, surge la necesidad de precisar qué es lo que esencialmente ca-
racteriza a la geometria analitica y en qué se basa tal caracter analitico. Algunas
aproximaciones conceptuales al trabajo de René Descartes en su Geometria, en
las que actualmente estamos profundizando, indican que precisamente tal ca-
racter refiere al uso del razonamiento analitico, entendido como lo hemos ex-
presado antes, y no precisamente al uso de ecuaciones y un sistema de ejes car-
tesianos. Esperamos disponer pronto de elementos de juicio para precisar una
respuesta solida a la pregunta que titula este articulo.

Por otra parte, debemos sefialar que nos estamos cuestionando acerca de la na-
turaleza de la heuristica vinculada a una estrategia adicional a las anteriores,
que incorpora el uso de GeoGebra; alli, se ubican los tres puntos en su plano
coordenado y se construye la circunferencia que pasa por estos obteniéndose,
de manera automatica, la ecuacion canonicay con ello las coordenadas del cen-
tro.

En un ambito diferente, nos interrogamos sobre la pertinencia e importancia de
trabajos como el exhibido acé, a favor de la construccion de un conocimiento
matematico por ensefiar y para ensefiar, como esencia de la formacion mate-
maética del profesor de matematicas. Tenemos la sospecha si de que precisa-
mente el conocimiento matematico especializado del profesor de matematicas
debe contemplar elementos como los acé presentados y discutidos.

REFERENCIAS
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Este articulo expone la experiencia obtenida en el desarrollo del trabajo de grado
“El poder de mis manos, una experiencia multisensorial con la geometria” para
optar por el titulo de Licenciados en Matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional. Se centra en el disefio y la evaluacion del material didactico kit triralta
supplesy las tareas que acomparian el uso del material en el proceso de ensefianza
y aprendizaje del objeto matematico tridngulo con estudiantes con discapacidad
visual. Adicionalmente se presentan algunos resultados que se enmarcan en tres
aspectos importantes en el trabajo de grado, a saber: potencial del kit triralta
supples, impacto profesional y personal, y contribuciones a la educacion mate-
matica y a la educacion inclusiva.

CONTEXTO

El derecho a la educacion ha sido reconocido como un derecho social funda-
mental, que establece la formacion permanente, integral, social y cultural de las
personas en Colombia. En la Constitucion Politica de Colombia de 1991, la
educacion se establece como un derecho fundamental, entre los derechos eco-
némicos, sociales y culturales, que atiende y brinda garantias a los nifios, nifias
y jovenes en Colombia. En este sentido, la educacion en Colombia debe garan-
tizar el acceso y la cobertura de la educacion en sus diferentes niveles escolares,
asimismo, atender a cada una de las necesidades presentes en la sociedad co-
lombiana.

Actualmente se evidencia un aumento de nifios, nifias y jovenes con discapaci-
dad visual en las instituciones educativas, lo que nos hace cuestionar si real-
mente se cuenta con los recursos y conocimientos necesarios para poder cumplir
con las normas de inclusion y formacion integral en el aula de clase.

De acuerdo con lo anterior, se realiza un acercamiento a los procesos de ense-
fianza y aprendizaje de las matematicas con estudiantes con discapacidad visual,
a través del disefio e implementacion de un material didactico que permita desa-
rrollar algunas habilidades o conocimientos tanto en ellos como en nosotros.

Aldana, S., Rodriguez, S. y Plazas, T. (2024). El poder de mis manos, una experiencia mul-
tisensorial con la geometria. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones,
26, 107-114. Bogot4, Colombia: Universidad Pedagogica Nacional.
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Justificando lo anterior, Segura (2018) sefiala que son pocas las investigaciones
realizadas sobre este tema en el aula, asi como la escasa informacidn existente
en la actualidad sobre la metodologia o los recursos mas utiles y eficaces en el
aprendizaje matematico para nifios con discapacidad visual. Con base en lo an-
terior, se propone el material educativo kit triralta supples como recurso para
estudiar el objeto geométrico del triangulo.

SOBRE LA EXPERIENCIA

Poblacion

El Colegio Centro Integral José Maria Cordoba (JOMACO), situado en Tunjue-
lito, a través de su departamento de tiflologia, ofrece un entorno educativo que
se ajusta a las necesidades especificas de cada alumno, proporcionando recursos
especializados. En el marco de la prueba piloto del kit triralta supples, se selec-
cionaron estudiantes de diversos grados de la basica secundaria, como Santiago,
Sara, Sharit y Danna, quienes presentan discapacidad visual debido a diferentes
condiciones, incluyendo retinopatia de la prematurez. Estos alumnos participa-
ron en la implementacion del material didactico.

Propdsitos

El propésito de esta propuesta (Aldana y Rodriguez, 2024) es disefiar un mate-
rial didactico que contribuya al proceso de definir en el estudio del objeto ma-
tematico triangulo. En este sentido, se presenta detalladamente el material di-
dactico kit triralta supples, resaltando sus caracteristicas especificas y su
adaptacion para estudiantes con discapacidad visual. Ademas, se describe el
proceso de la prueba piloto del material y las tareas, destacando la poblacion
focal en la que se llevd a cabo y cdmo se gestionod su implementacién.

Adicionalmente, se realizara la evaluacion de la viabilidad de este material di-
dactico con el objetivo de garantizar que esta herramienta educativa cumple con
los estandares de accesibilidad, efectividad y relevancia para el aprendizaje de
los estudiantes con discapacidad visual, contribuyendo asi a su desarrollo aca-
démico y personal de manera integral.
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FUNDAMENTACION

Educacion inclusiva

En el contexto de la educacion y la sociedad, en general, la inclusion segln Péez
(2006) se refiere al proceso y la practica de garantizar que todas las personas,
independientemente de sus diferencias o caracteristicas unicas, sean aceptadas,
valoradas y tengan igual acceso a oportunidades para participar socialmente. Se
debe centrar en eliminar las barreras fisicas, sociales y educativas que pueden
excluir o marginar a determinados grupos de personas; este es un componente
clave de la inclusion.

Dicho esto, el aula de clase se debe centrar en la igualdad de oportunidades,
estudiando las necesidades y aceptando la diversidad con el propdsito de hacer
cambios en las practicas educativas, sociales y culturales dentro de la sociedad
contemporanea. Entendiendo al profesor como un generador de cambios socia-
les, es necesario que este centre sus practicas educativas en escenarios donde se
garantice una paridad que atienda tanto a las generalidades dentro del aula de
clase y a las particularidades de los nifios, nifias y jovenes en los procesos edu-
cativos, es asi como Herrera, Parrilla, Blanco y Guevara (2018) establece que
la formacion de los profesionales para la educacion debe ser considerada como
un espacio de reformulacion, anélisis y reconstruccion. Esta vinculada a todo
un proceso de cambio educativo que se realiza en la educacion y que responde
al enfoque de atencidn a la diversidad social y cultural.

Atender los principios de igualdad y cambio en escenarios educativos no solo
implica la incorporacion de los nifios, nifias y jovenes, sino también, la articu-
lacion de sus contextos, la vinculacion de toda la comunidad educativa, y la
interculturalidad de estos, para obtener atmosferas que apunten a una educacion
inclusiva y de calidad.

En sintesis, se debe entender el aula de clase como un universo de posibilidades,
donde las diferencias son el hilo conductor del acto pedagogico para promover
la igualdad de oportunidades y la atencion de la diversidad. Es intentar eliminar
las barreras que pueden limitar la participacion y el progreso de los nifios, nifias
y jovenes, ya sea por etnia, genero, discapacidad o habilidades, entre otros fac-
tores. El enfasis esta en adaptar las estrategias de ensefianza, los materiales edu-
cativos y el entorno fisico para atender las necesidades de todos los estudiantes.
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Material didactico para poblacion con discapacidad visual

Se ha caracterizado el impacto que tiene el uso de material didactico en nifios,
nifias y jovenes dentro de sus procesos formativos. Sin embargo, es importante
estudiar los alcances de este en la poblacion con discapacidad visual, dado que,
al presentar una limitacion sensorial que restringe la interaccion y uso de la
vista, se provoca la necesidad de usar otros sentidos diferentes a este. El olfato,
oido, gusto y tacto adquieren un protagonismo en sus experiencias sensoriales,
sociales, culturales y educativas.

El tacto es un sentido fundamental, garantiza la derivacion de otros sentidos y
contribuye a la configuracion de la realidad. Raya (2009) sefiala que “El tacto
permite una recogida de la informacion bastante precisa sobre los objetos pro-
ximos, pero es mucho maés lento que la vista y, por ello, la exploracion de los
objetos grandes es fragmentada y secuencial” (p. 2). Asimismo, potencia la ha-
bilidad estereognosia, es decir, la capacidad que tienen los seres humanos para
percibir mediante el tacto objetos de su entorno y construir esquemas mentales
que les permitan describir caracteristicas generales y especificas de estos.

Entre las experiencias educativas y cognitivas de la poblacion con discapacidad
visual, la incorporacion y el disefio de materiales didacticos en el aula han per-
mitido atender y ajustar sus procesos de ensefianza y aprendizaje, es asi como
Salinas (2013) afirma que:

Para los nifios con discapacidad visual, y principalmente para quienes son ciegos,
los materiales didacticos representan una especial necesidad dentro del aula, de-
bido a que la manera mas efectiva en la que pueden conocer es a través de la
experiencia corporal, por lo tanto, deben contar con materiales y/o bien recursos
que le permitan interactuar de manera activa y consciente. (p. 16)

Mencionado lo anterior, el material didactico debe contemplar experiencias que
garanticen la interaccion con los sentidos, mediando los saberes y los procesos
formativos. Esta idea la soporta Fernandez (1986) quien afirma que “La consi-
deracion de alumnos ciegos simplemente conduce a subrayar o resaltar deter-
minados objetivos o aspectos dentro de una Pedagogia previamente elegida;
pero no suprime ninguno. Eso si: exige la utilizacién de técnicas didacticas ade-
cuadas y materiales hapticos” (p. 68). La percepcion haptica posibilita expe-
riencias sensoriales al contacto, determinando el “arte de palpar” que prevale-
cerd y apoyara los procesos de ensefianza y aprendizaje.
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Proceso de definir

En el contexto matematico, el proceso de definir hace referencia al acto de asig-
nar de manera sistematica caracteristicas y propiedades a un objeto matematico.
Este proceso implica proporcionar una descripcion clara y precisa del concepto
en cuestion, utilizando un lenguaje matematico apropiado. Las definiciones ma-
tematicas estan formuladas de manera concisa y precisa, con el objetivo de evi-
tar ambigiiedades y vaguedades que pueden llevar a interpretaciones erréneas.

Este proceso desempefia un papel esencial en la construccion de un lenguaje
preciso y coherente en la actividad matematica, suministrando una base sélida
de competencias y habilidades que permiten la comprension y evaluacion de
ideas matematicas. Lo anterior, admite que los estudiantes puedan interactuar
con los objetos matematicos y sus representaciones de manera precisa y pro-
funda, facilitando asi un aprendizaje significativo en la actividad matematica.
Acevedo, Cifuentes, Casasbuenas, Pérez y Pedraza (2012) establecen que
cuando se involucra el proceso de definir en matemaéticas se pueden construir
vinculos entre las nociones informales y el lenguaje de las matemaéticas, apo-
yando importantes conexiones entre las representaciones fisicas, pictoricas, gra-
ficas, simbolicas, verbales y tabulares de los objetos matematicos.

Con lo anterior, la construccion de estos vinculos involucra la caracterizacion
de dos modalidades para llevar a cabo el proceso de definir en matematicas.
Basados en de Villiers (1998), la primera modalidad por medio de definiciones
descriptivas, donde se enfatiza el estudio de la imagen o representacion del ob-
jeto, para posteriormente realizar una discriminacion de las propiedades que ca-
racterizan al objeto en estudio. La segunda por medio de definiciones construc-
tivas donde se establece una definicion del concepto, para posteriormente
realizar una reconstruccion de este, cuestionando aspectos particulares y gene-
rales del objeto matematico estudiado. Finalmente, se realiza una exploracion
que permita sintetizar la representacion del objeto estudiado y encontrar otras
propiedades de este.

En el proceso de la construccion de una definicion de objeto matematico se
pueden establecer dos tipos de definiciones, las personales y las formales. Silva
(2013) menciona que sin importar si a un estudiante se le ha dado una definicion
0 si ha sido construida por él mismo, él usa sus propias palabras para dar su
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explicacion de la imagen del concepto, este tipo de definicion es llamado defi-
nicion personal. En contraste, cuando una definicion es aceptada por una comu-
nidad matematica es denominada definicion formal.

Desde cualquier perspectiva el proceso de definir debe contemplar experiencias
de aprendizaje necesarias para la constitucion de intervenciones didacticas que
accedan a la construccidn y apropiacion de definiciones adecuadas en matema-
ticas, considerando que una definicion es “optima” cuando es apropiada desde
una perspectiva didactica, y correcta desde una perspectiva matematica (Wini-
cki-Landman y Leikin, citado en Ayay Echeverry, 2009).

METODOLOGIA

El material kit triralta supples se desarrollé6 mediante un proceso metodoldgico
que abarco diferentes fases, entre ellas una revision de literatura, una etapa de
disefio y una prueba piloto. Durante la revision bibliogréafica, se examinaron los
trabajos previos relacionados con la ensefianza de geometria a estudiantes con
discapacidad visual, identificando asi los desafios y las estrategias fundamenta-
les para afrontar estos retos de manera efectiva.

En la segunda fase, el material se disefi6 en madera de calibre medio y consta
de seis piezas. Esta composicion esta determinada por los sty
siguientes elementos: tri-uno (triangulo equilatero), tri-dos
(tridngulo isésceles), tri-tres (triangulo escaleno), cada uno
con texturas especificas; triralta, un triangulo que permite
ampliar y contraer sus lados para la construccion y explo-
racion de tres tipos de tridngulos; ademas de una regla y un transportador. Se
desarrollaron cuatro prototipos para este disefio, incluyendo el prototipo final
mencionado anteriormente. Este material ofrece experiencias que fomentan la
interaccidn con otros sentidos, ya que la percepcion haptica en estudiantes con
discapacidad visual apoya los procesos de ensefianza y aprendizaje. Segin Raya
(2009), “El tacto permite recopilar informacion precisa sobre objetos cercanos,
pero es mucho mas lento que la vista, lo que hace que la exploracién de objetos
grandes sea fragmentada y secuencial” (p. 2).

Adicionalmente, se disefiaron tres tareas para acompafar el material creado, las
cuales permiten a los estudiantes lograr lo siguiente: reconocer los elementos a
través de preguntas incluidas en tres subtareas (reconocimiento de tridngulos
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modelos, de “Triralta” y de los elementos de medida); comparar, medir y ex-
plorar algunas propiedades de los tridngulos y los tipos de tridngulos con Tri-
ralta” y los elementos de medida; y finalmente, establecer las propiedades de
los triangulos y algunos tipos especificos de triangulos.

Para finalizar, durante la prueba piloto del kit triralta supples, se realizo el ana-
lisis de la intervencion utilizando diversos criterios. En primer lugar, se examino
la accesibilidad del material en la poblacién, considerando aspectos como el
tamario, la forma, la textura, asi como la facilidad de manipulacion y uso. En
segundo lugar, se identifico el nivel de relevancia de los estudiantes con los
materiales y las tareas asignadas. En tercer lugar, se analizo la efectividad de
los materiales para promover resultados de aprendizaje relacionados con las
propiedades de los tridngulos, y finalmente, se evalu6 la usabilidad del material
tanto para los estudiantes como para los profesores, considerando la claridad de
las instrucciones. Para llevar a cabo este andlisis, se recopilaron datos de manera
audiovisual durante la intervencion.

RESULTADOS

La implementacion de este material ha arrojado resultados positivos, ya que 1os
estudiantes pudieron identificar correctamente los tipos de tridngulos y desarro-
llar habilidades como la exploracién y comparacién de los elementos propor-
cionados. Las tareas planificadas y el material disefiado no solo permitieron a
los estudiantes involucrarse en un escenario de exploracion y analisis reflexivo
del objeto matematico tridngulo, sino que también les brindaron herramientas
para integrar enfoques descriptivos y constructivos en el proceso de definicion.
Se deben realizar ajustes en la planificacidn del tiempo y la distribucion de ac-
tividades para garantizar una mejor exploracién, asi como la participacion au-
tonoma de los estudiantes. Ademas, de refinar las instrucciones y preguntas
planteadas en las tareas para guiar de manera mas efectiva el proceso de apren-
dizaje y fomentar una comprension clara de los conceptos abordados.

El kit triralta supples presenta un potencial significativo como herramienta edu-
cativa en contextos inclusivos, al promover el aprendizaje significativo y la par-
ticipacion activa de los estudiantes con discapacidad visual. Su adaptabilidad
podria permitir su utilizacién en varios niveles educativos, facilitando la inte-
gracién con diferentes objetivos de aprendizaje relacionados con la geometria'y
la educacion inclusiva.
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A nivel personal y profesional, este estudio ha representado una oportunidad
significativa de crecimiento académico y desarrollo profesional para los inves-
tigadores, ademas de ser un compromiso con la promocion de la educacion in-
clusiva y el acceso equitativo a la ensefianza de la geometria para personas con
discapacidad visual. En este sentido, se resalta la importancia de seguir explo-
rando y mejorando los recursos y practicas educativas destinadas a asegurar una
educacion de calidad para todos los estudiantes, sin importar sus capacidades o
limitaciones.

REFERENCIAS

Acevedo, M., Cifuentes, V., Casasbuenas, C., Pérez, M. C. y Pedraza, P. (2012). Procesos
matematicos. Estandares curriculares de Matematicas del MEN.

Aldana, S. y Rodriguez, S. (2024). El poder de mis manos, una experiencia multisensorial
con la geometria. Tesis de pregrado, Universidad Pedagdgica Nacional, Bogota, Co-
lombia.

Aya, O.y Echeverry, A. (2009). Geometria dinamica en el proceso de definir. Tesis de maes-
tria, Universidad Pedagdgica Nacional, Bogota, Colombia.

Constitucién Politica de Colombia [Const]. Art. 44. 7 de julio de 1991 (Colombia).

de Villiers, M. (1998). The construction of concepts in language development. Journal of
Child Language, 25(3), 637-660.

Fernandez, J. E. (1986). La ensefianza de la matematica a los ciegos. Madrid: ONCE.

Herrera, J. 1., Parrilla, A., Blanco, A. y Guevara, G. (2018). La formacion de docentes para
la educacion inclusiva. Un reto desde la Universidad Nacional de Educacién en Ecua-
dor. Revista Latinoamericana de Educacion Inclusiva, 12(1), 21-38.

Paez, O. (2006). El maestro y el estudiante con limitacion visual. Bogota, Colombia: INCI.

Raya, A. (2009). Desarrollo psicoldgico del discapacitado visual. Revista Digital Innovacion
y Experiencias Educativas, 25, 1-10.

Salinas, P. B. (2013). Material didactico haptico para nifios con ceguera: el sapito de 4 0jos
y el ciclo de vida de un anfibio.

Segura, M. (2018). Propuesta de intervencidn de geometria plana para alumnos con diver-
sidad funcional visual. Tesis de pregrado, Universidad de Sevilla, Sevilla, Espafia.

Silva, P. C. (2013). Definiciones personales y definiciones formales: un estudio de caso en
el contexto de la geometria euclidiana. Revista de Educacion Matematica, 34(3), 435-
452.

114



DESCIFRANDO PATRONES: GEOMETRIA COMPUTACIONAL
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La sinergia entre la geometria computacional y el aprendizaje automatico ha
abierto un abanico de posibilidades para mejorar el analisis de datos y el recono-
cimiento de patrones. En este articulo, se explora el profundo impacto de los co-
nocimientos geométricos en diversas aplicaciones del aprendizaje automatico.
Desde algoritmos geométricos para la extraccion de caracteristicas hasta modelos
geométricos de aprendizaje profundo, se muestra cémo las herramientas de geo-
metria computacional brindan soluciones innovadoras a problemas complejos en
multiples métodos. Esta perspectiva les puede facilitar a los estudiantes de geo-
metria entender mejor los algoritmos de inteligencia artificial.

INTRODUCCION

En la interseccion de la geometria y la informatica hay un mundo de posibilida-
des. En este universo de datos y algoritmos, la geometria computacional emerge
como una poderosa disciplina que permite descifrar patrones ocultos en conjun-
tos de datos aparentemente cadticos. En el centro de esta sinergia se encuentra
el aprendizaje automatico (machine learning), un campo en constante evolucion
que busca comprender y predecir estructuras en datos de una manera automati-
zada.

En este articulo se explora el papel crucial que desempefia la geometria compu-
tacional en el contexto del aprendizaje automatico. Desde la representacion de
datos hasta la extraccion de caracteristicas y el modelamiento de fenémenos
complejos, se examina como los principios geométricos fundamentales impul-
san los avances en este campo multidisciplinario. Como lo mencionan Dobkin
y Gunopulos (1996), la geometria computacional actia como medio indispen-
sable para analizar y comprender la estructura geomeétrica inherente a los datos,
abriendo asi nuevas perspectivas para futuros desarrollos.

Avilan, N. (2024). Descifrando patrones: geometria computacional como llave para el apren-
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GEOMETRIA COMPUTACIONAL: ABRIENDO LA PUERTA A LA
ABSTRACCION Y LA GENERALIZACION

La geometria computacional es un actor central en el escenario del aprendizaje
automatico, actuando como la columna vertebral sobre la cual se construyen
modelos matematicos y algoritmos de gran complejidad. En su esencia, la geo-
metria computacional busca comprender las estructuras y relaciones geometri-
cas mediante la aplicacién de métodos algoritmicos, buscando procedimientos
que reduzcan la cantidad de recursos computacionales necesarios para su ejecu-
cion (de Berg, 2000).

Un ejemplo destacado de la aplicacién de la geometria computacional en el
aprendizaje automatico es el concepto de incrustaciones (embeddings, en in-
glés). Las incrustaciones son representaciones vectoriales de datos que capturan
caracteristicas clave y relaciones semanticas entre ellos. En el corazon de estas
incrustaciones yace la geometria computacional, que permite mapear datos de
alta dimensionalidad a un espacio vectorial de menor dimension, preservando
al mismo tiempo la estructura y las relaciones entre los datos originales.

En resumen, la geometria computacional actia como una llave maestra que des-
bloquea el potencial del aprendizaje automatico, proporcionando herramientas
poderosas para crear modelos, analizar e interpretar datos en una amplia gama
de aplicaciones. Al comprender y aprovechar las complejas interacciones geo-
métricas en nuestros conjuntos de datos, podemos avanzar hacia sistemas de
aprendizaje automatico mas eficientes, robustos y adaptativos.

APRENDIZAJE AUTOMATICO: MAS ALLA DE LAS SUPERFICIES, HACIA
LA ESENCIA DE LOS DATOS

En el amplio escenario del aprendizaje automatico, la busqueda de patrones es
la tarea clave para encontrar la solucion de multiples problemas complejos. En
su esencia, el aprendizaje automatico tiene que ver con programar maquinas
para gque tengan capacidad de identificar y comprender patrones que nos permi-
tan transformar datos en decisiones informadas para resolver problemas com-
plejos.

La geometria computacional se entrelaza intimamente con el aprendizaje auto-
maético, actuando como guia hacia la comprension de la estructura subyacente
en los datos. La clave esta en el concepto de representacion geométrica de datos:
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la idea de que los datos pueden ser modelados y analizados en términos de su
estructura geométrica, revelando asi relaciones y patrones que de otro modo
podrian pasar desapercibidos.

Un ejemplo importante de esta sinergia entre geometria computacional y apren-
dizaje automatico es el campo de las redes neuronales convolucionales (CNN).
Las CNN utilizan filtros convolucionales para detectar caracteristicas significa-
tivas en datos de entrada, como iméagenes, estos filtros pueden interpretarse geo-
métricamente como operadores que exploran y capturan la estructura local de
la imagen, permitiendo asi que la red identifique patrones complejos y realice
tareas como la clasificacion de objetos o el reconocimiento de patrones.

Otro ejemplo esta en el uso de metodos de reduccion de dimensionalidad, como
el analisis de componentes principales (PCA), que se basa en conceptos geomé-
tricos para proyectar datos de alta dimensionalidad en un espacio de menor di-
mension mientras se preservan las relaciones entre ellos.

ASPECTOS GEOMETRICOS DE LOS ALGORITMOS EN APRENDIZAJE
AUTOMATICO: NAVEGANDO POR EL ESPACIO DE CARACTERISTICAS

En el mundo del aprendizaje automatico, los algoritmos no solo procesan datos;
también exploran y comprenden la estructura geométrica subyacente en ellos.
Esta comprension geométrica es esencial para el éxito de muchos algoritmos,
ya que permite identificar patrones, separar clases y realizar predicciones pre-
cisas en conjuntos de datos complejos.

Un ejemplo destacado de como los aspectos geométricos influyen en los algo-
ritmos de aprendizaje automatico es el algoritmo de maquinas de vectores de
soporte (SVM). En SVM, el objetivo es encontrar el hiperplano éptimo que ma-
ximice el margen de separacion entre clases en un espacio de caracteristicas de
alta dimension. Geomeétricamente, este hiperplano actia como una frontera de
decision que separa las instancias de datos en diferentes clases, lo que permite
clasificar nuevos datos con precision.

Otro ejemplo es el algoritmo de k-vecinos méas cercanos (k-NN), que se basa en
la idea geomeétrica de proximidad. En k-NN, las instancias de datos se represen-
tan como puntos en un espacio de caracteristicas, y la prediccion para una nueva
instancia se realiza segun la clase predominante entre sus k vecinos mas cerca-
nos. Esta nocién de proximidad geométrica es fundamental para la eficacia del
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algoritmo, ya que asume que instancias similares estan cerca en el espacio de
caracteristicas.

Los aspectos geométricos desempefian un papel fundamental en el disefio y la
eficacia de los algoritmos de aprendizaje automatico. Al comprender la geome-
tria subyacente en los datos y como los algoritmos interactian con ella, pode-
mos desarrollar modelos mas robustos y precisos que capturen la esencia de los
patrones presentes en conjuntos de datos complejos.

ASPECTOS GEOMETRICOS EN K-MEANS: EXPLORANDO LA
ESTRUCTURA ESPACIAL DE LOS DATOS

El algoritmo de K-Means es uno de los métodos de agrupamiento mas utilizados
en el aprendizaje automatico. Este algoritmo reconoce un conjunto de K clusters
en el espacio de caracteristicas, asociados a K centroides. Geométricamente, K-
Means encuentra una solucion en la que se maximiza la distancia entre los cen-
troides, al tiempo que se minimiza la varianza intra-cluster, lo que permite una
particion en la que los puntos dentro de cada grupo sean lo mas similares posible
entre si y lo mas diferentes posible de los puntos en otros grupos.

Una vez que se han asignado los centroides iniciales, el algoritmo procede me-
diante iteraciones alternas de asignacion de puntos al centroide mas cercano y
recélculo de los centroides basados en la media de los puntos asignados. Este
proceso converge hacia una solucion en la que la varianza intra-cluster se mini-
mizay se obtienen grupos coherentes y bien definidos en el espacio de caracte-
risticas.

Clasificacion KMeans - Diagrama de Voronoi

Puntos sin clasificar Clusters de puntos Diagrama de Voronoi Clusters con diagrama de Voronoi
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Figura 1: ilustracion del proceso de identificacion de centroides (cruces rojas) y grupos
de puntos en K-Means junto con la ilustracion del diagrama de VVoronoi asociado a los
mismos centroides
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Multiples referencias, como la de Vattani (2011), muestran que el algoritmo K-
Means se utiliza de manera efectiva para descubrir patrones y estructuras sub-
yacentes en conjuntos de datos complejos. Existe una interesante relacién entre
el algoritmo K-Means y los diagramas de VVoronoi. En K-Means, los centroides
definen grupos de puntos en el espacio de caracteristicas, mientras que los dia-
gramas de Voronoi definen regiones basadas en la proximidad a los mismos
centroides. Al sobreponer los dos diagramas, los puntos cercanos a un centroide,
en K-Means, se ubican dentro del poligono generado por el mismo centroide en
el diagrama de VVoronoi (véase figura 1).

ASPECTOS GEOMETRICOS EN MAQUINAS DE SOPORTE VECTORIAL:
NAVEGANDO POR ESPACIOS DE CARACTERISTICAS DE ALTA
DIMENSION

Las maquinas de soporte vectorial (SVM) son un poderoso modelo de aprendi-
zaje automatico que se basa en una comprension profunda de los aspectos geo-
métricos de los datos para llevar a cabo tareas de clasificacion y regresion. La
clave de SVM esté en la busqueda del hiperplano 6ptimo que maximice el mar-
gen de separacion entre clases en un espacio de caracteristicas de alta dimen-
sion.

Segun se presenta en Hsu, Chang y Lin (2008), el objetivo de SVM es encontrar
el hiperplano de decision que maximice el margen entre las instancias de datos
de diferentes clases, donde el margen se define como la distancia perpendicular
desde el hiperplano a las instancias de datos méas cercanas, también conocidas
como vectores de soporte. Este hiperplano actia como una frontera de decision
que separa eficientemente las clases en el espacio de caracteristicas, permi-
tiendo asi una clasificacidn precisa de nuevas instancias.

La eleccion del hiperplano 6ptimo se reduce a resolver un problema de optimi-
zacién convexa, donde se busca minimizar la norma del vector de pesos del
hiperplano sujeto a ciertas restricciones, incluyendo la correcta clasificacion de
las instancias de datos y la maximizacion del margen. Este enfoque geométrico
garantiza que el hiperplano de decision sea lo mas generalizable posible y que
la clasificacion sea robusta ante nuevos datos.

Ademaés, SVM puede manejar eficazmente conjuntos de datos no lineales me-
diante el uso de funciones de kernel, que mapean los datos originales a un es-
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pacio de caracteristicas de mayor dimensién donde pueden ser linealmente se-
parables. Geométricamente, esto equivale a encontrar un hiperplano de decisién
en un espacio de caracteristicas de mayor dimension que pueda separar las cla-
ses de manera lineal, incluso si las instancias de datos en el espacio original no
son separables linealmente.

ASPECTOS GEOMETRICOS EN ALGORITMOS DE PROCESAMIENTO DE
LENGUAIJE NATURAL: MAPEANDO LA SEMANTICA EN ESPACIOS
VECTORIALES

Los algoritmos de procesamiento de lenguaje natural (PLN) son fundamentales
para comprender y procesar el lenguaje humano en forma de texto. En los ulti-
mos afos, el enfoque geomeétrico ha ganado popularidad en el PLN, especial-
mente en la representacion semantica de palabras y documentos, donde los mo-
delos basados en geometria computacional han demostrado ser altamente
efectivos.

Como muestran Mikolov, Chen, Corrado y Dean (2013), uno de los enfoques
mas destacados es el uso de incrustaciones de palabras (word embeddings),
donde las palabras se representan como vectores en un espacio de caracteristicas
de alta dimensidn. Estos vectores capturan la semantica y la relacion entre pa-
labras, lo que permite realizar operaciones algebraicas en el espacio vectorial
para inferir significado y contexto.

Geométricamente, el espacio vectorial de incrustaciones de palabras se organiza
de tal manera que palabras similares en términos de significado estan mas cerca
entre si, mientras que palabras con significados diferentes estan mas separadas.
Este mapeo geométrico permite capturar relaciones semanticas complejas,
como sindnimos, antdnimos, y relaciones de hiperonimia e hiponimia.

Un ejemplo de esto es el famoso algoritmo de Word2Vec, que utiliza una red
neuronal para aprender incrustaciones de palabras distribuidas en funcion del
contexto en el que aparecen las palabras en un corpus de texto. Word2Vec ma-
pea palabras a un espacio vectorial donde operaciones geométricas como la
suma Y resta de vectores pueden utilizarse para inferir relaciones semanticas.
Un frecuente ejemplo es la operacion “rey - hombre + mujer = reina”.
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En resumen, los aspectos geométricos desempefian un papel fundamental en el
PLN al permitir la representacion seméantica de palabras y documentos en espa-
cios vectoriales de alta dimension. Al comprender y aprovechar la geometria
subyacente en estos modelos, podemaos realizar tareas de analisis de texto y pro-
cesamiento del lenguaje natural de manera mas efectiva, abriendo asi nuevas
fronteras en la comprensién automatica del lenguaje humano.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este articulo, hemos explorado el papel crucial que desempefia la geometria
computacional como llave para el aprendizaje automatico, revelando cémo los
aspectos geométricos subyacentes en los datos son fundamentales para com-
prender y descifrar patrones ocultos. Desde la representacion de datos hasta la
construccion de modelos y algoritmos, hemos visto como la geometria compu-
tacional impregna cada aspecto del proceso de aprendizaje automatico, propor-
cionando herramientas poderosas para analizar, interpretar y predecir fenéme-
nos complejos en una amplia gama de aplicaciones.

Hemos examinado como la geometria computacional se entrelaza con algorit-
mos clave como las méaquinas de soporte vectorial (SVM), el andlisis de com-
ponentes principales y K-Means para identificar patrones y estructuras en con-
juntos de datos complejos. Desde la maximizacidn del margen en SVM hasta la
minimizacioén de la varianza intra-cluster en K-Means, hemos visto como los
aspectos geométricos son fundamentales para la eficacia y el rendimiento de
estos algoritmos en la clasificacion y agrupamiento de datos.

Ademas, exploramos cdmo los aspectos geométricos se aplican en el procesa-
miento de lenguaje natural (PLN), permitiendo la representacion semantica de
palabras y documentos en espacios vectoriales de alta dimension. Modelos
como Word2Vec ilustran como la geometria computacional puede capturar la
riqueza y la complejidad del lenguaje humano, abriendo nuevas fronteras en la
comprension automatica del texto.

En conclusion, la geometria computacional emerge como una llave poderosa
que facilita el potencial del aprendizaje automatico, proporcionando una base
solida para comprender y descifrar patrones en datos complejos. Al comprender
y aprovechar los aspectos geomeétricos subyacentes en los algoritmos y modelos
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de aprendizaje automatico, podemos avanzar hacia sistemas mas eficientes, ro-
bustos y adaptables que nos permitan explorar y entender el mundo que nos
rodea de una manera mas profunda y significativa.
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DISENO DE UNA TRAYECTORIA HIPOTETICA DE APRENDIZAJE
PARA LA ENSENANZA DE LA TRANSFORMACION ROTACION Y
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El presente reporte esta dirigido a investigadores y profesores interesados en la
ensefianza de la geometria. Se presenta el disefio de una trayectoria hipotética de
aprendizaje que aborda la relacion entre la transformacion rotacion y la construc-
cién de disefios en el plano, para promover el pensamiento espacial en estudiantes
de sexto grado. El disefio se fundamenta en la teoria de la mediacidn semidtica y
un ambiente de geometria dinamica. Se han observado avances en el reconoci-
miento de algunas caracteristicas de la transformacion rotacién, aunque se iden-
tifican desafios en la implementacion. Se plantea la necesidad de reflexionar so-
bre la efectividad de la trayectoria y realizar ajustes en funcion de los resultados
observados.

PRESENTACION DEL PROBLEMA

El trabajo de investigacidn sobre el que se informa propone el disefio de una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) que integra un Ambiente de Geo-
metria Dinamica (AGD), que tiene como objeto matematico de estudio la trans-
formacion rotacion. El proposito del disefio es lograr que los estudiantes rela-
cionen las caracteristicas de la transformacion de rotacion y sus propiedades
invariantes, con la construccion del disefio de una mandala. Se promueven los
procesos de razonamiento y comunicacion, junto con el estandar basico de com-
petencias “conjeturo y verifico los resultados de aplicar transformaciones a fi-
guras en el plano para construir disefios” (MEN, 2006, p. 82).

Se retoma el estudio de Riascos y Pefia (2012) quienes hallaron que las creen-
cias de los profesores sobre los objetos geomeétricos y sus propiedades pueden
llegar a influir en un disefio de actividades, rigido/estatico que no permite ex-
plorar en forma amplia la transformacion rotacion y menos, los procesos de
conjetura y verificacion, por lo cual el potencial de los AGD se pierde y limita
la capacidad de los estudiantes de visualizar las representaciones de los objetos

Berrio, A. y Vila, H. (2024). Disefio de una trayectoria hipotética de aprendizaje para la en-
sefianza de la transformacion rotacién y la construccion del disefio de una mandala. En P.
Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 123-130. Bogota, Colombia:
Universidad Pedagogica Nacional.
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matematicos en diferentes posiciones. Esto conduce a los estudiantes a la no
identificacién de las propiedades que se mantienen invariantes durante la trans-
formacion.

Por su parte, Claros et al. (2015) evidencian en su investigacion que la rotacién
es la transformacion que causa mayores dificultades en la comprension por parte
de los estudiantes. Aunque ciertas actividades corporales y el uso de material
tangible hacen que la idea de giro sea clara, llevarla al plano no es sencillo,
debido a las dificultades para representar el movimiento y, principalmente, el
angulo de rotacion.

Por todo lo anterior, se considera relevante disefiar una trayectoria hipotética de
aprendizaje sobre la transformacion rotacion, que incorpore ambientes de geo-
metria dinamica y a su vez que situe a los estudiantes en contextos familiares.
Es asi como surge nuestra pregunta de investigacion: ¢Cémo podemos relacio-
nar las caracteristicas de la transformacion rotacion con la construccion de di-
sefios en el plano para promover el pensamiento espacial en estudiantes de sexto
grado de bachillerato?

MARCO TEORICO

Segun Bartolini Bussi y Mariotti (2008), la teoria de la mediacion semidtica es
una perspectiva de base vygotskiana, que estudia los artefactos! como elemen-
tos clave en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Desde esta pers-
pectiva, la interaccion entre el sujeto y el artefacto da lugar al aprendizaje me-
diante el proceso denominado internalizacion. Este proceso se fundamenta en
la utilizacion de signos de diferente indole que estan asociados a los significados
personales de los estudiantes y los significados correspondientes al contenido
de ensefianza. Es asi como esta teoria centra su atencion en la mediacion que
realiza el profesor entre los dos tipos de significados.

Bartolini Bussi y Mariotti (2008) reconocen que el artefacto esta vinculado tanto
a una tarea especifica como a un conocimiento matematico; por lo tanto, es ne-
cesario aprovechar este sistema de relaciones. Esto se debe a que el uso del

1 Se entiende artefacto en el mismo sentido de la aproximacion instrumental. Rabardel (2011)
define el término artefacto como una cosa susceptible de uso, que ha sido elaborada para
inscribirse en actividades intencionales. Sin restringir este término a las cosas materiales,
incluye entidades de otra naturaleza como los objetos simbdlicos.
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artefacto se relaciona con los significados personales, con el propésito de llevar
a cabo una tarea especifica; a su vez, los significados matematicos estan rela-
cionados con este mismo artefacto y uso. Sin embargo, es importante resaltar
que la relacion entre estos dos sistemas de signos no es evidente ni espontanea.
Por lo cual, se plantea que para lograr esta relacién el profesor, como experto
capaz de reconocer el potencial semidtico de un artefacto, debe explotar los
procesos semidticos, con el fin de guiar a los estudiantes hacia lo que se reco-
noce como matematicas. Es decir, relacionar los significados personales y los
significados matematicos.

De aqui la importancia del vinculo entre la teoria de la mediacidn semidtica y
los ambientes de geometria dinamica, ya que estos tienen el potencial para que
el estudiante haga una produccion de signos tanto de manera individual como
colectiva, esto mediante un ciclo de ensefianza, en el que el profesor propone el
disefio de una trayectoria hipotética de aprendizaje que pone en juego tres com-
ponentes: una meta de aprendizaje, un conjunto de tareas de aprendizaje y un
proceso de aprendizaje hipotético (Simon, 2014). Por lo tanto, la manera inten-
cional de usar el artefacto y el papel del profesor como mediador guian a los
estudiantes hacia una evolucion de su conocimiento personal a un conocimiento
matematico.

METODOLOGIA

Este estudio se fundamenta en la Investigacion Basada en Disefio (IBD), que,
segun Molina et al. (2011), es un paradigma de investigacion, de naturaleza
cualitativa; el cual tiene como objetivo analizar el aprendizaje mediante la ex-
ploracion y comprension contextualizada a través del disefio y estudio sistema-
tico de modalidades particulares de aprendizaje, estrategias y recursos de ense-
fianza. La IBD se caracteriza por partir de una conjetura sobre como se aprende
algo segun un contexto, permite que el centro de la investigacion varie, al igual
que las interacciones estudiante-docente y el desarrollo del aprendizaje de un
concepto determinado. A partir del experimento de ensefianza, la conjetura so-
bre el aprendizaje puede ser refutada o aprobada o dar lugar a nuevas suposi-
ciones. La IBD aporta informacion prospectiva y reflexiva. Segun Carcamo
(2017), ““al implementar el aprendizaje hipotético (la parte prospectiva) los in-
vestigadores confrontan conjeturas con el aprendizaje real que observan (parte
reflexiva)” (p. 31).
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Al incorporar esta estrategia metodoldgica se deben tener presentes las siguien-
tes fases: primero, se realiza la preparacion del experimento con el plantea-
miento de la THA. La segunda fase consiste en intervenir en el aula y registrar
datos. Por ultimo, se realiza el andlisis de los datos obtenidos para confrontar o
reformular las hipotesis, de ser necesario. Ademas, después de cada sesion de
implementacion del experimento debe realizarse un andlisis retrospectivo de lo
abordado para hacer ajustes a la trayectoria.

DISENO DE LA TRAYECTORIA HIPOTETICA DE APRENDIZAJE

Meta de aprendizaje
e Reconocer la caracteristica que tiene la transformaciéon rotacion de ser
una isometria del plano, para la construccién del disefio de una mandala.
Fundamentacion del disefio de actividades de aprendizaje

Basandonos en la revision de la literatura a continuacién se presentan los si-
guientes componentes que fundamentan el disefio de la trayectoria hipotética de
aprendizaje.

Componente matematico

En este apartado se presenta el objeto matematico y sus caracteristicas. De
acuerdo con Gutiérrez y Jaime (1993, pp. 26-27):

Definicion de giro. Sea un punto O del plano y un angulo orientado. El giro de
centro O y angulo a es una aplicacion del plano en si mismo G(0, a): 11 — 11
tal que G(0,a)(p) =p' « d(0,p) =d(0,p") ypOp' = a,Vp €I

El punto O es el centro del giro y a es el &ngulo de giro.
Propiedades de los giros:
e Todo giro es una isometria.

e Dos giros del mismo centro G (0, a) y G(0, B) son equivalentes si y solo
sia — B = 360°.

e El centro de un giro (distinto de la aplicacion identidad) es el Unico
punto que se mantiene invariante por ese giro: sean p € [1y a # 360°.
Entonces, se tiene que G(0,a)(p) =p < p = 0.
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e Los giros conservan el sentido de los angulos.

Componente curricular

El pensamiento matematico por desarrollar con el disefio de la THA es el pen-
samiento espacial y sistemas geométricos, movilizando los procesos de razona-
miento y comunicacion. De acuerdo con los Lineamientos curriculares esto es
posible al “formular hipotesis, hacer conjeturas y predicciones, encontrar con-
traejemplos, usar hechos conocidos, propiedades y relaciones para explicar
otros hechos” (MEN, 1998, p. 54). Es asi como en los Lineamientos curricula-
res (1998) se propone que el aula sea un espacio seguro en el que los estudiantes
puedan hacer observaciones y conjeturas, formular preguntas, y reunir y evaluar
informacién, para lograr asi comprender, interpretar y evaluar ideas que son
presentadas oralmente, por escrito y en forma visual (p. 74).

El estandar basico de competencias al cual apunta la trayectoria esté vinculado
con el derecho basico de aprendizaje para los estudiantes en grado sexto “reco-
noce el plano cartesiano como un sistema bidimensional que permite ubicar
puntos como sistema de referencia grafico o geografico” (MEN, 2017, p. 48).

Componente instrumental

Los ambientes de geometria dinamica son utilizados en el campo de la educa-
cion matematica, dado que permiten a los estudiantes visualizar representacio-
nes de objetos matematicos y experimentar con ellas. De acuerdo con Riascos
(2012) la integracion de un ambiente de geometria dindmica en la ensefianza de
las matematicas se centra en el estudio de las caracteristicas fundamentales de
las figuras geométricas, sus relaciones y propiedades. Ademas, a partir de las
actividades disefiadas el estudiante puede manipular y explorar el entorno per-
mitiendo en él la elaboracion de conjeturas (p. 22).

En particular, GeoGebra no es solo una herramienta computacional, por el con-
trario, tiene la virtud de representar entornos donde los estudiantes tienen la
oportunidad de explorar, descubrir y argumentar con mayor facilidad. Esto se
debe a que estan estructurados de manera que permiten la manipulacion de la
informacion sin restricciones temporales o espaciales. A partir de la mediacion
del software GeoGebra se realizara un acercamiento con algunas caracteristicas
del objeto matematico en cuestion y, mediante la articulacion del enfoque teo-
rico de la mediacion semiotica, nos permitird reconocer el potencial semiotico
del disefio de la THA.

127



Componente de organizacion

En este disefio se propone su realizacion en grupos colaborativos de tres perso-
nas, con el objetivo de maximizar el aprendizaje colectivo. De acuerdo con Go-
mez (2016) la colaboracién entre estudiantes, en especial en grupos pequefios,
tiene un impacto en la transferencia del aprendizaje, en comparacion con el
aprendizaje individual.

Descripcion de las tareas e hipotesis del profesor

La tarea 1 consiste en explorar mediante deslizadores el movimiento de una
rueda de la fortuna. Se espera que el estudiante haga un reconocimiento del
centro de rotacion, el angulo de rotacion y los objetos rotados.

La tarea 2 consta de la manipulacion de los deslizadores de movimiento de un
alien y un satélite que rotan alrededor de la tierra. Se espera que el estudiante
contraste la posicion inicial y final de los objetos rotados para reconocer la ca-
racteristica visual del giro (desplazamiento circular y variacion de la inclina-
cion).

La tarea 3 consiste en la construccion de la mandala a partir de la herramienta
rotacion y las condiciones sobre los objetos por rotar. Se espera que el estu-
diante utilice las caracteristicas visuales de los giros (desplazamiento circulary
variacion de la inclinacién) y las técnicas de realizacion de giros para rotar los
objetos.

AVANCES DE LA INVESTIGACION

En una implementacion piloto de la trayectoria hipotética de aprendizaje se ha
observado que las dos primeras actividades parecen favorecer la identificacion
del centro de rotacion, angulos de rotacion y la propiedad invariante del sentido
de giro. Con relacion a la construccion de la mandala, algunos de los estudiantes
hicieron la exploracion del sentido del angulo de rotacién (sentido horario y
antihorario), realizando la mandala en un menor tiempo y aplicando de manera
implicita una reflexion en el objeto rotado.
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Figura 1: implementacion piloto en la IETI Antonio José Camacho

INQUIETUDES
Surgen las preguntas siguientes:
e ;Por qué resulta valioso trabajar la rotacion en contextos especificos?

e ;Las actividades en contexto familiar motivan y comprometen a los es-
tudiantes?

e ;Es posible obtener los mismos resultados al realizar la mandala con
lapiz, papel y transportador?
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USO DE HECHOS GEOMETRICOS
PARA RESOLVER UN PROBLEMA DE TANGENCIA
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Este articulo busca mostrar los resultados de una parte de un trabajo de grado en
el que se le propone a una pareja de estudiantes resolver una tarea de construccion
relacionada con el segundo problema de Apolonio. El trabajo y, por lo tanto, este
documento, tiene por marco tedrico la geometria dindmica experimental y la in-
genieria didactica como metodologia de investigacion. Los resultados muestran
que, en el proceso de solucion de la tarea, los estudiantes realizaron exploraciones
en el software DGPad-Colombia para encontrar propiedades geométricas, que
garantizaron usando hechos geométricos relacionados con el teorema de la po-
tencia de un punto respecto a un circulo.

INTRODUCCION

Se presentan algunos resultados del trabajo de grado Disefio de tareas en
DGPad-Colombia para promover la construccion y el uso de los hechos geo-
métricos (Caicedo, 2023). Dicho trabajo tenia por objetivo principal aportar un
disefio de tareas, en el entorno del software DGPad-Colombia, con el propésito
de promover la construccion y el uso de hechos geometricos sobre el concepto
de tangencia. Se usé como marco tedrico la geometria dindAmica experimental
expuesta en Acosta (2005, 2008), y la ingenieria didactica (Artigue, Douady,
Moreno y Gomez, 1995) como metodologia de investigacion.

En el disefio, las tareas centradas en promover la construccion de los hechos
geometricos tenian las siguientes caracteristicas, fundamentadas en las ideas de
Laborde, Kynigos, Hollebrands y Stréasser (2006) respecto a las tareas en el soft-
ware: i) se presentaba una situacion geomeétrica en forma de enunciado o proto-
colo de construccion junto con preguntas que guiaban la exploracion y el anali-
sis de dicha situacion favoreciendo la experimentacion con el SGD; ii) una vez
se identificaban determinadas relaciones y propiedades geomeétricas, se cen-
traba la atencidn con preguntas enfocadas a la verbalizacion o escritura de un
enunciado que las explicitara. Las tareas enfocadas en el uso de los hechos geo-
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métricos fueron tareas de verificacion, anticipacion, justificacion cuyas carac-
teristicas se relatan en Acosta y Cardozo (2021) y tareas de construccion defi-
nidas en Acosta (2008).

El pilotaje de la secuencia de tareas se realizd con dos estudiantes de primer
semestre del programa de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad In-
dustrial de Santander, quienes estaban finalizando el curso de geometria eucli-
diana. Ambos estudiantes trabajaron en equipo en todas las tareas.

Los resultados principales evidenciaron que: en las tareas la experimentacion
en el software se favorecié el reconocimiento y constatacion de los hechos geo-
métricos y estos fueron usados en las tareas propuestas como herramientas de
construccion, verificacion, validacion de razonamientos y como estrategia de
solucion de las tareas.

En ese sentido, en este reporte queremos mostrar los resultados de una tarea de
construccion realizada en el pilotaje.

GEOMETRIA DINAMICA EXPERIMENTAL

Acosta (2005) propone y define la geometria dinamica experimental (GDE)
COmo una practica geométrica que privilegia la observacion y manipulacion de
los objetos geomeétricos en el SGD, con el propdsito de favorecer la formulacion
de conjeturas sobre propiedades geométricas de tales objetos. A su vez, estas
conjeturas se verifican mediante la medicion, el arrastre y la construccion de
objetos auxiliares.

Es decir, la GDE legitima el uso del SGD mientras que, a partir de la percepcion
visual lograda al manipular los objetos, se elaboren procesos de experimenta-
cion enfocados en realizar conjeturas referentes a sus propiedades geométricas
y se desarrollen estrategias para argumentar la falsedad o veracidad de estas.
Asi, exponemos a continuacion el proceso de validacion e invalidacion de con-
jeturas en esta practica geométrica.

Validacion e invalidacion de conjeturas

Referente a la invalidacion de conjeturas, Acosta (2005) menciona que “[l]a
invalidacion de una conjetura en GDE puede considerarse equivalente a una
demostracion de su falsedad por medio de un contragjemplo” (p. 124).
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En lo que respecta a la validacion, Acosta (2005) expone que “[1]as conjeturas
que no sean invalidadas por la experiencia se consideran verdaderas, en espera
de una demostracion formal” (p. 124). En otras palabras, si no se logra llegar a
una demostracion formal de la conjetura, esta se validard momentaneamente
mediante una construccién que resista la prueba del arrastre.

Técnicas de la geometria dinamica experimental

En Acosta (2005, 2008) se definen al menos cuatro técnicas que ayudan a re-
solver tareas de descubrimiento de lugares geométricos y de construccion.

e Técnica de deteccidn de puntos: construir un cierto nimero de puntos
que permitan describir la forma del lugar geométrico buscado.

e Técnica de lugares geomeétricos: se usa la herramienta traza para dibujar
la trayectoria de un objeto que depende del movimiento de otro objeto,
con el fin de obtener la forma del lugar geométrico buscado.

e Técnica de analisis: se estudia una figura que representa el problema de
construccion resuelto, ya sea en el papel o en el software, para encontrar
alli relaciones entre los objetos dados y los pedidos, hasta obtener rela-
ciones que se puedan construir.

e Técnica de validacion experimental: si se tiene una conjetura de la forma
si..., entonces... en la que P1 (antecedente) implica P2 (consecuente),
se construyen los objetos de P1y se aplica el arrastre para buscar posi-
bles casos donde no se cumpla P2; si no se encuentran estos contraejem-
plos, se considera valida la conjetura provisionalmente hasta que se en-
cuentre un contragjemplo o se haga una demostracion formal.

DESCRIPCION DEL DISENO DE TAREAS

Buscamos que los estudiantes construyeran los siguientes hechos geométricos.

HGL1: si desde un punto P exterior a un circulo se traza una secante PQ, que corta
al circulo nuevamente en Q’, entonces el producto de las magnitudes PQ y PQ’
es constante.

HG2: si desde un punto P exterior a un circulo se traza una tangente PT que toca

al circulo en T y una secante PQ que corta al circulo nuevamente en Q’, entonces
el cuadrado de la magnitud PT es igual al producto de PQ y PQ".
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HG3: si dos circulos pasan por un punto alineado con sus centros, entonces los
circulos son tangentes en dicho punto.

HG4: si dos tridngulos estan en posicidn de similitud, entonces sus circuncirculos
son tangentes en el vértice comun.

Asi, el disefio de tareas realizado se divide en dos actividades: la primera acti-
vidad se enfocaen HG1 y HG2, y la segunda en HG3 y HG4. En cada actividad
se proponen las respectivas tareas enfocadas en promover la construccion y el
uso de los hechos geométricos correspondientes.

Centraremos la atencion en la primera tarea de construccion (segundo problema
de Apolonio) propuesta en la primera actividad después de que los estudiantes
formularon, verificaron experimentalmente y demostraron ¢ formalmente? HG1
y HG2. El siguiente es el enunciado de la tarea: dada una recta [ y dos puntos A
y B al mismo lado de [, construir un circulo ¢ que sea tangente a la recta [ y
pase por los puntos A y B (véase figura 1).

A

T1

Figura 1: tarea de construccion resuelta

Analisis a priori de aspectos de la situacion didactica propuesta

Conjeturamos que, para resolver esta tarea, los estudiantes podrian ajustar per-
ceptualmente una construccion que satisfaga las condiciones del enunciado. Ba-
sandose en exploraciones adicionales, como la construccién de objetos auxilia-
res, lograrian obtener la configuracion que muestra la figura 2. Esto debido a su
experiencia en el curso y la manera en la que abordaban las tareas de construc-
cion.

oxr

—0—"

T

Figura 2: ajuste perceptual de la construccion
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Se esperaba que los estudiantes usaran el HG2 y concluyeran que se cumple, de
manera perceptiva, larelacion PA - PB = PT?; considerando que dicha relacion
era suficiente para construir el punto de tangencia T y con ello el circulo pedido.
Para obtener la relacion mencionada, consideramos dos metodos que podrian
usar los estudiantes; uno recurre al HG2 (figura 3 izquierda), el otro al teorema
de la media geométrica en un triangulo rectangulo (figura 3 derecha), como se
muestra a continuacion.

Figura 3: construccion usando el HG2 (izquierda); construccion usando el teorema de la
media geométrica (derecha)

Analisis a posteriori

En la experimentacion, los estudiantes inicialmente hicieron un dibujo en el pa-
pel y en el software imaginando la tarea resuelta y realizando exploraciones
para determinar el centro del circulo pedido; trazaron mediatrices, didmetros,
radios y cuerdas. Sin embargo, estas exploraciones no los llevaron a concretar
alguna idea para resolver la tarea; ante esto, el profesor les pidio que trazaran la
recta AB y consideraran su punto de corte con [ y nombraran el punto de tan-
gencia del circulo con [, estos puntos los nombraron W y R respectivamente.

A pesar de esta instruccion, los estudiantes insistieron en encontrar el centro del
circulo. Esto se pudo deber a que al considerar la tarea resuelta su atencion se
enfoco en construir dicho centro mediante diversas exploraciones en el soft-
ware, por lo que desistir de tales exploraciones requiere abandonar un hilo de
ideas gue se estaba construyendo; decision y proceso que no ocurren de manera
inmediata.
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De modo que, para invitarlos a realizar otras exploraciones, el profesor les pidio
que trazaran una recta secante al circulo que pasara por W, designando Ky T

los puntos de corte.
/ B

Figura 4: exploracion de los estudiantes

Explorando la construccion (véase figura 4), los estudiantes identificaron que
las magnitudes WA, WB, WK, WTy WR estaban relacionadas. Para expresar
estas relaciones usaron HG1 y HG2 para concluir que WK - WT = WA-WB'y
WA - WB = WR?, reconociendo los antecedentes de los hechos geométricos y
concluyendo sus consecuentes. La segunda igualdad los llevé a establecer una
conexion con el teorema de la media geometrica, por lo cual construyeron un
triangulo rectangulo, usando el segundo teorema de Tales, cuya altura fuera me-
dia geométrica de WA y WB, resolviendo asi la tarea de construccion (véase
figura 5).

Figura 5: solucion de la tarea por parte de los estudiantes

CONCLUSIONES

Los estudiantes en un inicio realizaron, sin éxito, construcciones de objetos au-
xiliares para encontrar relaciones entre ellos y asi construir el centro del circulo
y poder resolver el problema. En ese sentido, la GDE permite la exploracion de
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conocimientos tedricos (definiciones, teoremas, postulados, axiomas) asociados
en este caso a circulos, cuerdas, radios y rectas secantes.

En esta tarea de construccion el uso de la técnica de analisis y la exploracion en
el software posibilitaron la identificacion de propiedades geométricas que se
podian garantizar para construir el circulo; en particular el HG2, que al identi-
ficarlo los llevé a establecer una relacion con el teorema de la media geométrica,
y para usar este Gltimo en la construccién, aludieron al segundo teorema de Ta-
les y asi desarrollaron una estrategia para resolver la tarea.

No obstante, un factor importante por corregir de esta situacion es la libertad
que se les dio a los estudiantes al inicio de las exploraciones, pues el uso del
HG1y HG2 no surgio de manera natural. Consideramos también que la omision
de estos dos hechos geométricos pudo deberse a que los estudiantes no asocia-
ron el teorema de la potencia de un punto respecto a un circulo (HG2) con tareas
relacionadas con la tangencia. Esto se debe, en particular, a la forma en que se
enuncio el hecho geométrico, ya que la tangencia de la recta con el circulo se
presentdé como una condicion y no como una consecuencia.
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COMUNIDAD DE PRACTICA DE PROFESORES DE PRIMARIA:
MECANISMO PARA CONSTRUIR SIGNIFICADO SOBRE EL PROCESO
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Presentamos un analisis parcial de intervenciones de miembros de una comuni-
dad de préctica de profesores de primaria, suscitadas cuando se les solicitd expo-
ner una tarea que ellos usan o usarian para promover argumentacion en sus estu-
diantes. El proposito fue conocer sus significados sobre los términos argumento
0 argumentacion e identificar como tales significados se modificaban (o no) pro-
ducto de la interaccion. Adoptamos un enfoque fenomenoldgico e interpretativo
a partir de la investigacion-accion; usamos la propuesta del Grupo AEG de la
Universidad Pedagdgica Nacional (Colombia) para categorizar aspectos del sig-
nificado de argumento. Los analisis muestran que los profesores tienden a mani-
festar significados que aluden a lo que detona o favorece una argumentacion o a
los recursos para producir un argumento; también insintan la intencion de los
profesores de construir colectivamente conocimiento sobre el termino argumento
(e. g., elementos de un argumento).

INTRODUCCION

Aun cuando diversas propuestas curriculares propenden por la participacion de
los estudiantes en diferentes procesos de la actividad matemaética (e. g., argu-
mentacion, visualizacion, comunicacion) no es usual que las practicas de los
profesores se condigan con esa pretension. Segun McNeill y Knight (2013), los
profesores tienen dificultades para integrar el proceso de argumentacion en sus
practicas de ensefianza debido a su falta de comprension de los elementos que
conforman un argumento y de las estrategias didacticas que el profesor puede
fomentar para promover una interaccion en la que se suscite la argumentacion
entre sus estudiantes. Una razén de este fendmeno tiene que ver con la escasa
formacion de los profesores en relacion con dicho proceso (Boero et al., 2018).
Este escenario no es ajeno a un colectivo de profesores de las instituciones edu-
cativas en las que tuvimos la oportunidad de desarrollarnos profesionalmente.
Una entrevista colectiva que dirigimos a cuatro de tales profesores que procuran
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generar espacios que promuevan aprendizaje en geometria en la educacion de
béasica primaria, desvel6 que ellos coinciden en diversas problematicas que obs-
taculizan este proposito, entre estas, las siguientes: (i) Hay una falta de contex-
tualizacidn de los conceptos geométricos en la vida diaria de los estudiantes, asi
como una discrepancia entre lo planificado y lo implementado en el aula. Sefa-
lan que la geometria suele relegarse al altimo periodo del afio escolar, lo que
dificulta su ensefianza efectiva, asuntos que coinciden con lo reportado por va-
rios estudios (Ibarguen, 2016 y Sancho-Blanco, 2021). (ii) Identifican una falta
de conocimientos sobre geometria, especialmente en lo que refiere a los proce-
sos de visualizacién y argumentacion (que se hizo evidente cuando se les cues-
tiond sobre cdmo promueven el desarrollo de tales procesos en sus estudiantes).

La co-reflexion surgida en la entrevista conjunta motivé un proceso de forma-
cion colectiva para este conjunto de profesores de primaria, enfocada en la cons-
truccion de un conocimiento especializado sobre argumento, argumentacion y
disefio de tareas que la promuevan. Decidimos, entonces, conformar un colec-
tivo de profesores con el objetivo de crear un espacio a partir del cual pudiéra-
mos alcanzar este prop0sito; en suma, iniciamos la formacion de una comunidad
de practica. Con esto en mente, desde un punto de vista investigativo, tuvimos
la intencidn de responder la siguiente pregunta: ¢Qué incidencia tiene una co-
munidad de practica de profesores de matematicas en la cualificacion de su
discurso y practicas profesionales en lo que respecta al proceso de argumenta-
cion y al disefio de tareas idoneas que lo promuevan?

Mediante este reporte, pretendemos comunicar parte de los resultados que he-
mos obtenido hasta el momento. Especificamente, queremos mostrar como la
comunidad ha influido para que una profesora haya aprovechado la oportunidad
de hacer ostensivos sus significados sobre los asuntos de interés y como ha po-
dido modificar levemente su discurso a partir de la interaccion suscitada en el
colectivo, producto de una gestion por parte de la primera autora de este texto,
como una de las lideres de la comunidad.

REFERENTES CONCEPTUALES

Los referentes conceptuales que sustentan y orientan nuestro proyecto de inves-
tigacion de manera preliminar giran en torno a la caracterizacion de un modelo
del conocimiento didactico-matematico del profesor, y una postura sobre comu-
nidad de practica. No presentamos una conceptualizacion sobre argumento y
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tarea dado que construir dicha conceptualizacidn fue un asunto eje del colectivo
cuyo proceso inici6 sin una referencia especifica.

Modelo del conocimiento didactico-matematico del profesor. Fundamentamos
nuestro estudio en la dimension didactica del modelo del conocimiento didac-
tico-matematico del profesor (CDM), propuesto en el marco del enfoque onto-
semidtico —-EOS- (Pino-Fan y Godino, 2015). ElI modelo precisa facetas para
esta dimension (epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional, eco-
I6gica) con sus respectivos descriptores, los cuales procuran dilucidar elemen-
tos del conocimiento didactico que un profesor debe poner en juego o tener du-
rante su ejercicio profesional. Consideramos que esta base nos provee
elementos generales que debemos ajustar con descripciones especificas para
precisar elementos clave del conocimiento que se pondrian en juego cuando se
pretende disefiar tareas de argumentacion en geometria. Tenemos en mente usar
la propuesta del grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria (AEG), con
relacion a precisar algunos aspectos de ese conocimiento relativos a la faceta
epistémica sobre la conceptualizacion de argumento y argumentacion (natura-
leza u objeto, recursos, elementos, detonantes, relaciones con otros objetos, fi-
nalidad, circunstancias favorecedoras).

Comunidad de practica (CoP). Se define como un grupo de individuos que com-
parten un conjunto de problemas, intereses o pasiones sobre un tema particular
y profundizan su conocimiento a través de la colaboracion social. Wenger et al.
(2002) le atribuye tres rasgos caracteristicos a la practica que aglutina y deter-
mina a una comunidad de practica. (i) Compromiso mutuo: cada miembro com-
parte y recibe conocimiento, valorizando el conocimiento parcial individual so-
bre la acumulacién total de saber. (ii) Empresa conjunta: la CoP debe tener
objetivos y necesidades comunes, aungue no sean homogéneos. Cada miembro
puede interpretar estos objetivos de manera distinta, pero deben coordinarse y
motivar a la comunidad, ajustandose segun sea necesario. (iii) Repertorio com-
partido: la CoP adquiere un conjunto de rutinas, palabras, gestos, herramientas
y maneras de hacer y hablar que facilitan la adquisicion y construccién de co-
nocimientos. Este repertorio compartido es resultado de una reflexion y cons-
truccion de metodologias apropiadas para abordar el area de interés. Hemos di-
cho que los cuatro profesores que fueron entrevistados inicialmente decidieron
conformar un colectivo por cuanto comparten un compromiso con un propasito
comun que tiene que ver con cualificar su conocimiento sobre argumento com-
partiendo sus inquietudes y conocimientos sobre este constructo. En consecuen-
cia. tenemos herramientas para decir que el primer criterio sugerido por Wenger
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se cumple para este caso. Los otros dos fueron elementos que se procuraron
satisfacer a lo largo de las sesiones de encuentro. Enseguida, damos unos visos
metodoldgicos que apuntaron a la conformacion de la CoP, y a la manera me-
diante la cual procuramos ver el efecto de la CoP en los profesores participantes.

ASPECTOS METODOLOGICOS

Se realiza enseguida una breve descripcion de la poblacion involucrada en la
investigacion, la perspectiva investigativa y el enfoque y aproximacion asumi-
dos. Ademas, se describen la estrategia investigativa que se adopté y las herra-
mientas o procedimientos usados para recabar informacion, escoger los datos y
hacer el analisis de una de las participantes de la CoP. Los miembros del colec-
tivo incluyen a dos profesoras del Colegio San Vicente IED y dos profesores de
la Institucion Educativa Técnica Agropecuaria San Isidro. Todos ellos desem-
pefian roles fundamentales en la ensefianza de las matematicas en la educacion
primaria; sin embargo, ninguno de los participantes posee un titulo de licencia-
tura en matematicas ni cuenta con formacion adicional especifica en esta area.

Esta investigacion se guia por el enfoque fenomenologico, ya que, como lo se-
fiala Camargo (2021), busca llegar a descripciones, explicaciones, inferencias o
cuestionamientos fundados sobre los fendmenos estudiados. EI objetivo princi-
pal es construir significados relacionados con las acciones y expresiones huma-
nas, ademas de explorar posibles vias de cambio. Para ello, se ha optado por
una aproximacion interpretativa interaccionista, centrada en la interpretacion de
grupos especificos de acciones e interacciones de interés particular. Esto se ali-
nea con el propodsito central de la investigacion, que pretende indagar como la
colaboracion en procesos especificos —como las reflexiones surgidas en las dis-
cusiones sobre el disefio e implementacion de tareas para fomentar la argumen-
tacion— tiene el potencial de cualificar las practicas profesionales y el discurso
de los participantes. Esta aproximacion tambien se ajusta a la investigacion-
accion, que busca relacionar el enfoque experimental de la ciencia social con
programas de accion social que no solo buscan comprender los fendmenos so-
ciales, sino también intervenir en ellos de manera activa y transformadora. Se
concibe como un proceso ciclico que involucra distintas etapas, desde el analisis
inicial hasta la evaluacion posterior (Lewin, 1992). Para este estudio se realiza-
ron dos ciclos de investigacion: el primero surgié de la preocupacion del colec-
tivo de profesores sobre como disefiar tareas que fomenten la argumentacion;
este problema nos llevo a plantear un subproblema relacionado con la falta de
conocimiento de los profesores de primaria sobre los objetos argumentacion y
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argumento. Este paso nos permitio discutir y llegar a acuerdos sobre lo que en-
tenderiamos por estos términos y por tareas de argumentacion. El segundo se
enfoco en el disefio de una tarea que permitiera a los estudiantes argumentar.
Para el ejemplo que presentamos, nos centramos en el primer ciclo, en lo que
respecta a la fase de reflexion y anélisis del plan implementado.

Construccion y analisis de los datos

Para la construccion de los datos, se organizé la informacion y, posterior a ello,
se llevo a cabo un proceso de reduccién (Camargo, 2021). Cada sesion (10 en
total) fue videograbada; los discursos verbales relacionados con el conoci-
miento respecto a la argumentacion y el disefio de tareas de argumentos fueron
trascritos. Una vez reducida la informacion, construimos las unidades o datos
de analisis, que son pequefios fragmentos de transcripcion depurada (palabras,
frases, oraciones o parrafos) en donde se evidencia algun aspecto relacionado
con los asuntos de interés. Las interpretaciones realizadas sobre dichos aspectos
se hicieron a partir de un proceso de microanalisis en los que usamos las cate-
gorias propuestas por el Grupo AEG. En lo que respecta al ejemplo que expo-
nemos en la siguiente seccion, nos centramos en tres categorias. (i) Detonante:
discurso en el que mencionan aspectos de la interaccion comunicativa que sir-
ven como detonante para que surjan argumentos o se adelante un proceso de
argumentacion; es el caso de una pregunta explicita sobre el porqué de lo que
se dice o hace. (ii) Circunstancia favorecedora: discurso en el que se refieren a
situaciones o sucesos que favorecen la argumentacion o la produccion de argu-
mentos; es el caso del trabajo en grupo. (iii) Recursos: discurso que alude a
formas de argumentar o de producir argumentos; es el caso en que el discurso
alusivo involucra medios retoricos.

EJEMPLOS DE ANALISIS Y ALGUNOS RESULTADOS

Presentamos el analisis de dos de los episodios. Un episodio cuyo asunto central
es el discurso de una profesora, producto de una tarea de formacion profesional
que se les propuso: exponer enunciado de una tarea de geometria que ellos usan
(o usarian) en sus clases para promover argumentacion en sus estudiantes y pre-
cisar por qué creen que promueve ese proceso. El segundo episodio insinda la
construccion colectiva de un acuerdo sobre lo que para la comunidad se enten-
deré por argumentacion.

Respecto al primer episodio, la profesora J elaboro la siguiente produccion:
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Catalina trazo en su cuaderno los siguientes angulos:

I

- ¢ Quién tiene la razon, Catalina o Angelica? Justifica tu repuesta.

Catalina dice que el angulo de la derecha mide
mas que el &ngulo de la izquierda porque sus lados
son mas largos. Angélica dice que los dos angulos
miden lo mismo porque sus aberturas son iguales.

- Usando el transportador mide los angulos ¢qué puedes concluir?

En la siguiente tabla condensamos los discursos de J al presentar su produccion.
Ademas, proponemos nuestra interpretacion (la cual busca destacar algln as-
pecto del significado que ella, en el uso, le otorga al término argumentacion) e
indicamos la categoria correspondiente basada en las propuestas por el Grupo

AEG.

Discurso Interpretacion | Término | Categoria
[A partir de la tarea, los estudiantes] obser- | Un detonante | Argumen- | Detonante
van las dos iméagenes y tenian que discutir y | para justificar | tacion
justificar lo que prefieren. Recuerden que el | es tener ideas
enunciado era el siguiente: Catalina dice que | que contrastan
el angulo de la derecha mide mas que el an- | y discutir.
gulo de la izquierda porque sus lados son
mas largos. Y Angélica dice que los dos an-
gulos miden lo mismo porque sus aberturas
son iguales. La pregunta era: ¢quién tiene la
razén, Catalina o Angélica?
Ellos se hicieron en la clase en grupo [...] Un favorece- Argumen- | Favorece-
daban la respuesta y decian al comparfiero dor de la ac- tacion dor
por qué si o por qué no. cion de justifi-
car es trabajar
en grupos.
Ahi nos dimos cuenta que, si los nifios tie- Justificar en la | Argumen- | Recurso
nen el preconcepto... el concepto de &ngulo, | clase de mate- | tacion
lo podian resolver y los que no lo tenian, se | maticas im-
distrajeron un poquito con el largo de los la- | plica hacer uso
dos y ahi justificaron, pues mal. de preconcep-
tos.

Tabla: primer analisis de la produccion de J
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A partir de la tarea inicial propuesta, podemos notar que, J hace ostensivos sus
significados sobre el término argumentacion, al aludir, indirectamente, a ele-
mentos de una tarea de argumentacion. Al parecer, para J, una tarea de argu-
mentacion debe llevar a las siguientes acciones: plantear puntos de vista que
contrastan, pedir justificacion de una escogencia a partir de conocimientos in-
volucrados en la clase, y trabajar en grupos. Con esto en mente, podemos indicar
algunos atributos que J le otorga al término argumentacion. En primer lugar,
para ella existe una relacién entre argumentar y justificar (posiblemente, argu-
mentar es justificar algo, una escogencia, por ejemplo), pues cuando se le pre-
gunté por una tarea de argumentacion ella hizo referencia a la accion de justifi-
car. Ademas, parece que, para ella, la accién de justificar (por ende, de
argumentar) usa como recurso preconceptos sobre objetos matematicos, se de-
tona cuando una situacion cuenta con dos posturas sobre algo y se debe escoger
la mas apropiada, y se favorece cuando se trabaja en grupo.

El segundo episodio ocurrio al discutir la definicion de argumentacion, cons-
truida colectivamente (a partir de consultas individuales). Especificamente, al
pedir que estudiaran tal definicion, la profesora D se enfoca en el fragmento en
el que se alude a los elementos garantia y razon de un argumento. Para ella no
era clara la distincion entre estos términos; esto suscita una serie de interven-
ciones. El profesor L menciona que “garantia es lo que permite garantizar que
todo esta bien [...] Es como cumplir con algo, es como la premisa”. D expresa
que no entiende muy bien lo que quiere decir L, porque para ella “premisa” o
“lo que garantiza algo” son cosas distintas: especificamente, ella dice que “la
garantia es el soporte o las evidencias que sirven de apoyo”. El profesor J ma-
nifiesta que sigue confundido con lo dicho por D y L, porque no nota diferencia
entre lo que es un soporte, una evidencia o una premisa. Dice que una garantia
“es una afirmacion de valor general, tales como normas, leyes, principios gene-
ralmente aceptados que garantizan la valoracion de los razonamientos”. Esta
exposicion de ideas lleva a L a modificar su primer discurso diciendo ahora que
“la garantia son soportes, normas, las reglas [...], no solo premisas [...] las pre-
misas son como lo dado” y D complementa diciendo “si, como la evidencia
[refiriéndose a las premisas] [...] la garantia es una regla que conecta”.

La descripcion relativa al segundo episodio esboza algo del dinamismo vy la co-
laboracion inherentes a una CoP, més alla de la correccion de los discursos ma-
nifestados o que quedaron como producto. La discusion sobre un fragmento de
la definicion de argumento surgié como resultado del compromiso compartido
de clarificar términos presentes en esta. Las intervenciones de los miembros,
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desde la preocupacién inicial de D hasta las contribuciones de L y J, reflejan un
intento de construccion colectiva de conocimiento. A traves del intercambio de
ideas, los participantes fueron abordando divergencias hasta tal punto que dos
de ellos [D y L] modificaron sus discursos.

Los episodios muestran como la participacion voluntaria en una CoP suscita la
explicitacion de significados de una manera genuina (no impostada) y la posi-
bilidad de una construccion colaborativa de significados que se van especiali-
zando gradualmente. Por ejemplo, en el segundo episodio es posible notar que
los discursos de los profesores sobre garantia no explicitan el sujeto gramatical
sobre el cual recae la evidencia o la regla general (la asercion para el primer
término, o el dato y la asercion vinculandolos, para el segundo) ni el proposito
de enunciarlos en un argumento (justificar la asercion); no obstante, tenemos
evidencia para decir que, en episodios ulteriores, los discursos van cambiando
hasta el punto de ir precisando, paulatinamente, el rol que los elementos de un
argumento (dato, garantia y asercion) tienen en él.
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La investigacion sobre la que aqui damos algunos detalles es cualitativa de ca-
racter descriptivo; tiene como objetivo caracterizar el conocimiento matematico
de los profesores de matematicas en formacion inicial sobre definiciones de po-
ligonos, mediante el modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge. Se
aplico un cuestionario durante 2023 a 13 profesores de matematicas en formacion
inicial que cursaban cuarto afio de la carrera de Bachillerato y Licenciatura en
Ensefianza de la Matematica de la Universidad Nacional de Costa Rica. Los re-
sultados obtenidos brindan insumos a formadores de profesores de matematicas
e investigadores para la revision y el analisis de programas de formacion docente,
asi como para la reflexion sobre los procesos de ensefianza-aprendizaje de la geo-
metria y sus dificultades.

INTRODUCCION

En la comunidad matematica, existe consenso sobre la geometria como pilar en
la formacion académica y cultural del individuo, que debe estar presente en to-
dos los niveles educativos, dada su aplicacion en diversos contextos, su capaci-
dad formadora del razonamiento l6gico y su contribucion al desarrollo de habi-
lidades tales como visualizacion, abstraccion, comunicacion, construccion,
pensamiento critico e intuitivo, capacidad de relacionarse con el espacio, entre
otros (Quintero, 2014). En el curriculum matematico costarricense, especifica-
mente en los Programas de Estudio de Matematicas del Ministerio de Educa-
cion Puablica de Costa Rica (MEP), la geometria se plantea como organizadora
de los fendmenos del espacio y la forma de obtener patrones y modelos relativos
a los objetos geométricos y las situaciones reales (MEP, 2012). No obstante, su
ensefianza y aprendizaje sigue presentando dificultades y retos, tanto para los
estudiantes como para los docentes, debido, entre otras cosas, al enfoque tradi-
cional de ensefianza, el desconocimiento de algunos conceptos matematicos por

Fonseca, J. y Guillén, H. (2024). Caracterizacion del conocimiento matematico de los profe-
sores en formacion inicial sobre definiciones de poligonos. En P. Perry (ed.), Encuentro de
Geometriay sus Aplicaciones, 26, 147-154. Bogota, Colombia: Universidad Pedagogica Na-
cional.
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parte de los docentes a cargo y la dificultad de estos para implementar las nue-
vas disposiciones curriculares vigentes (Carrefio, 2021; Carrillo et al., 2018).
Por ejemplo, Carrefio y Climent (2010) reportan importantes limitaciones con-
ceptuales en geometria por parte de futuros profesores de matematicas de Es-
pafia, asi como deficiencias conceptuales al momento de relacionar objetos geo-
métricos y crear redes geométricas complejas. En otra investigacion con
estudiantes para profesores de matematicas de Perd, Carrefio (2021) reporta
que, en general, los futuros docentes involucrados en su investigacion “no tie-
nen bien adquiridos los significados de algunos conceptos geométricos elemen-
tales, sus argumentos se basan mas bien en aspectos perceptivos” (p. 250). Con
relacion a las definiciones conceptuales proporcionadas les falto incluir condi-
ciones, precision y coherencia entre la imagen conceptual y la definicion con-
ceptual. La autora afirma que, pese a los esfuerzos realizados en estos estudios,
se necesitan instrumentos que permitan indagar mas sobre los conocimientos de
los que se tienen indicios. El conocimiento especializado de los docentes de
matematica ha cobrado relevancia, con el propdsito de caracterizar lo que sabe
y deberia saber este profesional en términos de contenidos matematicos y di-
dacticos (Carrefio y Climent, 2010). En esta linea, han surgido diferentes mo-
delos que permiten analizar el conocimiento de los profesores; por ejemplo, el
modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) planteado por
Carrillo et al. (2018), el cual considera la naturaleza especializada del conoci-
miento del profesor de matematicas, tomando en cuenta lo que el profesor uti-
liza y necesita. En el caso de la carrera de formacion docente de Bachillerato y
Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica (BLEM) de la Universidad Na-
cional de Costa Rica (UNA), el aprendizaje de los saberes geométricos se centra
en cuatro cursos del plan de estudios: dos cursos de geometria euclidiana, uno
de geometria analitica y uno de didactica de la geometria. Los conocimientos y
habilidades que se desarrollan en estos cursos son indispensables para el buen
desempefio laboral de los futuros docentes de matematicas.

En este contexto, centramos nuestra investigacion en caracterizar el conoci-
miento matematico de los profesores de matematicas en formacion inicial
(PMFI) de la carrera BLEM de la UNA sobre la definicion de poligono, la de
poligono convexo y la de poligono regular, pues dichos objetos geométricos
estan presentes en todos los niveles escolares a los que los PMFI se enfrentaran
en la préactica.
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MARCO TEORICO

En esta investigacion utilizamos el modelo Conocimiento Especializado del
Profesor de Matematicas 0 MTSK (por sus siglas en inglés) como herramienta
tedrica y metodoldgica para describir y caracterizar el conocimiento matema-
tico sobre poligonos de los PMFI de la UNA. Este modelo considera dos domi-
nios: el conocimiento matematico y el conocimiento didactico del contenido. El
conocimiento matematico integra los conocimientos de la propia disciplina ma-
tematica que se ensefia, asi como los contenidos que se quiere que aprenda el
estudiante. Este dominio considera tres subdominios (Carrillo et al., 2018) de
los cuales el conocimiento del contenido matematico llamado conocimiento de
los temas 0 KoT (por sus siglas en inglés) es el de interés para esta investiga-
cion. Este subdominio considera el conocimiento disciplinar de conceptos, de-
finiciones, proposiciones, propiedades, procedimientos, las distintas formas de
representacion conceptual y las conexiones interconceptuales (Climent et al.,
2014). Particularmente, indagamos en el conocimiento matematico de los PMFI
sobre la definicion y propiedades de poligono, poligono convexo y poligono
regular, haciendo uso de evidencias verbales, pictoricas y de clasificacion. En
este sentido, Mariotti y Fischbein (1997) establecen que las definiciones expre-
san propiedades y caracteristicas del objeto matematico, que lo distinguen de y
lo relacionan con otros; son el resultado de la observacion e identificacion de
caracteristicas del objeto que se desea definir, la declaracion de propiedades a
partir de esas caracteristicas y la verificacion de la definicion a la luz de lo an-
terior. De esta manera, trabajamos con definiciones teoricas y descriptivas de
los participantes, cuyo punto de partida es una imagen conceptual de donde se
extraen propiedades que, al analizarse, se distinguen entre necesarias y suficien-
tes; construyendo en este proceso una definicion conceptual que puede ser co-
rrecta o incorrecta y que sistematiza el conocimiento existente (Carrefio, 2021).
Con relacidn a qué se entiende por correcta o incorrecta, utilizamos la clasifica-
cion proporcionada por de Villiers et al. (2009) quienes establecen que una de-
finicion es correcta si incluye las propiedades necesarias y suficientes que ca-
racterizan el objeto que se quiere definir; una definicion correcta puede ser
econdmica (incluye solo las propiedades necesarias y suficientes) o antiecono-
mica (incluye propiedades redundantes); y es incorrecta si contiene propieda-
des insuficientes o innecesarias.
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MARCO METODOLOGICO

Nuestra investigacion se ubica en el paradigma interpretativo con un enfoque
cualitativo ya que pretende caracterizar el conocimiento de los PMFI de la ca-
rrera BLEM de la UNA sobre poligonos, sin generalizar los resultados de la
investigacion pues se estudian los hechos como un todo (Rodriguez, 2003). Asi,
se busca entender las interpretaciones que hace el individuo de las situaciones
planteadas (Cohen et al., 2002).

Participaron 13 PMFI de la carrera BLEM de la UNA, matriculados en el cuarto
afio de la carrera. Todos los sujetos participantes ya habian aprobado todos los
cursos de geometria. Se aplico un cuestionario a los participantes durante el
2023 que consta de 11 preguntas de respuesta abierta dirigidas a caracterizar el
conocimiento de los participantes sobre la definicion de poligono, poligono con-
vexo Yy poligono regular. Para esto, los PMFI debian realizar las siguientes ac-
ciones: brindar una definicion matematica (escrita con palabras) para cada uno
de los objetos geométricos citados; identificar y brindar caracteristicas de estos;
y brindar y analizar figuras que representaran (o no) los objetos geométricos en
cuestion. El cuestionario se compartio con expertos quienes brindaron sugeren-
cias que enriquecieron los instrumentos y depuraron las categorias de analisis.
Para el analisis de la informacion se empled el anélisis de contenido que permite
la codificacion, la categorizacion y la comparacion de preguntas abiertas de
cuestionarios, asi como la descripcion de patrones y tendencias en el contenido
(Cohen et al., 2002). Se analizaron los resultados a la luz de los indicadores de
evidencia de conocimiento elaborados para cada pregunta. Para la definicion de
poligono de n lados se utilizaron los siguientes indicadores: (i) es una sucesion
de n puntos, con n > 3, (ii) los lados son segmentos, (iii) es una figura cerrada,
(iv) los segmentos se intersecan solo en sus puntos extremos, y (v) ningn par
de segmentos con un extremo comun son colineales. Para clasificar como co-
rrecta la definicion, se requeria la referencia a todos los indicadores antes sefia-
lados. En el caso de la definicidn de poligono convexo, los indicadores fueron
los siguientes: (vi) para cualesquiera dos puntos en el interior del poligono, el
segmento que une estos puntos estd enteramente incluido en su interior, (vii)
para cualquier segmento que une un punto sobre un lado del poligono con otro
punto sobre otro lado no interseca un tercer lado del poligono, y (viii) ningun
par de puntos del poligono estan a lados opuestos de una recta que contenga un
lado del poligono. En esta definicion era suficiente la mencion a alguno de los
tres indicadores para considerarla correcta. Por ultimo, se establecieron los si-
guientes indicadores para la definicion de poligono regular: (ix) debe ser un
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poligono convexo, (x) debe ser un poligono cuyos lados son todos congruentes,
y (xi) debe ser un poligono cuyos angulos internos son todos congruentes. Para
esta era necesario la mencion de todos los indicadores.

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Con relacion a la definicion matematica de poligono de n lados, la mayoria de
los PMFI definen un poligono de n lados como una figura cerrada (indicador
i), cuyos lados son segmentos (indicador ii) que se intersecan solo en sus pun-
tos extremos (indicador iv). Dejan de lado la no colinealidad de tres puntos con-
secutivos (indicador v) y que n debe ser mayor que 2 (indicador i). No hubo
definiciones que incluyeran todos los indicadores requeridos, por eso, tales de-
finiciones se podrian clasificar como incorrectas, segun la clasificacion de de
Villiers et al. (2009), pues carecen de propiedades necesarias. En cuanto a la
definicién matematica de poligono convexo, solamente tres PMFI lograron dar
una definicion correcta y economica; los tres usaron el indicador vi para defi-
nirlo. La mayoria dejé en blanco la pregunta o indicaron no recordar la res-
puesta. Para la definicion de poligono regular, 11 PMFI lo definieron como un
poligono cuyos lados son congruentes (indicador x) y ocho de estos incluyeron
ademas que sus angulos internos deben ser congruentes (indicador xi). Ninguna
de las definiciones incluia el indicador ix. Lo anterior sefiala que las definiciones
matematicas de poligono regular proporcionadas por los PMFI son incorrectas,
pues carecen de la propiedad de convexidad. La tabla 1 resume los resultados
de las definiciones brindadas por los PMFI.

Indicadores de evidencia de conocimiento

Poligono de n lados Poligono convexo Poligono regular
i) (i) (i) (@v) o (v) | (vi) o (vii)  (viii) (ix) (x) (xi)
1 10 8 7 1 3 0 0 0 11 8

Tabla 1: cantidad de PMFI segun indicador de conocimiento, encontrados en las
definiciones matematicas brindadas

La mayoria de las figuras brindadas por los participantes para ejemplificar el
objeto poligono cumplian con todos los indicadores sefialados en la respectiva
definicion correcta. Con relacion a las figuras que no representaban el objeto
poligono, la mayoria de los participantes brindaron ejemplos correctos. Como
ejemplos de figuras que no representaban un poligono, predominaron las figuras
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no cerradas, seguido de figuras con menos de tres lados y figuras cuyos seg-
mentos se intersecan en un punto distinto a los extremos. En cuanto a las figuras
que brindaron para representar poligonos convexos, poligonos no convexos, po-
ligonos regulares y poligonos no regulares, la mayoria de los PMFI brindaron
respuestas correctas. Sobre las figuras que representaban un poligono no regu-
lar, 11 PMFI respondieron correctamente, de estos, seis sefialaron explicita-
mente el indicador no cumplido en las figuras (indicador x en todos los casos)
y en los restantes no se sefialaba, pero la diferencia en la longitud de los lados
de los poligonos era notoria. Lo anterior se resume en la tabla 2, parte (a). En
las representaciones de poligonos de los PMFI, la mayoria se pueden clasificar
como correctas y economicas; la mayor dificultad se dio al brindar ejemplos de
figuras que fueran poligonos, pero no convexos.

(a) Figuras brindadas por PMFI (b) Clasificacion de figuras

Poligono Poligono | Poligono Poligono Poligono | Poligono
de n lados | convexo regular de n lados | convexo | regular

C NC |[C [NC |C NC | C NC |C |[NC |C |NC

Correcto |11 |11 10 |9 9 11 10 2 11 |11 |11 |4

Incorrecto | 2 2 3 4 4 2 3 11 2 2 2 9

Nota: Entiéndase C para la figura brindada por los PMFI que representa un poligono de n
lados, un poligono convexo, o un poligono regular; y NC para la figura brindada por los
PMFI que representa una figura que no es poligono, un poligono no convexo, o un poli-
gono no regular.

Tabla 2: cantidad de PMFI segun figuras brindadas y clasificadas sobre poligonos

Para poligonos, se les dieron 12 figuras; de estas, cinco eran poligonos los cua-
les la mayoria de los PMFI no tuvieron dificultad en identificar. Hubo 10 PMFI
que acertaron todas las figuras que representaban un poligono, pero solo cinco
las justificaron correctamente. De las figuras que no representan poligonos, solo
dos participantes acertaron correctamente las siete figuras, pero solo uno las
justifico correctamente. Las figuras de no poligonos que la mayoria de los PMFI
pudieron identificar fueron aquellas cuyos lados no eran segmentos y las que no
eran figuras cerradas; la mayoria de los PMFI justificaron correctamente las
figuras no cerradas. Para la figura que no representaba un poligono, pues habia
tres veértices consecutivos colineales, solo dos PMFI la contestaron correcta-
mente y la justificaron de forma correcta. Hubo un PMFI que logré identificar
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correctamente todas las figuras, los poligonos y no poligonos, pero justifico co-
rrectamente solo seis de las 12. Para poligonos convexos, se les dieron cuatro
figuras de las cuales dos eran poligonos convexos. De los PMFI que clasificaron
correctamente los convexos, cinco justificaron adecuadamente utilizando el in-
dicador vi; y de los que acertaron los poligonos no convexos, tres justificaron
correctamente. En el caso de poligonos regulares, se les dieron siete figuras de
las cuales tres eran poligonos regulares. De los que clasificaron correctamente
los poligonos regulares, solo uno justificd correctamente, el resto omitio el in-
dicador ix. De las figuras que representan poligonos no regulares, cuatro parti-
cipantes contestaron correctamente y solo dos justificaron de forma adecuada.
La tabla 2, parte (b) resume los resultados obtenidos.

De los resultados anteriores, es claro que los PMFI no tienen mayor dificultad
en clasificar visualmente poligonos en convexos 0 no convexos, regulares o
irregulares; no obstante, el problema persiste en establecer con exactitud las
caracteristicas que estos deben cumplir. En sintesis, los PMFI tienen dificulta-
des definiendo matematicamente el objeto poligono, incluso mas definiendo
matematicamente poligono convexo. Sus definiciones matematicas y justifica-
ciones, en general, no incluyen propiedades necesarias. No obstante, las eviden-
cias de sus conocimientos mejoran cuando estas definiciones vienen acompa-
fiadas de figuras. Las dificultades se notan cuando se enfrentan a figuras que no
representan poligonos y a las que no representan poligonos regulares. Es claro
que existen vacios conceptuales en las definiciones de poligonos, poligonos
convexos Yy poligonos regulares, unos mas marcados que otros, que deben ser
atendidos antes de que los PMFI lleguen a la practica. Asimismo, existen defi-
ciencias notorias en la habilidad de los PMFI para definir objetos geométricos,
pues pese a que el cuestionario estaba diseflado para que revisaran en distintas
ocasiones sus argumentos (definiciones y justificaciones) no se notd6 mayor
cambio. Lo anterior coincide con los hallazgos de previas investigaciones en
otros paises (Carrefio, 2021; Carrefio y Climent, 2010). Estos resultados sugie-
ren que desde la formacion inicial de los futuros docentes de matemaética se debe
hacer hincapié en la importancia de la definicion de objetos matematicos, como
se define matematicamente, qué elementos son necesarios y suficientes en una
definicion y, principalmente, permitirles participar en la construccion de dichas
definiciones, en lugar de solo darselas como un producto por memorizar. Tra-
bajos como este brindan insumos a formadores de profesores de matematicas e
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investigadores en la revision y analisis de programas de formacion docente (ini-
cial y continua) en ensefianza de las matematicas y coadyuvan en la busqueda
de nuevas areas de investigacion relacionadas con geometria.
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En este articulo exploramos la consistencia de la geometria de Lobachevski (tam-
bién conocida como geometria hiperbolica); es decir, examinamos si su conjunto
de axiomas conduce o no a alguna contradiccion logica. Con ese objetivo en
mente, nos permitimos un breve contacto con la idea de sistema axiomatico y sus
elementos, asi como con la idea de modelo, cuya esencia nos permitira dar un
sentido o significado a los elementos primitivos del sistema axiomatico de la
geometria de Lobachevski en el plano euclidiano. Particularmente, empleamos
el modelo del semiplano superior de Poincaré para mostrar la consistencia rela-
tiva de dicho sistema, entendiendo que damos por sentado la consistencia de la
geometria euclidiana la cual recae en la consistencia de la aritmética.

MODELOS

La esencia de los sistemas axiomaticos formales esta constituida por sus ele-
mentos primitivos, los cuales inicialmente vienen despojados de un significado
propio (Blanché, 1965). Asi mismo, en la raiz de estos sistemas encontramos
los axiomas, que son los principios o “hechos de fe” sobre los cuales se cons-
truye la teoria, cuya veracidad no es inicialmente cuestionable (Torres, 1999).
A partir de aqui, aflora la pregunta sobre los contextos o lugares matematicos
en donde los elementos indefinidos recobran significado, y como acceder a
ellos. Para responder, los matematicos han ideado herramientas légicas llama-
das modelos. Un modelo para un sistema axiomatico es una interpretacion, res-
tringida a un contexto matematico, que se hace de sus elementos primitivos,
siempre y cuando esto habilite o satisfaga que todos los axiomas sean verdade-
ros (Blanché, 1965).

Veamos unas palabras de Stillwell (2022) que permiten vislumbrar como los
modelos delimitan el dominio de la verdad de los sistemas axiomaticos y el
papel que jugaron las geometrias no euclidianas en esta nueva vision:

La geometria no euclidiana puso final a la idea de que los axiomas son verdades
universales de las cuales otras verdades pueden ser derivadas usando logica. En
su lugar, los axiomas son verdades acerca de ciertos dominios llamados modelos,
y sus consecuencias ldgicas son verdades dentro de estos modelos. (p. 226)

Guevara, J. y Rodriguez, H. (2024). ¢Es la geometria hiperbdlica consistente? En P. Perry
(ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 155-162. Bogota, Colombia: Univer-
sidad Pedagdgica Nacional.
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Asi las cosas, valiendonos de la consistencia de la geometria euclidiana, a con-
tinuacion, mostramos que el conjunto de axiomas de Hilbert junto con el axioma
de Lobachevski son consistentes ya que no llevan a ninguna contradiccion. En
otras palabras, vamos a presentar una interpretacion de los axiomas de la geo-
metria hiperbdlica en el plano euclidiano, donde se satisfacen dichos axiomas.
Este modelo fue propuesto por el gran matematico universalista Henri Poincaré
(1854-1912).

UN SISTEMA AXIOMATICO PARA LA GEOMETRIA HIPERBOLICA

La geometria hiperbdlica esta justificada mediante cuatro grupos de axiomas
propuestos por Hilbert (1996) (1- axiomas de incidencia, 11- axiomas de orden,
I1- axiomas de congruencia y 1v- axiomas de continuidad) més el axioma de
Lobachevski (vease figura 1) que afirma que “Dada una linea L y un punto P
fuera de ella, entonces existen al menos dos paralelas a L por P’ (Moise, 1968,

p. 161).
LI
><
Lff

-— ]

Figura 1: representacion del axioma de Lobachevski de las paralelas (tomada de Moise,
1968, p. 162)

A partir de este sistema axiomatico podemos comenzar a construir el edificio
teorico de la geometria hiperbolica; sin embargo, ¢que nos asegura que en el
futuro no vamos a tropezar con una proposicion que sea falsa y verdadera al
mismo tiempo? Para estar seguros de ello, debemos estudiar la consistencia de
este conjunto de axiomas, es decir, construir un modelo en el que se satisfagan
estos axiomas. Aungue existen varios modelos para la geometria hiperbdlica,
nos centraremos en el modelo del semiplano superior de Poincaré.

Antes de comenzar de lleno, debemos recalcar que para mostrar que los axiomas
se satisfacen, basicamente se debe establecer la verdad de dichos axiomas. No
queremos decir con esto que ahora los axiomas son demostrables, sino mas bien
que es posible ver si tienen sentido o significado. En consecuencia, utilizaremos
elementos de la geometria euclidiana desde un enfoque métrico, teniendo como
razon fundamental que bajo este enfoque métrico resulta mas facil mostrar la
veracidad de estos hechos; contrariamente, con el enfoque sintético esto seria
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un proceso mucho mas laborioso. Asi mismo, resaltamos que aqui solo se pre-
sentan las ideas principales de las pruebas; sin embargo, si el lector quiere su-
mergirse en este bello mundo, lo invitamos a que revise las demostraciones en
todo su esplendor tedrico en la bibliografia presentada.

El modelo del semiplano superior de Poincaré

Como se menciond antes, necesitamos de un universo en el que podamos inter-
pretar los axiomas y que se satisfagan. Por lo tanto, es de esperarse que los
términos gque tenemos asignados como punto, recta o plano no tengan que co-
rresponderse con las ideas que tenemos familiarizadas. Pues realmente lo que
importa son las relaciones que hay entre dichos objetos mediante los axiomas.

Primeramente, definimos los puntos P = {(x,y) € R?: y > 0}. Ahora defini-
mos las rectas; en este modelo tenemos dos tipos de ellas. Las de tipo I, que se
definen como ,L ={(x,y) € P:x =a}, a € R. Las de tipo 11 se definen
como L, ={(x,y) € P: (x —c)* +y? =r?}.

Observemos que las rectas de tipo 11 no se corresponden con la idea intuitiva de
linea recta; en realidad, dicha ecuacion representa una semicircunferencia con
centro en (c, 0). Los dos tipos de rectas satisfacen los dos primeros axiomas del
grupo de incidencia de Hilbert, que se resumen en la existencia y unicidad de la
recta: dados dos puntos A y B, entonces existe una Unica recta con la cual se
corresponden los puntos A y B mutuamente (Hilbert, 1996). Esto se obtiene
estudiando los dos tipos de lineas. Para el primer tipo es inmediato puesto que
son lineas euclidianas; mientras que para las lineas de tipo 11 se deben considerar
dos semicircunferencias que son distintas con el fin de concluir que tienen el
mismo radio y centro, y con ello probar realmente que son iguales.

Figura 2: semiplano superior de Poincaré con los dos tipos de recta (tomada de Millman
y Parker, 1981, p. 20)
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Ademas, “las nuevas rectas” cumplen el tercer axioma del mismo grupo: sobre
una recta existen al menos dos puntos (Millman y Parker, 1981). Existe al me-
nos un punto no situado sobre una recta. Lo anterior se cumple teniendo en
cuenta que la semicircunferencia tiene infinitos puntos, y el semiplano superior
también (véase figura 2).

Asimismo, podemos mirar que este modelo satisface los axiomas de orden y
congruencia dados por Hilbert (1996, pp. 5-6). Los enunciamos enseguida:

11-1 Cuando un punto B esta situado entre un punto A y un punto C, A, B, C son
tres puntos distintos de una recta y B esta situado también entre C y A.

11-2 Dados dos puntos A y C, existe siempre al menos un punto B sobre la recta
AC de tal modo que C esta situado entre Ay B.

111-3 De tres puntos cualesquiera de una recta no existe mas que uno situado entre
los otros dos.

11-4 Sean A, B, C tres puntos no situados en linea recta y una recta del plano ABC
gue no contiene a ninguno de los puntos A4, B, C: cuando la recta a pasa por un
punto del segmento AB, seguramente pasa también o por un punto del segmento
AC o por uno del segmento BC (véase figura 3).

Figura 3: axioma I1-4, axioma de Pash, de la geometria euclidiana

Para abordar los axiomas de orden, primero debemos analizar los dos tipos de
rectas que tenemos en el plano. Para ello usaremos el orden lexicografico con
el fin de establecer el orden entre los puntos del plano y ver que este orden es
compatible con la idea que deseamos establecer por medio de los axiomas de
orden de Hilbert. En efecto, las rectas de tipo 1y 11 satisfacen de manera inme-
diata los tres axiomas de orden de Hilbert, pues el orden lexicografico y las
propiedades de los nimeros reales (arquimediana y densidad) en cada compo-
nente de las parejas ordenadas cumplen con lo establecido por dichos axiomas.
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Enunciemos ahora el axioma de Pash en términos de las rectas tipo 11. Dado el
triangulo ABC y la recta a, entonces si a pasa por la recta que une a AC en M,
entonces 0 pasa por la recta que une a BC 0 pasa por la recta que une a AB,
como se visualiza en la figura 4.

X

Figura 4: axioma de Pash en el semiplano superior de Poincaré (tomada de Efimov
(1984, p. 137))

Para ver que se cumple el axioma de Pash es necesario recordar el teorema de
las dos circunferencias “Sean C y €’ circulos de radio a y b y sea c la distancia
entre sus centros. Si cada uno de los numeros a, b, c €s menor que la suma de
los otros dos, entonces C y C’ se intersecan en dos puntos y los puntos de inter-
seccion estan en lados opuestos de la linea de los centros” (Moise, 1968, p. 263).
Con esto se ha verificado que se cumplen los axiomas de orden.

Para el caso de los axiomas de congruencia, particularmente el primero y el
segundo, tenemos que definir algunas herramientas para probar que dichos axio-
mas se satisfacen. Comencemos definiendo una funcién que nos permite medir
la distancia entre dos puntos A(x;,v,) Y B(x,,y,) en .L,;
Xy—C+r

Y1
X, —C+r

V2

dy(A,B) = |In

En efecto, d, (A, B) es una funcidn de distancia porque cumple las propiedades
que definen una métrica (Millman y Parker, 1981).

Los axiomas de congruencia tienen una gran dificultad para comprobarse y esto
deberia ser asi, pues como se sabe, Euclides demostraba el criterio de congruen-
cia de triangulos Lado-Angulo-Lado usando movimientos. Este criterio corres-
ponde con el axioma 5 del grupo 111 de Hilbert. Ahora, anunciemos los axiomas
de Hilbert (1996) para la congruencia:

I11-1 Si A, B son dos puntos de una recta a y ademas A’ es otro punto de esta o
distinta de la recta a’, puede encontrarse siempre sobre uno de los lados de a’,
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determinados por A’, un solo punto B’ tal que lo segmentos AB y A’B’ sean con-
gruentes o iguales.

111-2 Si los segmentos A’B’y A”B” son congruentes con el mismo segmento AB,
también el segmento A’B’ es congruente con el A”B”. (p. 13)

Recordemos que dos segmentos son congruentes si sus medidas son iguales. En
este sentido, buscamos mostrar que los arcos de semicircunferencia son con-
gruentes entre si. Dados dos puntos A y B sobre las lineas de tipo 11, podemos
determinar su distancia, de donde obtenemos que d, (4, B) = k, k € R; por lo
tanto, podemos copiar k = dy (A’B’). Esto nos lleva a la congruencia de seg-
mentos y con ello queda satisfecho el primer axioma. El segundo axioma se
tiene de manera inmediata, pues la igualdad satisface la propiedad logica de
sustitucion.

Ahora bien, los tres axiomas faltantes de congruencia son:

I11-3 Sean AB y BC dos segmentos de la recta a sin puntos comunes y, por otra
parte, A’B’y B’C’ son dos segmentos sobre la misma recta a o sobre otra distinta
a’, pero en todo caso, sin puntos comunes: si entonces AB = BCy BC = B'C’
siempre se verifica AC = A'C’.

111-4 Dado un angulo A.(h, k) en un plano a , una recta a’ en un plano b y una de
las regiones de b determinadas por a’; representamos por A’ un semirrayo de a’
que parte de O’. Existe, entonces, en el plano b uno y solo un semirrayo k’ tal,
que el angulo #.(h, k) es congruente o igual al £ (h’, k") y, a la vez todos los pun-
tos interiores del &ngulo #.(h’, k") estan situados en la region dada con respecto a
a'. (Hilbert, 1996, pp. 14-15)!

I11-5 Si dos tridngulos ABC y A’B’C’ verifican las congruencias AB = A’B’,
AC = A'C’'y 4BAC = £B’A’C’ tambien queda satisfecha siempre la congruencia
4ABC = 4A’B’C’. (Hilbert, 1996, pp. 15-16)

Para el caso de los anteriores tres axiomas de este grupo nos limitaremos a re-
saltar que desde el punto vista sintético hay que definir y construir un buen en-
tramado tedrico de la geometria euclidiana, como es el concepto de inversion y
sus resultados, que se sale del alcance de esta presentacion. Pasa algo similar
con el enfoque métrico.

1 El simbolo = es usado por Hilbert para denotar la congruencia.
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Enunciemos ahora los axiomas de continuidad de Hilbert (1996)

V-1 (Axioma de la medida o de Arquimedes) Siendo AB y CD segmentos cua-
lesquiera, existe siempre sobre sobre la recta AB un numero de puntos
Ay, Ay, As, ..., Ay, de modo que los segmentos AA,, A14,, Ay A5, ..., Ap_1 4, SON
congruentes con el CD, y el punto B quedaentre Ay A,,.

V-2 (Axioma de la plenitud lineal) Los puntos de una recta forman un sistema el
cual no es susceptible de ampliacion alguna, bajo la condicion de conservar la
ordenacion lineal, el primer axioma de congruencia y el axioma de Arquimedes.

(p. 34)

Estos axiomas son satisfechos porque al escoger el enfoque métrico se puede
establecer la biyeccion entre los puntos de la recta y los numeros reales. Por lo
tanto, estos axiomas se satisfacen en terminos de nimeros reales que cumplen
dichas relaciones (Efimov, 1984). Finalmente, enunciemos el axioma de Loba-
chevski cuya esencia da vida a la geometria hiperbolica: “Dada una recta y un
punto fuera de esta, entonces existen al menos dos rectas paralelas a la recta
dada y que pasan por dicho punto” (véase figura 5).

C

A B

Figura 5: axioma de Lobachevski en el semiplano superior de Poincaré

Una prueba directa de esto es considerar una recta de tipo 11 y un punto C afuera
de esta, y considerar dos rectas de tipo 11 diferentes que pasen por C. De esto se
deduce que estas ecuaciones no tienen soluciones comunes, es decir, no hay
interseccion entre las semicircunferencias. Dicho esto, podemos asegurar que
hay infinitas rectas que pasan por C y que son paralelas a la recta AB.

Finalmente, una vez que todos los axiomas se satisfacen, podemos garantizar
que la geometria de Lobachevski es consistente, ya que si no lo fuera no lo seria
la geometria euclidiana que conocemos. La consistencia de esta Gltima esta en-
raizada con la de los numeros reales, lo que evidencia que algunas teorias estan
encadenadas, y su consistencia es dependiente. A proposito de esto, Trudeau
(1987) nos comparte un pasaje titulado “; Podemos estar seguros de que la geo-
metria euclidiana es consistente?” (p. 244). Luego de unas cuantas lineas y unos
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buenos argumentos su respuesta es “no”, ya que no se tienen los argumentos
suficientes para probar que esto es asi, en definitiva, es una pregunta que per-
manece abierta.

CONCLUSION

Demostrar la consistencia de un sistema axiomatico no es cuestion sencilla, ya
que requiere un soélido andamiaje tedrico que garantice que sus axiomas no lle-
van a contradicciones logicas. Para lograrlo, es necesario encontrar un modelo
que interprete sus elementos primitivos y satisfaga completamente su conjunto
de axiomas. Asi, los modelos son universos matematicos que relativizan verda-
des; por ejemplo, el axioma de Lobachevski es verdadero en el modelo del se-
miplano superior, pero no lo es en la geometria euclidiana.
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La historia de la geometria griega se vio marcada por tres problemas fundamen-
tales asociados a la construccion euclidiana con regla 'y compas: la cuadratura del
circulo, la triseccion del angulo y la duplicacion del cubo. En la literatura mate-
matica estos problemas se mencionan reiteradamente; sin embargo, no es comdn
encontrar una explicacion patente de su irresolubilidad, ya que tal explicacion
requiere conceptos algebraicos como la solucién de ecuaciones que muestren que
es imposible resolver estos problemas utilizando las herramientas mencionadas.
Aqui es donde el concepto de campo surd es relevante ya que permite encontrar
mediante la resolucion de ecuaciones por qué no son posibles dichas construc-
ciones.

EL CAMPO SURD

Diremos que x es un numero surd, si x es el resultado ya sea de sumas, restas
multiplicaciones, divisiones o0 extraccion de raices cuadradas de manera finita
en las que solo intervienen los nimeros 0 y 1 (Moise, 1968). Con esta idea en
mente, podemos construir el campo surd S, para lo cual debemos construir los
numeros (elementos del campo) de manera similar a como se construyen los
numeros racionales. Primero, demostremos por induccién que todos los nume-
ros naturales son numeros surd.

Sea A = {x € N: x es surd}. Por la definicion de A, se obtiene que A < N. De-
bemos probar que N € A. Lo haremos en dos pasos:

(i) Vemosque 0 = 0+ 0, entonces 0 € A, por definicion de surd.

(i) Sean+ 1 € N. Por hipotesis de induccion n € A, entoncesn+ 1 €
A, por definicion de surd. Por lo tanto, por el principio de induccion
matematica A = N, demostrando lo deseado.

Guevara, J., Rodriguez, H. y Mina, J. (2024). El plano surd: una alternativa algebraica para
demostrar la imposibilidad de construccion de los tres problemas de las matematicas griegas.
En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 163-170. Bogota, Colom-
bia: Universidad Pedagdgica Nacional.
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Extendamos ahora la construccidn a los nimeros negativos. Para ello, nos apo-
yamos en que estructuralmente los nimeros enteros con la operacion suma son
un grupo abeliano, ya que si t € Z~, entonces t = —n conn € N (Luque et al.,
2018). Por el hecho anterior, se infiere que Z es un surd puesto que los nimeros
racionales se definen como parejas equivalentes de cocientes entre nimeros en-
teros, y asi tenemos de inmediato que los nimeros racionales son un surd. Por
lo tanto, como Q tiene estructura de campo entonces tenemos ya instaurado el
concepto de campo surd.

Aungue la construccidn anterior no aporta nada novedoso, pone de relieve que
a pesar de que los numeros reales son un campo isomorfo a los niumeros racio-
nales (Luque, Sdnchez y Jiménez, 2018), existen numeros reales como e que no

son surd. Por lo tanto, se tiene el siguiente hecho: existen infinitos numeros que

no son surd. Enunciemos esto asi: si a no es surd, entonces el nUmero b = (g) a

. ..y . b
tampoco lo es, con p, g € Q. Si razonamos por contradiccion, el nimero a = ?q

es un surd por la construccion anterior, pero por hipétesis a no lo es. Sin em-
bargo, a pesar de que los numeros reales son un campo isomorfo a los numeros
racionales, el campo surd es también un campo ordenado como los nimeros
reales (Moise, 1968).

Hasta ahora el tratamiento ha sido algebraico, pero con este podemos hacer geo-
metria si logramos construir un modelo que se comporte como las rectas y las
circunferencias euclidianas (Millman y Parker, 1981).

EL PLANO SURD

Como sabemos el plano cartesiano usual estd generado por los puntos P =
(a,b) con a,b € R, es decir, es R?. Pero como hay niimeros reales que no son
surd, entonces podemos definir el S-plano, o sea el plano surd, como sigue:

S-plano = {(a, b): (a, b) € S? N R?}, siendo S? las parejas ordenadas de niime-
ros surd.

Ahora bien, podemos definir el S-punto como el punto que pertenece a S-plano
y ademas podemos definir las S-lineas y S-circunferencias de la siguiente ma-
nera:

S-linea= {(x,y) € S —plano:Ax+ By +C =0, A,B,C € S}
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y S-circunferencia como:

S-circunferencia = {(x,y) € S —plano:x? + y> + Dx + Ey + F =
0,D,E, F son surds}.

Una vez definidas la S-linea y la S-circunferencia, de manera inmediata, se
tiene, por sus definiciones, que las respectivas representaciones geométricas
coinciden con las representaciones cartesianas usuales de la linea recta y la cir-
cunferencia en el plano cartesiano; no obstante, dichas graficas no son conti-
nuas, pues no todos los nimeros reales estan alli, por lo tanto, es de esperarse
que el plano surd sea un plano huequeado cuyos agujeros son los nimeros reales
que no son surd. A pesar de que el anterior hecho pareciera ser un obstaculo,
tenemos que toda posible construccién con regla y compas en el plano carte-
siano tambien es realizable en el plano surd.

Figura 1: plano surd con una S-circunferencia y una S-linea

Como puede apreciarse en la figura 1, si tenemos una S-circunferencia y una S-
linea que se encuentran en al menos un punto, su interseccion es un S-punto.
Esto se debe a que al resolver el par de ecuaciones determinadas por la S-cir-
cunferenciay la S-linea, los procedimientos siempre se realizan en Q de manera
finita con las operaciones de suma, resta, multiplicacion, division o extraccion
de raices, encontrando que si P es un punto solucién de ellas, P es un S-punto.

Hasta este momento hemos concluido que Q es un campo surd, pero esto no es
suficiente para cubrir todos los puntos del plano, porque en el S-plano podemos

encontrar el S-punto (v/3,+/3), sin embargo v/3 ¢ Q. Entonces, debemos nece-
sariamente extender a Q para que el plano surd contenga nimeros como /3.

Extensiones cuadraticas del campo surd

Aqui vamos a extender a Q para que ecuaciones tales como x? = 3 tengan rai-
ces y sean puntos del plano surd. Una tentativa es extender Q a R, pero como
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vimos anteriormente no todos los nimeros reales son surd. Por definicion, la
extension cuadratica de un subcampo F € R es un conjunto de la forma:

F(k) ={a+bVk:a,b€F}, keFyVk ¢ F

Por eso podemos afirmar que v/3 esta en una extension cuadratica de Q (a saber
F(3)), ya que v3 ¢ Q. Ademas, la extension cuadratica también posee la es-
tructura de campo (Moise, 1968), pero con lo anterior también podemos ver que
en el caso particular en que F = Q, entonces Q € Q(3).

Procedamos a extender a Q, asi: consideremos F, Fy, ..., F,, campos y defini-
mos inductivamente a F, como Q y a F;,; como F;(k;,1), enelque k;,, € F;

y +k;+1 € F;. Debido a la forma inductiva anterior, se puede probar que F,, es
un campo surd, y que su reciproco también lo es (Moise, 1968).

IRRESOLUBILIDAD DE LOS DOS PROBLEMAS GRIEGOS

El tratamiento algebraico presentado permite entonces establecer el primer teo-
rema que expone, informalmente, que si los resultados algebraicos son posibles,
entonces el resultado geomeétrico es valido en el S-plano.

Teorema 1: Toda construccion con regla y compas que es posible en el plano
cartesiano es posible en el S-plano.

Ya que los problemas de duplicacion del cubo vy la triseccion del angulo estan
relacionados con una ecuacion de tercer grado, se tiene el siguiente teorema
referente a dicha ecuacion.

Teorema 2: Sea la ecuacion x3 + ax? + bx + ¢ = 0 con a,b, ¢ € F siendo F
un campo. Si la ecuacion tiene una raiz en un campo de extension cuadréatica de
F, entonces la ecuacion tiene unaraiz en F.

Para comenzar, utilizamos las relaciones de Cardano-Vieta, obteniendo p(x) =
x3 — (1 + x5 + x3)x2+ (1% + x1%3 + XpX3)X — X1 X5 X3.

Por igualdad de polinomios, comparamos los coeficientes; es decir, a = —
(X1 + x5 +x3), b =x1x, + X,x3 + X3X3,Y € = —X1X,X%5. Y, por hipotesis, la
ecuacion tiene una raiz en un campo de extension cuadréatica de F, entonces los
coeficientes a, b, c deben estar también en un campo de extension cuadratica de
F, en particular a. Adicionalmente, si suponemos que x; es dicha raiz, por el
teorema de las raices conjugadas x, = x; esunaraiz. Asiquea = —(x; +x; +
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X3), 0 sea, x3 = (x; +Xx;) — a. Pero como x; + x; € F, luego x5 es la raiz
que estd en F como enuncia el teorema.

El teorema anterior muestra que si la solucion esta en campo extendido surd,
entonces también debe estar en el campo surd. Tenemos como corolario el pro-
tagonista esperado:

Corolario: Sealaecuacién x3 + ax? + bx + c = 0cona, b,c € Q. Silaecua-
cion tiene una raiz en el campo surd, entonces también tiene una raiz racional.

Enunciaremos por ultimo el teorema de las raices racionales que tiene como
objeto mostrar el uso del contrarreciproco del corolario.

Teorema de las raices racionales: Sea p(x) = a,x™ + a,_x™ 1+ -+
a;x +a,=0cona,,a,_q,..,a;Yyay, €Z,cona, #0.Six = Ses raiz de la

ecuacion, entonces p divide a a, y q divide a a,,.

Imposibilidad de la triseccion del angulo

Campos (2006, p. 216) expresa el problema de la triseccion del angulo asi:
“(Existe un método general para dividir un angulo rectilineo cualquiera en tres
partes iguales, utilizando Gnicamente regla y compas?”.

Figura 2: construccién de la triseccion del angulo recto

Basados en el teorema 1, si podemos trisecar un angulo en el plano usual, en-
tonces podremos hacerlo en el S-plano. Veamos que es posible trisecar un an-
gulo recto (véase figura 2). Para la triseccion nos basamos en la construccion
del triangulo equilatero (Euclides, 2015a). Aprovechemos que el plano carte-
siano tiene un angulo recto cuyo vertice esta en el origen. Por el postulado 3 de
Elementos, podemos construir la circunferencia de radio 1 y esta intersecara
los ejes x y y en los puntos B = (1,0) y € = (0,1), respectivamente. Por la
proposicion 1 del libro | de Elementos, existe el A CAD equilatero (Euclides,
2015a), y, por tanto, equiangulo. Aprovechando que D esta en el interior del
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£LBAC, £DAB es el angulo de 30°, con lo que se logra trisecar el angulo recto,
ya que 30° = 92 :

Vemos que el triangulo equilatero CAD también esta en el S-plano, ya que el
punto D = (‘/2—5, %) esta en dicho plano y debe ser solucién de la S-circunferencia

x? +y? =1, por lo tanto, ZDAC que mide 60° debe ser un nimero surd. Es
decir, £DAC esta en el plano surd; y si repitieramos este proceso podriamos
trisecar el angulo de 60°, obteniendo el angulo de 20° cuyo nimero también
deberia existir en el S-plano. Veamos que esto es imposible.

_B:_ _________________________________

Figura 3: plano surd con el supuesto angulo de 20°

Apoyandonos en la figura 3, podemos encontrar la S-recta que es perpendicular
a EF, por lo tanto F es un S-punto. Por trigonometria y definicion de surd, tene-

o AF , ,
mos que cos20° = " debe ser un ndmero surd. Ademas, aprovechando que

cos60° es un nimero surd, si usamos la identidad cos 3a = 4 cos® a — 3cosa
con a = 20°, obtenemos que cos60° = 4 cos® 20° — 3cos20°. Asi mismo, sus-

tituyendo x = cos20°, Ilegamosaque% = 4x3 —3x,0sea,8x3> —6x—1=0.

Ahora, si x es solucion racional de 8x3—6x —1 =0, entonces x =
1 1 1 . ./ .
to, 1 +1,+ 5 » pero ninguna de ellas es solucidn, entonces x no es racional
y, por lo tanto, no es surd por el contrarreciproco del corolario. Asi que no es
resoluble la triseccion de cualquier angulo. Consecuentemente, mostremos que

el trabajo algebraico anterior tiene la potencia para resolver los otros dos pro-
blemas.
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Imposibilidad de la duplicacion del cubo

El enunciado del problema de la duplicacién del cubo es el siguiente: “Dado un
cubo de volumen 1, encontrar, mediante regla y compas exclusivamente, un
cubo de volumen 2” (Campos, 2006, p. 205).

A primera vista, este problema parece resoluble, ya que Euclides (2015b) tiene
la proposicion 27 del libro XI: Trazar sobre una recta dada un solido paralele-
pipedo semejante y situado de manera semejante a un solido paralelepipedo
dado (p. 317), y como el cubo de volumen 1 puede construirse, pues resulta
natural considerar el de volumen 2. Veamos que en el plano surd no es posible
este hecho.

Primero, elijamos un numero surd x, luego construyamos en el S-plano, con
regla y compas, un segmento AB cuya medida sea x. Ahora, suponiendo que el
segmento CD esta en el S-plano con la condicion de que CD3 = 2AB3, enton-

3
ces (%) = 2y como por hipétesis CD y AB estan en el S-plano, por defini-

3
ny: CD . CD
cion de surd, (E) debe ser un surd. Sustituyamos y por o con lo cual tene-

mos la ecuacion y3 = 2, asi, de nuevo si la ecuacion fuese resoluble, entonces
deberia existir un nimero surd tal que y® — 2 = 0. Pero los Unicos divisores de
2 son +2, +1, y ninguno de esos nimeros racionales satisface la ecuacion y3 =
2; por lo tanto, no es posible construirlo en el plano surd, mucho menos en el
plano cartesiano por el teorema 1, ya que resulta ser un namero irracional que
no esta en el S-plano.

Imposibilidad de la cuadratura del circulo

Primeramente, usemos como lema que 2 es irracional (Spivak, 2014, p. 326)
para establecer el siguiente teorema:

Teorema 3: T es irracional.

Al suponer que 7 es racional como la multiplicacion en Q es cerrada, se cum-
pliria entonces que 72 = 7 - 7 es racional lo que contradice el lema.

Finalmente, consideremos la ecuacién x? = . Como x? — m = 0, deberian
existir en Q nimeros a, b que sean raices de la ecuacion. Sin embargo, esto
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implicaria que x? — m = 0 es soluble en Q, lo que es imposible porque enton-
ces seria « racional, lo que lleva a una contradiccion. Asi, no es posible construir
v en el S-plano. Asi probamos que la cuadratura del circulo es imposible.

CONCLUSIONES

« El plano surd tiene una relacién directa con el plano euclidiano que nos posi-
bilita probar a partir de su teorizacién la imposibilidad de los problemas clasicos
de las matematicas griegas.

« Este enfoque revela una relacion directa entre la geometria y el lgebra, mos-
trando que lo que puede parecer cuestionable desde la perspectiva geomeétrica
se soluciona de manera tajante desde una perspectiva algebraica.
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TEOREMA DE DESARGUES: UN ANALISIS HISTORICO Y
EPISTEMOLOGICO A TRAVES DE SUS DEMOSTRACIONES
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En este documento se presentan avances de un articulo de investigacion sobre el
teorema de Desargues, a partir de tres demostraciones del teorema: la demostra-
cion original planteada por el propio Desargues en el siglo xvi1, una version ac-
tual desde la geometria euclidiana y otra desde la geometria proyectiva a través
del uso de las coordenadas homogéneas introducidas por Mdbius.

INTRODUCCION

El teorema de Desargues fue propuesto en el siglo xvi1 por el matematico fran-
ces Girard Desargues, precursor de la geometria proyectiva; establece que si
dos triangulos estan en perspectiva central respecto a un punto O, entonces,
también estan en perspectiva central respecto a una recta k. La version original
de Desargues no muestra explicitamente los triangulos sino puntos dispuestos
en el plano que implicitamente constituyen los vértices de dos tridngulos en
perspectiva. La version euclidiana actual reconoce dichos triangulos y toma ele-
mentos de la demostracion de Desargues como lo es el uso del teorema de Me-
nelao. Finalmente, la demostracion desde la geometria proyectiva involucra el
uso de las coordenadas homogeneas (introducidas por Mobius en el siglo Xix)
asignadas a cada uno de los vértices del triangulo. En el articulo de investiga-
cion, aparte de presentar las tres demostraciones mencionadas anteriormente se
espera dar respuesta a las siguientes preguntas de investigacion (entre otras)
relacionadas con la epistemologia que gira en torno al teorema de Desargues:

e ;Qué elementos comunes se identifican en las tres demostraciones plan-
teadas?

e ;Qué herramientas y resultados matematicos se utilizan en una u otra
demostracion? ¢Por qué hay cambios?

e ;Por gqué los matematicos de épocas distintas se interesaron por estudiar
el teorema de Desargues?

Herrera, H. (2024). Teorema de Desargues: un analisis historico y epistemoldgico a través
de sus demostraciones. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26,
171-178. Bogota, Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.
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e ;Por qué buscar una demostracion en la geometria proyectiva si ya se
tiene la demostracion de la geometria euclidiana?

e ;Las demostraciones dadas explican el resultado que se quiere probar o
justifican el resultado a partir de manipulaciones algebraicas olvidando
el sentido geométrico del mismo?

e ;Se puede dar una demostracion del teorema desde la geometria eucli-
diana sin utilizar el teorema de Menelao?

e ;Se puede dar una demostracion del teorema desde la geometria proyec-
tiva sin utilizar coordenadas homogéneas?

Las preguntas anteriores contribuyen a estudiar la epistemologia del teorema de
Desargues tanto desde un punto de vista matematico como desde el punto de
vista de la educacion matematica.

MARCO TEORICO

El marco tedrico de este trabajo incluye las tres demostraciones del teorema de
Desargues, algunos hechos historicos en torno al mismo y la posicion de algu-
nos autores en libros y articulos de referencia para el analisis epistemologico
que se va a realizar.

Version original del teorema de Desargues

La version original del teorema de Desargues establece que cuando las rectas
HDa,HEb,cED,lga,lfb,Hlk, DgK, EfK, cab, que estan en el mismo plano o
en diferentes planos, se cortan entre si en cualquier orden y en cualquier angulo
formado por dichos puntos, entonces los puntos c, f, g estan en la misma linea
recta cf g (Lienert, 2018) como se muestra en la figura 1:
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Figura 1: construccion original del Teorema de Desargues

La demostracion original de Desargues para puntos ubicados en planos distintos
es como sigue:

Porque, cualquiera que sea la forma que tome la figura, en todos los casos, si las
lineas rectas pertenecen a planos diferentes, las lineas abc, lga, lf b pertenecen a
un plano; las lineas DEc, DgK, K fE pertenecen a otro plano y los puntos ¢, f , g
pertenecen a cada uno de estos dos planos, en consecuencia, estan en la linea
recta cfg.

En el articulo se expondra la prueba dada por Desargues para el caso en que los
puntos estan en el mismo plano (Lienert, 2018).

Version euclidiana actual del teorema de Desargues

La version actual del teorema de Desargues es muy similar a la original, salvo
por algunas cuestiones de lenguaje y notacion. En la figura original de Desar-
gues se pueden identificar los siguientes triangulos (véase figura 2) que se uti-
lizaran para la demostracion actual.
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Figura 2: triangulos en perspectiva, en la construccion original de Desargues

A continuacidn, se enuncian algunas definiciones y teoremas previos necesarios
para la demostracion del teorema.

Triangulos en perspectiva central respecto a un punto

Sean A,B,C y A',B’,C’ los vértices de A ABC y A A'B'C’ respectivamente y
sean l,, I, y I las rectas que unen los pares de vértices AA’, BB', CC' respecti-
vamente como se muestra en la figura 3, entonces A ABC y A A'B'C’ estan en
perspectiva respecto al punto O si las rectas [;,l, y I3 son concurrentes en O.
Dicho punto es llamado centro de perspectiva.

Figura 3: triangulos en perspectiva respecto a un punto O
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Triangulos en perspectiva central respecto a una recta

Sean A,B,C y A',B’,C’ los vértices de A ABC y A A'B'C’ respectivamente y
sean M,, M, y M5 los puntos donde se intersecan las rectas AB,A'B'; BC,B'C’;
y CA, C'A’ respectivamente como se muestra en la figura 4, entonces A ABC y
A A'B'C' estan en perspectiva respecto a la recta k si los puntos M, M, y M,
son colineales y pertenecen a la recta k. Dicha recta es llamada recta o eje de
perspectiva.

\ 4 /
M, Mo M

Figura 4: triangulos en perspectiva respecto a una recta k

Teorema de Menelao

Sean A, B, C los vértices del A ABC y X,Y,Z puntos en los lados (o prolonga-
ciones de los lados) BC,CA y AB como se muestra en la figura 5, entonces los
puntos X, Y, Z son colineales si y solo si se cumple la relacion

AZ BX CY

ZB XC YA

A

B ¢
Figura 5: teorema de Menelao

Teorema de Desargues

Si A ABC y A A'B'C’ estan en perspectiva respecto al punto 0, entonces estan
en perspectiva respecto a la recta k (véase figura 6).
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Figura 6: teorema de Desargues desde la geometria euclidiana

En el articulo se expondra la prueba detallada de este teorema con las definicio-
nes enunciadas anteriormente y el teorema de Menelao.

Version proyectiva del teorema de Desargues

Los triangulos que se consideran en esta version estan en el espacio proyectivo,
por tanto, se enuncian primero algunas definiciones y resultados de la geometria
proyectiva (Aroca y Bermejo, 2019).

Espacio proyectivo

Sea I/ un especio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo K y ~ una rela-
cion de equivalenciaen V — {0} definida asi:

u~v o I31€ K —{0}:u=Av.
Se define el espacio proyectivo asociado a V como el espacio cociente
P(V) =W —-{0}/~.
Aplicacion canonica
Se llama aplicacion canonica de V — {0} sobre P (V) a la funcion definida asi:

m V—{0} - P(V)
v - n(v):=[v].

Es decir, a cada v € V — {0} se asocia la clase de equivalencia [v] de v en
P(V).
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A partir de los espacios proyectivos y la aplicacion canonica, se definen los
puntos proyectivamente independientes, las referencias proyectivas y las coor-
denadas homogéneas para enunciar y demostrar el teorema de Desargues desde
la geometria proyectiva.

Teorema de Desargues

Sea P(V) un plano proyectivo y Ay, A, As, By, B,, B3, O puntos de P(V) en po-
sicion canodnica. Consideremos los triangulos T; y T, de P(V) con vértices
Ai,A, A3y By, By, B3 respectivamente. Si T; y T, estan en perspectiva central
respecto al punto O, entonces los puntos P, = L(4,,A;) N L(B,,B3), P, =
L(A;,A;) N L(Bs,B,),P; = L(A4,A,) N L(B;, B,) son colineales (véase figura
7).
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Figura 7: teorema de Desargues desde la geometria proyectiva

En el articulo se expondra la prueba detallada de este teorema con las definicio-
nes enunciadas anteriormente y las coordenadas homogéneas (Fortuna, Frigerio
y Pardini, 2016).

METODOLOGIA

Para el desarrollo de este trabajo se ha realizado primero una investigacion ex-
haustiva relacionada con las tres demostraciones presentadas anteriormente y
con articulos relacionados con este tema. En el andlisis epistemolégico del teo-
rema, se estan revisando algunos articulos como Lange (2015), donde

e se define qué es epistemologia de las matematicas y qué preguntas res-
ponde,
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e se define qué es epistemologia de la educacion matematica y qué pre-
guntas responde y

e se analizan algunas de las preguntas planteadas en la introduccién de
este documento.

AVANCES DEL ESTUDIO

Las demostraciones del teorema estan desarrolladas completa y detalladamente.
En este momento estoy en el proceso de lectura y reflexién epistemoldgica.
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TIPO DE CONTENIDO DE REGRESION LINEAL SIMPLE OFRECIDO
EN PREGRADO VS. EL DEMANDADO EN INVESTIGACION,
EL CASO GEOMETRICO

Martha Jiménez y Weimar Mufioz

Universidad de La Salle
tjiimenez@unisalle.edu.co, wmunoz@unisalle.edu.co

Este escrito se centra en evidenciar que las aplicaciones de regresion lineal simple
en diferentes investigaciones de una universidad colombiana no concuerdan con
los niveles de contenido ensefiados en esa institucién, y que adicionalmente el
aspecto geométrico es relegado en ambos campos. La metodologia empleada uti-
liz6 herramientas de la bibliometria con el software R y la clasificacion del co-
nocimiento del contenido segun los niveles comun, especializado y avanzado. En
este avance investigativo se busca establecer a nivel micro curricular, qué ele-
mentos podrian considerarse para realizar una forma alternativa de ensefianza de
la regresion lineal simple apoyada en la geometria.

PROBLEMA DE INVESTIGACION

Existen problemas en los procesos de ensefianza y aprendizaje de la regresion
lineal simple (RLS). En efecto, se cuenta con investigaciones que resaltan fa-
lencias en su comprension debido a: obstaculos didacticos con objetos matema-
ticos de base como la funcion lineal (Moreno, 2012); el manejo de la notacion
matematica que se necesita como en la formula 31, (Batanero, Godino, Va-

llecillos, Green y Holmes, 1994); o que es un tema de ensefianza recargado de
férmulas matematicas que resultan complejas para los alumnos (Osorio, 2013).
Ademas, existen indicios de los inconvenientes que tienen los estudiantes para
relacionar la nocion de asociacion estadistica (que se usa para referir a algun
tipo de dependencia entre variables aleatorias) y, algunos objetos matematicos
bésicos, e. g., la regresion lineal (Batanero et al., 1994). Desde los problemas
en ensefianza, sobresale una investigacion donde evidencian que el alumno con-
funde regresion lineal con funcion lineal, debido al mal uso del recurso didac-
tico de comparacion de estos dos objetos por parte de los profesores (Villarraga,
2016).

Jiménez, M. y Mufoz, W. (2024). Tipo de contenido de regresion lineal simple ofrecido en
pregrado vs. el demandado en investigacion, el caso geométrico. En P. Perry (ed.), Encuentro
de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 179-186. Bogota, Colombia: Universidad Pedagogica
Nacional.
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También existen trabajos sobre los inconvenientes en la utilizacion de la recta
de minimos cuadrados para predecir un valor, sin haber validado las hipotesis
del modelo (Nufiez, Bonadies y Ponteville, 2020). Aunado a lo anterior, es co-
nocido el inconveniente relativo a la escasa literatura que se enfoca en la edu-
cacion estadistica (Pallauta, Gea, Batanero y Arteaga, 2021).

Esta investigacidn se centra en mostrar las necesidades de articulacion entre
investigaciones de estudiantes de pregrado y los contenidos programaticos que
ofrecen las universidades, para optimizar el aprendizaje de la RLS.

MARCO TEORICO

La regresion lineal es un objeto matematico necesario en la formacion de todo
profesional que requiera de la estadistica en sus investigaciones. Por eso no es
de extrafiar que en los ultimos afios haya crecido el numero de articulos e inves-
tigaciones para mejorar sus procesos de ensefianza y aprendizaje (Batanero,
2000).

Por citar solo algunos, se disponen de las siguientes investigaciones: un trabajo
enmarcado en el ABP (aprendizaje basado en problemas) en estudiantes univer-
sitarios en Peru, sobre un caso de lactancia materna, modelado con regresion
lineal (Osorio, 2013); utilizando la teoria APOE (acciones, procesos, objetos y
esquemas), se desarrolld en Chile un estudio sobre la comprensién y las posibles
diferencias del concepto aleatorio y determinista, a través de construcciones y
mecanismos mentales, en torno a la variable aleatoria a partir de la regresion
lineal (Pérez y Parraguez, 2013); siguiendo el modelo constructivista, se dis-
pone de una tesis de maestria que desarrolla mediante preguntas, y paso a paso,
un modelo de regresion lineal simple para conocer la estatura de una persona
dado que se sabe la medida de extension de sus brazos (Moreno, 2012). Final-
mente, siguiendo el enfoque ontosemidtico (EOS), desde Espafia se propone
que se realicen investigaciones de corte didactico en temas estadisticos, dada la
creciente necesidad de capacitar en estadistica a poblacién que no necesaria-
mente es afin con los temas numéricos (Batanero, 2000).

En cuanto a la utilizacion de recursos digitales educativos, se cuenta con mate-
rial didactico apoyado en SPSS de un fendmeno sobre el consumo de cerveza
(Marin, s. f.) y la propuesta de una unidad didactica para la RLS ambientada en
el software R (Villarraga, 2016).
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En Francia, la Société Francaise de Statistique ha trabajado a partir de la im-
plementacion de recursos digitales educativos para el analisis de datos en las
aulas de clase, también ha apostado por la posible mediacion de la historia de
la emergencia de objetos matematicos desde los escritos de Jacques Bernoulli,
Blaise Pascal, Abraham de Moivre y Pierre-Simon de Laplace (Armatte, 2010).
Se cuenta con la indagacion de un problema que es similar a lo que sucede en
el caso colombiano: no hay suficientes estadisticos ni profesores de estadistica
que quieran ensefiar sobre su profesion (Gattuso, 2011).

En el Reino Unido, la educacion en estadistica pasa por un asunto de prioridad
nacional, y agencias como la Schools Council Project on Statistical Education,
proponen que en todo curriculo donde se imparta estadistica, los alumnos apren-
dan ciertas competencias béasicas. De ellas, se resalta la de preguntar y responder
cuestiones sobre la suma y la comparacion de datos categdricos (Goverment of
United Kingdom, 2017). Claramente, la técnica matematica de la RLS entraria
ahi en juego en los conocimientos basicos de estadistica, no solo en el Reino
Unido, sino también en Colombia.

METODOLOGIA

Para esta investigacion se emplearon dos metodologias: la basqueda bibliogra-
fica para evidenciar el abuso de la RLS, y la metodologia de la clasificacién del
conocimiento del contenido de Ball, Thames y Phelps (2008), sobre la RLS.

Busqueda bibliografica sobre el abuso de la RLS. En Colombia, se evidencia
el abuso de la RLS, por ejemplo, en trabajos de grado aprobados en algunas
universidades privadas!. La figura 1, muestra tan solo uno de los errores encon-
trados debido a una mala interpretacion de la RLS. En esta figura se observa la
presentacion de un R? negativo, indicando la falta de comprension de la distin-
cion entre un R? y un R? ajustado.

Clasificacion del conocimiento del contenido. La comprension del contenido
es importante para la ensefianza (Ball et al., 2008), mucho maés la de una herra-
mienta ampliamente utilizada en ciencia y tecnologia (Batanero, Gea, Arteaga,
Contreras y Diaz, 2018). Luego, se hace necesario realizar una clasificacion
dependiendo del nivel de complejidad o profundidad que se requiera para ense-
fiar los curriculos de estadistica y que tenga en cuenta las necesidades de los

! Se mantiene la reserva de las universidades indagadas.
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estudiantes. En el caso de la técnica de RLS se identifican tres niveles de domi-
nio, considerando la clasificacion de Ball y sus colaboradores (Ball et al., 2008)
y adaptandolas a esta investigacion. Se necesitan el conocimiento comun del
contenido, el conocimiento matematico avanzado y el conocimiento especiali-
zado del contenido.
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R2=-0.06 R2=-0.12

Figura 1: diagrama que muestra un error (en un trabajo de grado aprobado) por una mala
interpretacion de la RLS

AVANCES DEL PROYECTO

Uno de los avances obtenidos es la clasificacion de las asignaturas de la univer-
sidad colombiana seleccionada, segun la propuesta de Ball, como lo evidencia
la tabla 1.

Se realiz6 una encuesta de percepcion a los estudiantes sobre la importancia y
relevancia del aprendizaje de la RLS. La encuesta fue enviada a los estudiantes
de la universidad privada seleccionada para este estudio. La alta participacion
de estudiantes de Métodos Estadisticos (carreras afines a la economia) permite
recolectar informacion para proyectar el cdmo iniciar a los estudiantes en la
técnica, ya que serdn ellos quienes tomaran las asignaturas de econometria,
donde la RLS es fundamental.
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En la figura 2 se muestra que, en cuanto al desarrollo de competencias necesa-
rias para abordar temas en estadistica, en particular, los que se consideran com-
plejos, los estudiantes manifiestan sentirse en los niveles intermedio y avan-
zado. Esto es indicador de que un tema como la RLS podria ser comprendido
desde su conceptualizacion matematica, en particular, la geométrica.

Clasificacion del conocimiento del

Asignaturas relacionadas con estadistica, que )
contenido de Ball et al. (2008)

cursan los estudiantes de cada programa

Métodos estadisticos Conocimiento comln

Disefio de experimentos en procesos Conocimiento especializado (NRI)
de investigacion (NRI)

Estadistica (Ingenieria Industrial) Conocimiento avanzado

Tabla 1: asociacion de las asignaturas de estadistica y de la clasificacion de Ball et al.
(2008)

El nivel de importancia que los estudiantes manifiestan requerir en el dominio
conceptual, comprension logica, desarrollo paso a paso manual, interpretacion
de resultados, manejo de recursos tecnoldgicos y habilidad en el uso de la tec-
nica de RLS, se encuentra entre importante y muy importante. Lo cual nos in-
dica que para el aprendizaje de la técnica de RLS, los estudiantes estan dispues-
tos a abordar todos los elementos que dan soporte y facilitan la comprensién del
procedimiento.
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Figura 2: gréafica sobre el nivel de desarrollo de la competencia sobre la RLS
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¢Qué pasa con el caso geométrico? Si esta poblacion estudiantil siente que la
RLS es tan importante, como puede verse en la figura 3. ¢ por qué no contar con
MAs recursos para su ensefianza? Es en este escenario donde entra en juego la
geometria. Los autores de este escrito concuerdan con afirmaciones como que
la geometria “permite representar de forma grafica el problema que resuelve la
regresion y expresar de forma sencilla las herramientas necesarias para su mejor
comprension” (Borrego, 2021, p. 1). Esta idea estd en consonancia con uno de
los objetivos del 26.° Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones: fomentar el
estudio de los fundamentos de la geometria, su filosofia, sus métodos, su histo-
ria, su didéctica, sus aplicaciones y sus relaciones con otras ramas de las mate-
maticas. En este caso puntual, con el objeto matematico de la RLS propio de las
asignaturas de estadistica visto con los lentes de la geometria.

El siguiente paso en esta investigacion es realizar una presentacion paralela a la
usual sobre la RLS, pero ajustada a las necesidades de la universidad privada
seleccionada para este estudio.

Importancia del aprendizaje
segun los estudiantes
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Figura 3: grafico que muestra el nivel de importancia que sugiere la RLS para los
estudiantes de la universidad privada elegida para el estudio

Dicha forma de ensefiar la RLS podria basarse en los siguientes pasos:

e Estudiar cuél es el mayor orden polinomial que se puede ajustar a partir
de los datos seleccionados.

e Crear el espacio modelo y el espacio de errores. empleando para ello el
vector de la variable independiente, de forma que se consiga una base
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ortonormal del espacio modelo que se extendera a una base ortonormal
de dimensién n (podrian notarse Uy, ..., Up,).

e Hay que ajustar luego el modelo ortogonal mediante las proyecciones
del vector dependiente sobre el espacio de dimension n. Se podria utili-
zar la descomposicion de Pitdgoras para calcular la suma de cuadrados
de las proyecciones,

— 2 2
“y - }’”2 = ”PUly” + -t ”PUny”
e Posteriormente, por medio de los cuantiles (o puntos) criticos se estu-
diarian las componentes significativas.

e Y, por ultimo, el modelo adecuado se ajustaria y se mostrarian los re-
sultados que este nos proporciona (Borrego, 2021).

Esta forma alternativa para aumentar el insumo de métodos de ensefianza de la
RLS apoyada en conceptos geométricos, busca resolver uno de los problemas
evidenciados tanto empiricamente en el aula de clase, como en la literatura se-
leccionada: el inconveniente de los estudiantes al seleccionar la familia de fun-
ciones de las cuales se seleccionara la curva de regresion (lineal, exponencial,
etc.) podria encontrar su solucién en el conocimiento previo sobre el fendmeno.
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La experiencia significativa de la que reporta este articulo, fruto del trabajo de
grado para optar al titulo de licenciadas en matematicas, tuvo como objetivo el
disefio de un material didactico manipulativo con el proposito de favorecer la
ensefianza y el aprendizaje de las series geométricas mediante un componente
visual geométrico para estudiantes de secundaria y media. Para ello, se elabord
una primera version del material que fue implementada con estudiantes de una
institucion educativa oficial del Distrito Capital, con el fin de valorar su pertinen-
cia y eficacia; también, se disefiaron tareas para el uso del material, cuyo fin es
encaminar a los estudiantes a descubrir los elementos que componen las series
geométricas.

INTRODUCCION

Se presenta el proceso de formacion investigativa experimentado para el disefio
de un material didactico manipulativo, acompafiado de tareas, cuyo propésito
es contribuir a la ensefianza y el aprendizaje de las series geométricas. El disefio
del material requirid, inicialmente, un estudio detallado del objeto matematico
en cuestion, de algunos elementos de tipo didactico y curricular. A partir de lo
anterior, se elabor6 una version preliminar del material didactico y de un con-
junto de tareas para su uso, lo cual se implementd con estudiantes de grado
décimo de un colegio oficial bogotano; con este piloto se identificaron ventajas
y desventajas de los recursos, esto llevo a realizar modificaciones para la cons-
truccion del material definitivo del que se dispone para el uso de la comunidad
educativa y que se encuentra en el Laboratorio de Didactica de las Matematicas
de la Universidad Pedagogica Nacional (Bogota, D.C.-Colombia).

MARCO DE REFERENCIA

La propuesta de tareas y material didactico para la ensefianza y el aprendizaje
se desarrolla en relacion con las series geomeétricas convergentes, contenido ma-
tematico que aparecia explicitamente en el curriculo escolar colombiano hasta

Linares, A., Pinzdn, L. y Mora, L. (2024). Material didactico para la ensefianza y el aprendi-
zaje de las series geometricas. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones,
26, 187-194. Bogota, Colombia: Universidad Pedagogica Nacional.
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la renovacion curricular (MEN, 1991). Después de promulgados los Lineamien-
tos curriculares de matematicas (MEN, 1998), los Estandares basicos de com-
petencias matematicas (MEN, 2006) y los Derechos basicos de aprendizaje de
matematicas (MEN, 2016), este objeto matematico no aparece de manera di-
recta en estos documentos; sin embargo, en lo que se refiere al desarrollo del
pensamiento variacional y al estudio de los sistemas algebraicos y analiticos se
enfatiza en la importancia de usar procesos inductivos y lenguaje algebraico
para formular y probar conjeturas, asi como el analisis de procesos infinitos
(MEN, 2006), asuntos en los que el estudio de series geométricas puede aportar
de manera sustancial.

De otro lado, al revisar libros de texto utilizados en la educacién escolar de las
matematicas en las instituciones educativas colombianas, publicados luego de
2007, se halla la referencia a las series geométricas, tal es el caso de libros de
noveno grado! de las editoriales Norma y Santillana. Razén por la cual, muy
seguramente, en algunas instituciones, este contenido matematico continla ha-
ciendo parte de los planeadores de los profesores de matematicas de la educa-
cion secundaria y media.

Con este breve contexto del lugar de las series geométricas en el curriculo es-
colar colombiano y con el propésito de estudiar este contenido matematico en
pro de favorecer el desarrollo del pensamiento variacional, es fundamental pre-
cisar lo que se entiende por estas series desde el punto de vista de las matema-
ticas, para luego centrar la atencion en lo que es material didactico y tarea.

Serie geométrica

Una serie geométrica es un tipo especial de serie cuyos términos, salvo el pri-
mero, es igual al anterior multiplicado por un numero constante llamado razén
comun, representada por r, r € R. Es decir:

Yo jar™ !t =a+ar+ ar? + - es una serie geométrica,

siempre que a y r sean numeros reales.

Estos son dos ejemplos de series geométricas:

! Editorial Norma: Espiral 9, publicado en 2007; Retos matematicos 9, publicado en 2012.
Editorial Santillana: Caminos del saber, matematicas 9°, publicado en 2013.
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Elementos de una serie geométrica

Sea la serie geométrica: Yoo ar™ ' =a+ar +ar?+ -, r y a nimeros
reales, los elementos que la componen son: a, primer término, constante; r: ra-
zbn comun; S,,: sucesion de sumas parciales de la serie.

A continuacion, se encuentran las primeras cuatro sumas parciales de la serie
7

o 1. - — 3 _1,1_3_ - 1,1, 1_7_
anlzn. H1:2:0,15, 1Hz—lsz+4—4—0,75, Hy=-+-+-=-=
0875yH, = -+-+-+—=—=0,9375.

2 4 8 16 16
Con estos cuatro primeros términos se puede colegir que sus sumas se aproxi-
man a uno, es decir, parece estimable que la serie converge a uno.

Otra forma de notar la convergencia de esta serie (a uno) es a través de repre-
sentaciones gréaficas, como la que se ve en la figura 1.

1/4

1/8

112 116
1132

1/64
2

1

. ., Ly - . 1
Figura 1: representacion geométrica en GeoGebra de la serie Yon—4 P

Ahora, si se considera la serie geométrica }.;p—; 5" =14+54+ 25+ 125+ -+,
también ejemplificada anteriormente, se tiene que sus primeras cuatro sumas
parciales son 1, 6, 31, 156. Como se observa, sus sumas parciales cada vez son
mas grandes; es decir, no se aproximan a un valor en especifico, entonces se
puede intuir que la serie diverge.
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Se tiene entonces, —tal como lo sefiala la Universidad de Sonora (s. f.)— que hay
algunas series geométricas que son convergentes y otras que no lo son. En
suma: Yo _qa-r" =a+ar+ar? + -+ - tal que a es una constante y r €
R, diverge si |r| = 1y converge al valorﬁsi |r| < 1.

Debido a las limitaciones del texto, no se hace la demostracion algebraica; pero
se presenta esta prueba visual tomada de Nelsen (1993).

P Q

§ T

Figura 2: prueba visual de la convergencia de algunas series geométricas (réplica en
GeoGebra de la figura tomada de Nelsen, 1993)

De la figura 2 se tiene que APQR ~ ATSP,porloque 1 + 7+ 1%+ .- = 1—:

Material didactico

El material didactico, via un componente visual geométrico, se ha convertido
en una herramienta importante en la ensefianza y el aprendizaje de las matema-
ticas, siendo fundamental en el proceso de aprendizaje, puesto que facilita la
comprension de un concepto matematico (Morales, 2012; Torres y Casallas,
2021).

Torres y Casallas (2021) definen material didactico como “cualquier objeto ma-
nipulativo que puede mediar para la comprension de un saber. Puede ser estruc-
turado o no estructurado” (p. 208), refiriéndose al material estructurado como
aquel que es creado especialmente para el uso exclusivo de la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas. Resnick y Ford (1990) menciona que los mate-
riales estructurados “materializan caracteristicas tanto cualitativas como cuan-
titativas de las matemaéticas” (p. 144), es decir, permite observar-palpar-mani-
pular ciertas propiedades de un concepto matematico. Ahora, si dicho material
es acompariado de un conjunto de tareas, puede ayudar al estudiante a hacer
explicitas esas caracteristicas de los objetos matematicos abstractos que el ma-

190



terial didactico hace ostensivas. Siguiendo a Flores, Lupiafiez, Berenguer, Ma-
rin y Molina (2011) y Mendoza, Quintanilla y Gallardo (s. f.), los materiales
didacticos se pueden tipificar segln su utilidad (pre-instruccionales, co-instruc-
cionales y pos-instruccionales), segun su contenido (geométrico, aritmético, al-
gebraico, etc.); segun el criterio, con base en su versatilidad, edad escolar y
vinculacion prioritaria y segn su modalidad de uso. Con base en esto, el mate-
rial didactico disefiado es un material co-instruccional, de contenido geomé-
trico, aritmético y algebraico, de vinculacion prioritario (se relaciona con un
concepto matematico, las series geométricas) y que pretende modelizar este
concepto matematico. Cabe anotar que este material se acompafié de un con-
junto de tareas para su adecuada utilizacion.

DESCRIPCION DE LA EXPERIENCIA: MATERIAL DIDACTICO Y TAREAS

La idea de crear un material didactico para la ensefianza y el aprendizaje de las
series geométricas convergentes surge al no encontrar material didactico mani-
pulativo para este objeto matematico, luego de una revision bibliografica en
libros, tesis de grado, investigaciones y la red de internet. En esta ultima fuente
se hallé un canal en YouTube «Mathematical Visual Proofs», conocido previa-
mente por una de las autoras de este documento, que fue inspirador para la crea-
cion de la primera version del material; de este canal se seleccionaron las siete
series construidas con material tangible. Cada serie se borded con un marco,
inicialmente de carton (version preliminar) y luego de madera, se incorporaron
piezas adicionales y un conjunto de fichas (letras, expresiones algebraicas y
fracciones); ademas, se nombraron de una forma particular, a saber: Caracoli,
Cola-Dino, Pinski, Mountain, Cruz-griega, Fish y Piramidal. En la figura 3 se
puede ver un par de ejemplos del material.

Paralelamente al disefio del material, se crearon las tareas con el fin alcanzar el
objetivo establecido, favorecer la ensefianza y el aprendizaje de las series geo-
métricas convergentes con estudiantes de basica secundaria y media. Las tareas
creadas fueron: (i) Ambientacion. «Concéntrese»; (ii) Reconocimiento del ma-
terial; (iii) ldentificacion de los elementos de las series y (iv) Tabla de recopi-
lacion de datos.
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(1>i_1 51_1
3/ 2 n
n=1

Figura 3: ejemplo del material didactico (izq., version preliminar; der., version final)

[°)
i=1

(fotografia de archivo de las autoras para las series Caracoli (izq.) y Cola-Dino (der.)

Con el material didactico y las tareas, se realizd un piloto, a finales de 2023, en
la IED Isabel Il, jornada mafiana (véase figura 4), institucién bogotana recono-
cida por ser un colegio de inclusion. Los participantes fueron estudiantes de
grado décimo, entre quienes se hallaban estudiantes Sordos y oyentes. Las se-
siones fueron grabadas en audio y video.

Figura 4: estudiantes experimentando con el material didactico (fotografia de archivo de

las autoras)

Durante la prueba piloto se realizé la recoleccion de la informacién con tres
insumos (diarios de campo, encuesta de satisfaccion y guias de trabajo), que
contribuyeron al disefio final del material, el cual se encuentra disponible en el
Laboratorio de Didactica de las Matematicas de la Universidad Pedagdgica Na-
cional para uso de profesores y estudiantes.

Después del analisis de los insumos se decide no modificar el tamarfio del mate-
rial ni sus nombres, pero si se hacen ajustes en color y material de elaboracion;
también se elimina una de las series (por dificultades para su manipulacion), en
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su lugar se incluye un par de nuevas series. También se adiciona una nueva
tarea, tarea 5. Expresion algebraica general.

CONCLUSIONES

La experiencia gque se llevo a cabo en el marco de lo expuesto nos permitio hacer
consciencia sobre la importancia de contar con una muy buena fundamentacion
conceptual sobre los objetos matematicos antes de llevarlos a su ensefianza o
pretender crear un material didactico en estrecha relacion con estos. De otro
lado, sin duda alguna, disefiar material didactico manipulativo implica numero-
sos retos, no solo de tipo cognitivo sino econdomico y de inversion de tiempo,
razones por las cuales, muy seguramente, a veces los profesores en ejercicio no
optan por ello.

El piloto permitié identificar ventajas y desventajas del material y las tareas,
siendo esto crucial para realizar los cambios y modificaciones en pro de contar
con un material apropiado para la ensefianza y el aprendizaje de las series geo-
métricas convergentes.

El material manipulativo facilito la comprension del concepto de series geomé-
tricas convergentes por parte de los estudiantes y en particular de los estudiantes
Sordos. Esto se evidencio durante la aplicacion del piloto e insumos recolecta-
dos, se detecto no solo participacion activa de los estudiantes sino identificacion
de los términos de una serie geomeétrica, asi como conjetura de su convergencia
a traves de la manipulacion del material y el desarrollo de las tareas. El uso de
los sentidos del tacto y la visién, asi como el proceso de visualizacién y traduc-
cion de representaciones fueron claves para el desarrollo de las tareas propues-
tas.

REFERENCIAS

Flores, P., Lupiafiez, J. L., Berenguer, L., Marin, A. y Molina, M. (2011). Materiales y
recursos en el aula de mMatematicas. Granada: Universidad de Granada.
http://funes.uniandes.edu.co/1946/1/libro_ MATREC_2011.pdf

Mathematical visual proofs. (s. f.). https://www.youtube.com/channel/UCT9FyqgnQizh-wX-
wDzKBWAA

Mendoza, L. M., Quintanilla, V. A. y Gallardo, J. (s. f.). Recursos y materiales didacticos
para la ensefianza de las matematicas.
https://www.yumpu.com/es/document/read/21743000/recursos-y-materiales-didacti-
cos-mendoza-quintanilla-gallardo

193


about:blank
https://www.yumpu.com/es/document/read/21743000/recursos-y-materiales-didacticos-mendoza-quintanilla-gallardo
https://www.yumpu.com/es/document/read/21743000/recursos-y-materiales-didacticos-mendoza-quintanilla-gallardo

Ministerio de Educacion Nacional (2006). Estandares basicos de competencias matematicas.
Bogota: MEN.

Ministerio de Educacion Nacional (1998). Lineamientos curriculares de matematicas.
Bogota: MEN.

Ministerio de Educacién Nacional (2016). Derechos basicos de aprendizaje. Antioquia:
MEN.

Ministerio de Educaciéon Nacional (1991). Propuesta programa curricular. Bogota: MEN.
Morales, P. A. (2012). Elaboracion de material didactico. México: Red Tercer Milenio S. C.

Nelsen, R. B. (1993). Proofs without words. Exercises in visual thinking. EUA: The Mathe-
matical Association of America.

Resnick, L. y Ford, W. (1990). La ensefianza de las estructuras de las matematicas y sus
fundamentos psicoldgicos. Paidos.

Torres, E. y Casallas, L. A. (2021). Materiales, recursos y juego: una distincion y relacion
necesaria en el aula de matemaéticas. Infancias Imagenes, 20(2), 206-215.

Universidad de Sonora (s. f.). Elementos de calculo integral y algebra lineal.
http://mat.uson.mx/~jldiaz/NotasCD-1/Series/Tipos_de_Series_2.htm

194



TRES RECURSOS DIDACTICOS PARA PROMOVER
LA ARGUMENTACION INDUCTIVA EN SECUNDARIA

Zaira Lopez y Leonor Camargo
Universidad Pedagdgica Nacional
zmlopezg@upn.edu.co, lcamargo@pedgogica.edu.co

Presentamos tres recursos didacticos que favorecen la argumentacion inductiva
de estudiantes de secundaria: un cuestionario que acompafia los enunciados de
problemas, una plantilla discursiva y un esquema argumentativo. Ejemplificamos
su uso con producciones de estudiantes, quienes resolvieron un problema sobre
equidistancia a dos puntos fijos, con el apoyo de GeoGebra. Las producciones
hacen parte de la informacion registrada en el ejercicio investigativo —aun en
curso— de la primera autora, en el marco de sus estudios de Maestria en Docencia
de las Matematicas en la Universidad Pedagdgica Nacional.

CONTEXTO DE LA EXPERIENCIA

La experiencia significativa que da lugar a esta comunicacion surge en un espa-
cio electivo del Colegio Real Escandinavo, al que la primera autora estaba vin-
culada como profesora de matematicas en el afio 2023. Ella creo el espacio por
la necesidad de buscar estrategias para mejorar los niveles de desempefio en
argumentacion, de los estudiantes de educacion béasica secundaria.

El interés por mejorar la argumentacion de los estudiantes no es aislado. Tanto
en los lineamientos curriculares para el area de matematicas (MEN, 1998) como
en diversas fuentes investigativas se sefiala la importancia de aprender a argu-
mentar en el aula. Por ejemplo, Ruiz (2012) reconoce el papel de la argumenta-
cion en la construccion autonoma de conocimiento por parte de los estudiantes.
Reuter (2023) agrega que aprender a argumentar favorece la actividad matema-
tica al dar validez a las afirmaciones, por medio de argumentos deductivos, y
también la actividad exploratoria de descubrir propiedades y proponer conjetu-
ras, ampliando el universo de conocimientos que se tienen, por medio de argu-
mentos abductivos e inductivos.

La primera autora centro su trabajo de grado de maestria en el aprendizaje de la
argumentacion inductiva, principalmente al atender el llamado de Planas y Mo-
rera (2012). Estas autoras sugieren buscar formas de ensefiar a argumentar in-
ductivamente, mediante las cuales los estudiantes descubran propiedades, ganen
Lopez, Z. y Camargo, L. (2024). Tres recursos didacticos para promover la argumentacion

inductiva en secundaria. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26,
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certeza de ellas y las generalicen, extendiendo el descubrimiento a todos los
posibles casos de un conjunto de objetos matematicos.

Al contar con el espacio electivo mencionado, nos centramos en disefiar una
propuesta para ensefiar a estudiantes, de sexto a octavo grado, como producir
argumentos inductivos cuando resuelven problemas geométricos. En este ar-
ticulo presentamos tres recursos didacticos que ideamos para promover la cons-
truccion de significado de argumento inductivo. Ejemplificamos su uso con pro-
ducciones de un grupo de tres estudiantes de grado octavo que se enfrentaron a
la resolucidn de un problema con el uso de GeoGebra (por primera vez) y em-
plearon los recursos para registrar los elementos de un argumento inductivo.
Esperamos incentivar el uso de estos recursos didacticos para recibir realimen-
tacion que nos permita ir optimizandolos a medida que estudiantes de diferentes
instituciones los empleen.

FUNDAMENTACION CONCEPTUAL

Como marco de referencia de la propuesta de ensefianza, optamos por seguir las
definiciones de argumentacion, argumento y argumento inductivo, establecidas
por el grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria (AEG) de la Universidad
Pedagogica Nacional (Vargas, Molina, Samper, Perry y Camargo, 2022).

El grupo de investigacion AEG considera la argumentacion como un proceso
discursivo y sociocultural en el que se producen argumentos. Vargas et al.
(2022) definen argumento como “una expresion discursiva expositiva, con-
forme a normas compartidas, que presenta una asercién y razones que la sus-
tentan” (pp. 104). Las razones son de indole empirica (dato) o tedrica (garantia).

Ademas de los planteamientos del grupo AEG retomamos la aproximacion de
Rumsey y Langrall (2016), para quienes la argumentacion en el aula de mate-
maticas es un proceso discursivo, que se desarrolla cuando estudiantes, en un
trabajo colaborativo, descubren y afirman nuevas ideas matematicas, justifi-
cando su descubrimiento, o cuando procuran persuadir o convencer a los com-
pafieros de que su afirmacion es verdadera segun los conocimientos del curso.
Nuestra propuesta se enfoca en el primer caso nombrado.

Con base en la conceptualizaciéon de Hernandez y Parra (2013) y del grupo
AEG, determinamos como se conforman los tres elementos basicos de un argu-
mento inductivo (dato, asercion y garantia) (véase tabla 1).
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Conjunto universal de objetos

Propiedad conocida que tienen los objetos del conjunto universal

Dato
Propiedad descubierta en algunos de los objetos del conjunto universal

Caso no explorado que pertenece al conjunto universal

Asercion | Enunciado sobre el caso no explorado en relacion con la propiedad descubierta

Garantia | Patron de generalizacion o conjetura que establece una proposicion condicio-
nal del tipo “si propiedad conocida, entonces propiedad descubierta”

Tabla 1: conformacién de los elementos basicos para la formulacion de un argumento
inductivo

PROPUESTA DE RECURSOS DIDACTICOS PARA FAVORECER LA
ARGUMENTACION INDUCTIVA

Para favorecer la argumentacion inductiva proponemos trabajar en un entorno
de resolucion de problemas en los que se pide explorar una representacion (pre-
feriblemente hecha en un programa de geometria dindmica como GeoGebra),
descubrir una propiedad y justificarla. Sin embargo, como creemos que esto no
es suficiente para lograr la formulacion explicita de argumentos inductivos y
que los estudiantes aprendan como se elabora un argumento inductivo, disefia-
mos los siguientes tres recursos didacticos. Todos ellos buscan que los estudian-
tes reconozcan cémo se conforman los elementos de un argumento inductivo y
aprendan a formularlo discursivamente.

Cuestionario que acomparia los enunciados de los problemas

El primer recurso didactico es un cuestionario que acomparfia los enunciados de
problemas. Por ejemplo, supongamos el siguiente enunciado:

Descubra el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos fijos;
justifique su respuesta.

El cuestionario que lo acompafia tiene items especificos que orientan el proceso
de exploracidn de objetos que pertenecen al conjunto universal (en el ejemplo,
pares de puntos del plano). Asi, se guia la exploracion de objetos del conjunto
universal (por ejemplo, pares de puntos especificos que equidistan de dos pun-
tos), en busca de una nueva propiedad (dato). Una vez descubierta, otro item
invita a decir si un caso no explorado del conjunto universal tiene la propiedad
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descubierta. Se espera que los estudiantes infieran que el caso no explorado
tiene la propiedad descubierta en razén a que los casos explorados la tienen.
También, que justifiquen la conexidn entre el dato y la asercién formulando una
conjetura que generalice, mediante una proposicién condicional, la relacién en-
tre la propiedad conocida y la propiedad descubierta. Un ejemplo de cuestiona-
rio disefiado para el problema con el que ejemplificamos la herramienta esta en
la tabla 2.

1. Con ayuda del programa de geometria dinamica, GeoGebra, representar la si-
guiente situacion:

- Construir dos puntos y llamarlos Ay B.

- Construir un punto, llamarlo M, que sea equidistante de A y de B (es decir,
que M se encuentre a la misma distancia de A y de B).

- Construir un punto N que equidiste de A y de B.
- Construir un punto O equidistante de A y de B.
- Construir un punto P equidistante de Ay de B.

2. Repetir la situacion cuantas veces sea necesario, hasta descubrir en dénde se
ubican los puntos. (A qué figura geométrica pertenecen los puntos que equi-
distan de los puntos A y B?

3. Sin hacer la construccién de otro punto en GeoGebra, imaginar un punto Z
de tal forma que equidiste de A y B ¢En donde se pondria al punto Z?

4. ¢Por qué se colocaria el punto Z en ese lugar?

5. ¢Qué conclusién se puede sacar sobre cualquier punto que esté a la misma
distancia de Ay de B?

Tabla 2: cuestionario que acompafia los enunciados de los problemas

Plantilla discursiva

El segundo recurso didactico es una plantilla discursiva adaptada de la pro-
puesta por Rumsey y Langrall (2016), para que los estudiantes se apropien de
la estructura linguistica mediante la cual se comunica un argumento. La adap-
tacion gue hicimos busca que los estudiantes identifiquen que el dato se con-
forma con una propiedad conocida que tienen los objetos del conjunto universal
y también con una propiedad descubierta por exploracion de casos. Ademas,
pretende que los estudiantes identifiquen que la asercion predica sobre un caso
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del conjunto universal que, teniendo la propiedad conocida, también tiene la
propiedad descubierta y, seguidamente, que se establezca la conjetura “si pro-
piedad conocida, entonces propiedad descubierta”, como garantia.

Observo que los objetos que sabia que tienen la propiedad
también tienen la propiedad (Dato). Afirmo que el objeto no
explorado tiene la propiedad (Asercidn). Esto es asi porque
(Garantia).

Figura 1: plantilla discursiva para la estructura linglistica de un argumento inductivo

Los estudiantes deben completar las oraciones en la plantilla, de tal forma que
se van conformando los elementos del argumento, ligados por palabras o frases
conectoras que le van dando la estructura de argumento inductivo (figura 1).

Esquema argumentativo

El tercer recurso didactico lo llamamos esquema argumentativo (figura 2). Lo
adaptamos de la propuesta de Kuntze (2010), quien sefiala que la esquematiza-
cion es til para apoyar visualmente la identificacion de los componentes de un
argumento. Aunque este investigador lo propone para los argumentos deducti-
VoS, nosotras lo adaptamos para los argumentos inductivos, destacando princi-
palmente como se conforma el dato.

1. Propiedad conocida

2. Propiedad descubierta

3. Objeto no explorado
que tiene la propiedad

Representacion — Asercion
producida en la Dato Porque:
exploracion

Garantia

Figura 2: esquema argumentativo

EJEMPLO DEL USO DE LOS RECURSOS POR PARTE DE UN GRUPO DE
ESTUDIANTES

A continuacion, ejemplificamos el uso de los tres recursos con producciones de
un grupo de tres estudiantes de grado octavo que participaron del curso electivo,
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cuando resolvieron el problema mencionado en la seccion previa. Con el apoyo
del cuestionario, los estudiantes identificaron un subconjunto de puntos que
equidistan de A y de B. Al comienzo de la interaccidn comunicativa, después
de determinar los puntos fijos, mencionaron que debian construir los puntos
M, N, O, P de tal forma que equidisten de los puntos A y B. Primero determina-
ron el punto M, intentando que quedara colineal con los puntos Ay B. Con el
uso del arrastre y la medida de distancias, arrastraron el punto M hasta que AM
y MB quedaran iguales. Luego determinaron los puntos N, O, P de forma simi-
lar, aunque ubicandolos inicialmente en cualquier lugar de la pantalla (figura
3). Enun dialogo con la profesora, los estudiantes describieron el procedimiento
realizado para dar solucién a la tarea y confirmaron que los puntos construidos
M, N, Oy P cumplen con la condicién de equidistar de los puntos Ay B.

2. Repite la situacion cuantas veces sea necesaria, hasta que descubras en dénde se ubica los puntos

A qué figura geométrica pertenecen los puntos que equidistan de los puntos A y B?

R Q UM \inea (Boka

3. Sin hacer la construccién de otro punto en GeoGebra, imaginen un punto Z de tal forma que equidiste
de A y B ;En dénde yondrian al punto Z?

@®
renlareda forvadocor MW (O
PA=3 PE=3 1
B 4. ;Por qué colocarian al punto Z en ese lugar?

o AH=586 @ n

OA=3 OB=3 o R-‘QMF\I.I C['i(.v“k(:(a al pn{H(\ A . 3
MA= 2.8 i MD=EE ¥ lhace pm/jz de la  reclo
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5. ;Qué conclusién pueden sacar sobre cualquier punto que esté a la misma distancia de 4 'y de B?

R o q foremy mrle de Uno
ract

AN=36

® MEB =36

Figura 3: puntos equidistantes de Ay  Figura 4: cuestionario diligenciado por las estu-
de B diantes

En la figura 4 presentamos las respuestas del grupo de estudiantes al cuestiona-
rio entregado, después de terminar de resolver el problema. En los items 2y 3
se observa que ellas identifican la propiedad descubierta e infieren que el punto
Z no explorado debe estar en la recta determinada por los puntos explorados.
En el item 4 escribieron como razén de lo inferido que el punto no explorado
equidista de Ay B, asumiendo que se comportaria como los puntos explorados.
Ademas, agregaron, equivocadamente, que hacia parte de la recta, incluyendo
la asercion en el conjunto de razones. En el item 5, solo mencionaron la propie-
dad descubierta y no, como esperdbamos, la proposicion condicional que rela-
ciona la propiedad conocida con la descubierta.
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En la figura 5 presentamos la plantilla discursiva diligenciada por los estudian-
tes, después de responder el cuestionario. Aludieron a la propiedad descubierta
mencionando que “los puntos azules” (por la representacion en GeoGebra) for-
man una rectay escribieron la asercion como esperabamos. Como garantia men-
cionan las propiedades, conocida y descubierta, pero sin establecer una relacién
condicional entre ellas. En la figura 6 esta la respuesta al esquema argumenta-
tivo completado por el mismo grupo. Este debia diligenciarse luego de haber
completado la plantilla discursiva. Alli se observa que los estudiantes escriben
el dato y la asercion bien, pero como garantia remiten a la propiedad conocida.

2. Completen el siguiente diagrama:

P Los puntos azules estén a la misma
Grupo _A_ 2 distancia de _ (3 y de 1
Enunciado 2. o eVerdd] 8

sy : Descubri que los puntos azules
1. Completen los siguientes espacios: escubri q pt ;
pertenceena yne ¥@LEh

1

0 o Ay Lg de > &
Observo que los puntos qu/ejf § que_©guCiiiety  delos puntos A & . %] | Z estd a la misma distancia de
B, pertenecena _gJere,  L-OCTE . Afirmo que un punto Z que cumple I: & O yde B  igual que los

misma condicién, pertenece a __[ & veete, C,em wede por los - Esto pas: - puntos azules.
PUL‘\ oy < vied +Q -«
porque mm@_&u&w&% 7
Ji i cif 5
C_mm)\eceo ((x ondcion olads 6%\/-0{‘(%1/ b

-~ B gy DB

Figura 5: plantilla discursiva diligenciada por ~ Figura 6: esquema argumentativo
el grupo de estudiantes diligenciado por el grupo de estudiantes

COMENTARIOS FINALES

En las producciones escritas observamos que los tres recursos didacticos son
utiles para diferenciar entre la propiedad conocida y la propiedad descubierta.
En el cuestionario, en la plantilla discursiva y en el esquema argumentativo los
estudiantes escribieron que los puntos que cumplen la condicién inicial dada
pertenecen a una recta. También escribieron la asercion de forma correcta.

En cuanto a la garantia, los estudiantes no escribieron una proposicion condi-
cional del tipo: ‘Si los puntos equidistan de dos puntos fijos A y B, entonces
aquellos puntos pertenecen a una misma recta’. En el cuestionario escribieron
como ‘conclusion’, la misma asercion; en el esquema argumentativo se refirie-
ron a la propiedad conocida; en la plantilla discursiva mencionaron la propiedad
descubierta y la conocida, pero sin relacionarlas condicionalmente. Cuando di-
seflamos el cuestionario, consideramos suficiente que la indicacion ‘;qué con-
clusion pueden sacar sobre cualquier punto que esta a la misma distancia de A
y de B?’ era suficiente para que los estudiantes formularan la garantia, pero el
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ejemplo usado y la revision de respuestas de otros grupos nos dejan ver que no
es asi. Nos hemos dado cuenta de que se requiere una elaboracién un tanto so-
fisticada que esperamos logren mas adelante con el uso de recursos propuestos.

El item 5 del cuestionario y la pregunta del ‘por qué’ que propusimos en la
plantilla discursiva y el esquema argumentativo también requieren una refor-
mulacion. Esperamos que, en el proceso investigativo, podamos encontrar una
mejor forma de apoyar discursivamente a los estudiantes, aprovechando los re-
cursos didacticos descritos, para la elaboracion de la garantia.
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El objetivo es analizar conexiones etnomatematicas del conocimiento matema-
tico de campesinos, al construir un cercado, con la matematica escolar. Se utilizd
metodologia cualitativa con enfoque etnogréafico, incluyendo observacion, entre-
vistas semiestructuradas, registros audiovisuales y diarios de campo. Este estudio
se apoya tedricamente en el Programa Etnomatematicas y en investigaciones afi-
nes con campesinos. Se establecen y analizan conexiones entre el manejo de he-
rramientas, el lenguaje oral y corporal durante la practica con conceptos geomé-
tricos como area, perimetro, segmentos de rectas paralelas, patrones de medida y
tipos de angulos. Este estudio supone un referente que nutre al Programa Etno-
matematicas; también se espera problematizar los resultados en el disefio y eje-
cucion de un plan de clase y se resalta el saber matematico campesino.

LAS PRACTICAS CULTURALES Y SU APORTE A LAS MATEMATICAS
ESCOLARES

La educacion matematica propone alcanzar, en el salén de clases, el aprendizaje
desde diferentes aspectos que apunten al cumplimiento de unos estandares ba-
sicos de aprendizaje. Y mas que estudiarlas desde el aula, muchos investigado-
res en educacion se interesan en comprender la diversidad de formas en que las
personas del comun escriben, pronuncian, entienden y trabajan las matematicas
que se conciben desde un enfoque disciplinar (Blanco, Higuita y Oliveras,
2014).

Debemos entender que desde las culturas se trabajan las matemaéticas; en algu-
nos casos, estas no son reconocidas por quienes realizan alguna practica, pero
concebimos que el saber disciplinar diferencia o establece conexiones entre es-
tos saberes con objetos matematicos. Por ello, el aporte de las précticas cultura-
les debe ser vital para seguir en el avance del aprendizaje de las matematicas
escolares. Es importante que los profesores reconozcan que el estudiante vive
dentro de una cultura en la que de alguna manera ha venido formandose y ha

Natera, A., Gonzalez, D.y Aroca, A. (2024). Conexiones etnomatematicas: una mirada desde
el apuntalamiento de una cerca. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicacio-
nes, 26, 203-208. Bogota, Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.
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adquirido un saber propio. Creemos que es fundamental que el profesor de ma-
tematicas vincule estos saberes con la estructuracion de sus planes de clase
(Blanco et al., 2014).

Las préacticas rurales dan forma a la cultura campesina. Muchas de estas practi-
cas son el legado de padres a hijos, que se han encargado de mantener un saber
propio. Por su parte, la ethomatematica, desde sus principios, les ha dado una
significancia (Aroca, 2018) a esos saberes, ha dignificado estos saberes Ginicos
que se han visto reflejados en el desarrollo de nuevas metodologias para maes-
tros (Oliveras y Blanco, 2016). En este sentido, esta investigacion en curso se
intereso en el estudio del saber campesino relacionado con su practica de ela-
borar un cercado y en establecer conexiones etnomatematicas del manejo de
herramientas, el uso del lenguaje, las expresiones corporales, técnicas y la prac-
tica, en general campesina, con la matematica escolar.

Haciendo énfasis en la actividad agricola, se observa que la construccion de
cercados emerge como una de las actividades primordiales en las que se invo-
lucra el campesinado. Esta labor conlleva un desgaste fisico significativo y se
realiza ya sea por beneficio propio o como respuesta a necesidades econdémicas.
Se despliega un lenguaje contextualizado y se emplean técnicas especificas,
como el uso de “madrinas” —es decir, el palo grueso que da firmeza al cercado—
0 la destreza de “puntear un palo” para hacer un hueco en terrenos arcillosos
mojados y delimitar una superficie, una parcela, un lote, una tarea, una hectarea,
una cabuya —porcion cuadrada de tierra de 80 m por 80 m-— etc.

EL CAMPESINO Y SU GRAN APORTE A LA ETNOMATEMATICA

El plan de las Naciones Unidas para el desarrollo -PNUD (2011)- caracteriza
al campesino como actor social pleno de derechos, con politicas que atribuyen
una coherencia ligada a la herencia ancestral de como cultivar la tierra, para que
esta sea productora de alimentos. Muchos investigadores ven en las practicas
campesinas un aporte fundamental al estudio etnomatematico y, mas que eso,
un respeto significativo a sus raices. Un ejemplo claro lo proporcionan Oliveira
y de Freitas (2022), quienes resaltan la produccion y transmision del saber cam-
pesino, considerandolos no solo capaces de trabajar y producir para su subsis-
tencia, sino también de crear sus propios conocimientos a través de un conjunto
de saberes propios.
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Asi mismo, Rodriguez, Mosquera y Aroca (2019) muestran al mundo de la in-
vestigacion la destreza que poseen campesinos dedicados a la pesca: estos uti-
lizan una cometa para realizar esta labor, utilizan dos sistemas de medidas no
convencionales que han sido de gran aporte para la ensefianza de la geometria.
También estan Sarmiento, Vargas y Aroca (2021), quienes estudian las habili-
dades de calculo mental que despliegan campesinos de la zona en sus labores
diarias de ordefiamiento de ganado y comercializacion de productos lacteos.

Seguir investigando las matematicas desde las culturas fortalece el Programa
Etnomatematicas. Asimismo, se reconoce que existe una cultura local, una his-
toria, el sujeto que ha adquirido una experiencia de saberes desde sus practicas
comunitarias y que, sin duda alguna, utiliza las matematicas que coexisten en
su cotidianidad.

La labor de cercar: mas que un desgaste fisico, un aporte a la
geometria

Aprender matematicas no implica que debamos estudiarlas desde un salén de
clases. Aprendemos cada vez que realizamos practicas donde existen las mate-
maticas. Este estudio cualitativo, basado en la etnografia, permiti6 a los inves-
tigadores sumergirse en el quehacer campesino en la elaboracion del cercado.
Es importante resaltar el esfuerzo de esta practica cuando se hace uso del len-
guaje corporal y oral, de la expresividad y del manejo de las herramientas que
describen objetos geométricos que se conectan con el saber matematico escolar.

Esta investigacion esta fundamentada en las siete subfases que conforman la
fase etnogréafica del enfoque didactico del Programa Etnomatematicas como se
puede ver en la figura 1.
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/" Fase etnografica

FASE 2: EL LUGAR

Ubicacion geograficade la practica: accesoy

FASE 3: ESTRATEGIAS Y METODOS DE
RECOLECCION DE INFORMACION

tiempos. Seguridad del investigador.
Contacto preliminar con lacomunidady/o
entrevistados o sus cuidadores sin interés de
entrevista

Disefio cuidadoso del protocolo de entrevista
semiestructurada a través del didlogo y la
diversidad. Observacion participante,
tomando precauciones segin la practica
Diario de campo. Historia de vida. Estudio
con grupos focales o estrategia escogida
Simulacros: Manejo de equipos audiovisuales

FASE 1: CONOCIMIENTOS PREVIOS
Conocimiento bibliografico,
audiovisualuoral de la
précticay/o entrevistadoso
cuidadores

FASE 4:INMERSION

Inicialaentrevista semiestructurada o método

escogido. Se tiene especial atencion con; dibujos, técnicas,
by , lenguaje atico artesanal, gestos,
imaginarios, problemas de |a practicao del entrevistado.
Si es posiblerecurriranarrativasescritas.

FASE 7: APORTES A LACOMUNIDAD O AL

ENTREVISTADO

A los entrevistadosse les da el link de la produccién

audiovisual que les servira para promover sus productos, sevaloran
la practica y sus conocimientos y lasraiceshistoricasy culturales

Se remunera eltiempo de entrevista, siaplica

Se escoge una Institucién Educativa, del mismo contextode la

PARA COMPRENDER EL SABER
MATEMATICO COMUNITARIO Y EL
CONOCIMIENTO MATEMATICO
DEL ENTREVISTADO

Se deben hacer varios trabajos de campo y entrevistar, si
aplica, a mas de una persona
En las entrevistas, evitar hacer interpretaciones In Situ

practica analiza, donde se hara la fase educativa
Se dan recomendaciones a problemas de la practica o innovacion
de ventas, siaplica.

FASE 5: TRANSCRIPCIONES. ANALISIS DE LA INFORMACION ¥
VALIDACION

Las transcripciones se hacen usando lossignos Val.Es.Co.

Se hace un analisis categorial sujeto a las categoriasdel protocolo
de entrevista o a las categorias emergentes.

No hacer un analisisque subvalore, hiperbolice o recolonice los
saberes matematicos comunitarioso el conocimiento matematico

FASE 6: PRODUCCIONES AUDIOVISUALES

La o las producciones audiovisuales se editan usandoel
Filmora, se publican en YouTube ( icas del Pueblo.
People’s Math) y se divulgan en redes sociales. Estas, ademas,
se han convertido en recursos pedagogicos para Instituciones

Educativas o refrentes de otras investigaciones. Adiferencia

del lenguaje escrito producido por el entrevistador, losvideos del entrevistado. La construccién de los resultados que sean un

muestran lo que realmente sucediden las entrevistas. proceso de didlogo con el entrevistado, que sea él quienvalidalos /

/
resultados, esta actitud comienza en la Fase 4 /

Figura 1: fase etnografica (tomado del enfoque didactico del Programa Etnomatematicas
en Aroca, 2022)

Para la recoleccion de la informacion en esta investigacion, se implementd la
entrevista semiestructurada, soportada en registros audiovisuales, lo cual per-
miti6 a los investigadores formular preguntas abiertas a las ya establecidas en
un protocolo de entrevista semiestructurado de 6 categorias (Mata, 2020) y la
observacion participante estructurada en un diario de campo sistematizado a
partir de la experiencia del investigador con los procesos de corte de madera, el
traslado de la misma y la elaboracion de huecos para enterrar las madrinas y
postes. El protocolo de entrevista consto de seis categorias: (i) un arte que tras-
ciende en la familia; (ii) uvito, trupillo, matarraton y herramientas; (iii) yo tra-
bajo con...; (iv) paladraga, puntilla y su uso en los terrenos arcillosos; (v) dos
varas me hacen un cajon; (vi) cotorra y dos dedos; patron de medida.

Se describen algunas conexiones analizadas en el saber campesino de construir
un cercado, se relacionan angulos agudos con el abrir y cerrar la paladraga al
momento de realizar el hueco para las madrinas, como se puede ver en la figura
2a. En el engrape de los hilos podemos observar segmentos de rectas paralelas
que son separadas por la longitud de la cotorra y dos dedos del campesino como
patrén de medida, como se puede ver en la figura 2b. Uno de los campesinos
realizé un cercado de 100 metros lineales, los investigadores reconocen una co-
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nexion en la construccion del concepto de perimetro, definido desde el “apun-
talamiento” de postes y madrinas clavados con hilos de alambre y grapas, sepa-
rados a una distancia que delimita la superficie del terreno, mientras que el area
es representada por la medida de la superficie en la que fue subdividido el te-
rreno que separa el cultivo de yuca y el ganado.

Figura 2b: los hilos de alambre como rectas paralelas; dos dedos, una cotorra como
patrén de medida

En cada tarea agricola, los campesinos exhiben una comprension innata de con-
ceptos geométricos, desde la disposicion de cercados hasta el manejo de herra-
mientas. Esta sabiduria ancestral, transmitida de generacion en generacion,
ofrece una perspectiva Unica que enriquece el aprendizaje de la geometria en el
aula. Valorar, reconocer y respetar esta riqueza de conocimiento no solo mejora
la comprension de la geometria, sino que también promueve una apreciacion
maés profunda de la conexion entre teoria y practica.
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Para concluir, esta investigacion propone un referente tedrico para propuestas
afines desde un enfoque del Programa Etnomatematicas, debido a que en la re-
vision bibliogréafica se observa que no se ha trabajado de manera concurrente
esta practica involucrando a campesinos. También, se espera que este estudio
sea un aporte para profesores como recurso pedagdgico dentro de sus planes de
clases, ademas, se resalta el saber matematico del campesinado en su labor y se
pretende dar continuidad y ejecucion a la fase educativa del enfoque didactico
del Programa Etnomatematicas.
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Mantener la atencion de los estudiantes durante la clase hace necesario que el
profesor planifique e innove sus estrategias didacticas. Para ir tras ese propdsito,
la gamificacion ha demostrado ser una herramienta importante y el uso de Geo-
Gebra permite crear experiencias de clase interesantes. La creacion de activida-
des ludicas que puedan ser puestas en practica para el beneficio de la ensefianza
y el aprendizaje de la geometria es un objetivo en si mismo, pero la implementa-
cion de estas actividades en clase puede brindarnos informacion valiosa y resul-
tados positivos en el rendimiento académico de los estudiantes, ademas de man-
tener el interés por la matematica. Presentamos un avance en la implementacion
de una unidad didactica para la ensefianza de la ecuacion de la circunferencia en
geometria analitica.

INTRODUCCION

El estudio de la geometria analitica en Costa Rica tiene un antes y un después
por la implementacion de la Reforma Matematica en la educacion costarricense
en 2012 a los programas de estudio de matematica. A partir de esa reforma fue
necesario para los profesores la reformulacién de sus lecciones. Antes de esta
fecha no estaba en el curriculo costarricense el estudio de la ecuacién de la cir-
cunferencia de forma analitica en el plano cartesiano; solo se trabajaban calcu-
los de area y longitud de la circunferencia. Con la reforma, las clases de geo-
metria cambian por completo y el uso de la tecnologia juega un rol fundamental.

Aprender sobre las circunferencias, su ecuacion y sus transformaciones puede
contextualizarse usando mdltiples escenarios, incluidos los videojuegos que
tanto llaman la atencion de los estudiantes, o con herramientas tecnologicas que
permitan la visualizacion, por ejemplo, los paquetes de geometria dinamica. Sa-
biendo las bondades de la gamificacion, una buena forma de innovar es la crea-
cion de estrategias didacticas que se apoyen en estas dindmicas de clase.

Navarro, R. y Ramirez, D. (2024). Avance en la implementacion de una estrategia de gami-
ficacion para la ensefianza de la ecuacién de la circunferencia. En P. Perry (ed.), Encuentro
de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 209-216. Bogota, Colombia: Universidad Pedagogica
Nacional.
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En este reporte de avance de investigacion presentamos las etapas de formula-
cién de la experiencia de clase, de creacion del juego o applet en GeoGebra 'y
de la unidad didactica con la cual se espera que trabajen los estudiantes que
seran objeto de estudio.

ANTECEDENTES

La reforma de la educacion matematica en Costa Rica plante6 como meta un
cambio en las estrategias didacticas y en la forma de mirar la matematica, razén
por la que “no solo variaron los temas de estudio, sino también la forma de
impartirlos y de evaluarlos” (Ministerio de Educacion Publica, 2012, p. 5).
Desde entonces la creacion de experiencias didacticas innovadoras que desafien
y cautiven el interés de las nuevas generaciones en las tematicas de estudio es
una prioridad.

Los programas de estudio de matematica establecen la resolucion de problemas
como el enfoque principal del curriculo, al indicar que “Aprender a plantear y
resolver problemas y especialmente usarlos en la organizacion de las lecciones
se adopta como la estrategia central para generar esas capacidades” (Ministerio
de Educacidén Publica, 2012, p. 13). Esto conlleva la necesidad de mostrar a los
estudiantes las ciencias naturales y exactas como disciplinas recreativas conec-
tadas con problemas cotidianos y que pueden resultar divertidas de aprender
(Coronel y Curotto, 2008, p. 465).

Algunos autores, como Leung (2008), destacan que la implementacion de he-
rramientas tecnoldgicas, como el software de geometria dinamica (SGD) —en
nuestro caso, GeoGebra— brinda la posibilidad de interactuar con las construc-
ciones, facilitando el estudio de los lugares geométricos.

Una de las ventajas de un SGD es que nos provee de una habilidad para retener
el contexto o la esencia de una configuracion geométrica mientras que podemos
traer al frente aquellas partes dinamicas de toda la configuracion que nos intere-
san. Esto es, podemos visualizar el estudio de la variacion de un aspecto de la
configuracién mientras mantenemos otros aspectos constantes, anticipando asi la
emergencia de patrones invariantes. (Leung, 2008, p. 135)

Por otra parte, la gamificacion refiere a una estrategia pedagdgica que intenta
aprovechar el potencial educativo y emocional de las actividades ludicas para
favorecer y mejorar el aprendizaje por parte de los estudiantes bajo la premisa
de “aprender jugando” (Torres-Toukoumidis y Romero-Rodriguez, 2018, p.
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62). El principio fundamental es plantear actividades que demanden a los parti-
cipantes desarrollar procesos de pensamiento y articular conocimientos previos
con el fin de avanzar o ganar un juego.

En investigaciones recientes, los estudiantes comentan sobre la gamificacion
“que este tipo de aprendizaje es muy enriquecedor” (Mora, Pizarro y Ramirez,
2016, p. 78), e indican que les agradd descubrir los conocimientos por si mis-
mos, de manera autodidacta, y luego ponerlos en préactica. La gamificacion ha
demostrado ser una herramienta valiosa.

Al utilizar una estrategia de gamificacion en esta unidad didactica se respetan
los principios constructivistas presentes en el aprendizaje activo y especifica-
mente en la evaluacion auténtica. Como lo menciona Ahumada (2005, p. 22)
“los estudiantes tienen diferentes ritmos de aprendizaje producto de poseer di-
ferentes estilos, capacidades de razonamiento y memoria” también menciona
que se “valora el desarrollo de un pensamiento divergente en que resulta funda-
mental la critica y la creatividad™.

ADAPTACION DEL JUEGO A LA CLASE

La herramienta consiste en un applet de GeoGebra que emula el juego llamado
Duck Hunt. Este es un videojuego clasico desarrollado por Nintendo en el afio
1984, cuya dindmica se basa en la caceria de patos. El jugador debe apuntar y
disparar a estos animales que intentan escapar volando. Conforme el jugador
avanza en el juego, este va incrementando su dificultad al mostrar hordas de
patos cada vez mas numerosas y veloces.

Para la implementacion de esta estrategia gamificada se sugiere realizar una
pequefia introduccion presentando el juego original a los estudiantes y son-
deando su familiaridad con la dinamica.

La adaptacion con fines didacticos propuesta contempla el uso de una circunfe-
rencia que simula ser la mira del arma con la que el jugador “disparard” a los
patos. Para apuntar a sus objetivos, el jugador debera realizar traslaciones de
esta circunferencia.

Inicialmente, el jugador operard con botones de accion que fungirdn como los
controles del juego; y a la vez podré observar en la pantalla como la ecuacion
de la circunferencia se va modificando cada vez que él oprime estos botones.
Posteriormente, conforme “avance” de nivel, el jugador dejara de lado estos
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controles para empezar a usar unas casillas de ingreso que le permitiran realizar
las traslaciones de manera més analitica.

Creacion y validacion del applet en GeoGebra

Para crear el applet fue necesario tener a mano las imagenes que serviran de
fondo y ambientacion para el juego. Se sugiere que sean al menos tres imagenes
para que el juego tenga niveles de dificultad, permitiendo plantear tres ejercicios
con un grado de complejidad ascendente. El jugador podréa elegir el nivel que
desea jugar habilitando la casilla correspondiente (figura 1).

€t (x—10)2+(y—10)2=9
=

-
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R ERE AR e E R R R e Ty
v NIVEL 1 | ARRIBA |

| RIFLE
NIVEL 2 e IZQUIERDA | DERECHA |
NIVEL 3 [ABAJO |

Figura 1: interfaz del Nivel 1 de juego - movimiento con botones direccionales

Para la mira del arma seran necesarios tres deslizadores: “h”, “k” y “r”” con los
que se construye la circunferencia de ecuacion (x — h)? + (y —k)? =r2. La
férmula o criterio algebraico de esta circunferencia debe habilitarse en la vista
grafica para que el estudiante pueda visualizar los cambios que realiza.

Adicionalmente, se crearon cuatro botones de accion con las leyendas “arriba”,
“abajo”, “derecha” e “izquierda”. Estos botones permitiran desplazar la mira en
las cuatro direcciones; su programacion estara basada precisamente en modifi-
car los valores de h y k aumentando o disminuyendo en una unidad cada vez
que el jugador dé clic en cada botén.

De la misma forma, se crearon dos botones de accidon con las leyendas “Rifle”
y “Escopeta” para que el jugador elija qué arma utilizar al modificar el valor del
radio r de la mira (figura 2).
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M NIVEL 1
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Figura 2: interfaz del Nivel 3 del juego - movimiento usando las coordenadas del centro
(h, k)

Cabe destacar que esta propuesta ha sido socializada con la comunidad docente
en ejercicio y en formacion a través de talleres en Costa Rica. Esto con el obje-
tivo de validar la propuesta e identificar posibles mejoras al disefio.

Creacion y aplicacion de la guia didactica del estudiante

Esta unidad didactica representa una propuesta para la ensefianza de la geome-
tria analitica, especificamente el tema de circulos y circunferencias. Su objetivo
es que los estudiantes manipulen la herramienta de manera ludica, pero al
mismo tiempo logren conocer y aplicar la ecuacion de la circunferencia para
avanzar en los niveles del juego.

Guia de clase “Caza de patos”

A continuacién, se le brindan las instrucciones que debe seguir durante el desarrollo de
la leccion, acompanado del uso del juego presentado por el docente debe completar o
contestar las interrogantes que se planteen en cada nivel del juego.

Guia para el NIVEL 1:
1. Inicie el juego en el nivel 1 marcando solo la casilla correspondiente a ese nivel:
“ NIVEL 1

2. Escriba la ecuacion inicial que se muestra en |a vista algebraica:

3. Para poder apuntar al pato que vuela, debe mover la mira del arma utilizando los

botones de movimiento direccional.
ARRIBA

IZQUIERDA | | DERECHA
ABAJO

Figura 3: guia didactica para el Nivel 1 del juego (1)
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Se recomienda que cada estudiante tenga la posibilidad de explorar el applet y
seria ideal que cada estudiante cuente con una computadora, y que se disponga
de por lo menos una hora de clase para que pueda trabajar en la guia didactica.

En la figura 3 se muestran las instrucciones para iniciar el juego en el Nivel 1,
se espera que el estudiante descubra la funcionalidad de los botones, asi como
la relacion que existe entre las modificaciones que realiza y el criterio alge-
braico de la circunferencia. Con esto el estudiante estara desarrollando la habi-
lidad de aplicar traslaciones a una circunferencia presente en los programas de
estudio de matematica.

Por otra parte, en la figura 4 se muestran las preguntas que guiaran a los estu-
diantes a realizar una comparacion y analisis de las ecuaciones de las circunfe-
rencias para apuntar al pato, para desarrollar la habilidad de representar alge-
braicamente una circunferencia dado su centro y su radio.

4. Una vez tenga el pato apuntado con el arma, escriba la ecuacién que se muestra
en la vista algebraica:

5. Compare sus respuestas de las preguntas 2 y 4:

6. ;Qué se mantiene? ;Qué varia? ;Que pudo notar al presionar los botones de
movimiento direccional?

7. Revise que sucede al cambiar de arma de rifle a escopeta:

|ESCOPETA|  [RIFLE

8. ¢, Como se ve afectada la ecuacién que se presenta en la vista grafica al cambiar
el arma? ;,Qué podria concluir entonces?

\
Figura 4: guia didactica para el Nivel 1 del juego (2)

En la figura 5 se muestran las instrucciones para continuar el juego en el Nivel
2. Se espera que el estudiante modifique el criterio algebraico de la circunferen-
cia usando los valores de u y v como vector de traslacion. Con esto el estudiante
estara desarrollando la habilidad de aplicar traslaciones a una circunferencia y
a la vez representar graficamente una circunferencia dado su centro y su radio.

Por otra parte, en la figura 6 se muestran las instrucciones del juego en el Nivel
3. Se espera que el estudiante modifique el criterio algebraico de la circunferen-
cia usando los valores de h y k como coordenadas del centro de la circunferen-
cia. Con esto, el estudiante estard desarrollando la habilidad de aplicar trasla-
ciones a una circunferencia y, a la vez, de representar graficamente una

214



circunferencia dado su centro y su radio, ademas de relacionar las representa-
ciones grafica y algebraica.

Guia para el NIVEL 2:
1. Inicie el juego en el nivel 2 marcando sdlo la casilla correspondiente a ese nivel:
¥ NIVEL 2

2. Escriba la ecuacion inicial que se muestra en la vista algebraica:

3. Para poder apuntar a los patos que vuelan en la parte superior de la pantalla, debe
mover la mira del arma utilizando las casillas de entrada para el valorde u y v:
ub vo

4. Una vez tenga cada pato apuntado con el arma, escriba las ecuaciones que se
muestran en la vista algebraica:

5. Explique ¢ como determind los valores que debia escribir en las casillas de entrada
para u y v?

Figura 5: guia didactica para el Nivel 2 del juego

Se propone realizar un cierre de la actividad donde el profesor, junto con los
estudiantes, establece los conceptos matematicos con la rigurosidad necesaria.

Guia para el NIVEL 3:
1. Inicie el juego en el nivel 3 marcando sélo la casilla correspondiente a ese nivel:
+ NIVEL 3

2. Escribala ecuacién inicial que se muestra en la vista algebraica:

3. Para poder apuntar a los patos que vuelan, debe mover la mira del arma utilizando
las casillas de entrada para el valor de h y k:

4. Una vez tenga cada pato apuntado con el arma, escriba las ecuaciones que se
muestran en la vista algebraica:

5. Explique ¢ como determind los valores que debia escribir en las casillas de entrada
para h y k?

Figura 6: guia didactica para el Nivel 3 del juego

Por otra parte, se brindard una actividad de evaluacion sumativa donde el estu-
diante, utilizando la aplicacion, pueda darles solucion a los diferentes ejercicios
planteados, considerando niveles de dificultad que le permitan lograr las habi-
lidades planteadas al inicio de la unidad didactica. Esto sumado a la evaluacion
del trabajo cotidiano y la respectiva realimentacion de estos dos documentos de
guia seran los indicios que tendra el profesor del avance en el desarrollo de
habilidades planteadas en la clase.
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REFLEXIONES FINALES Y CONCLUSIONES

En este articulo presentamos los detalles del planeamiento, formulacion y ex-
pectativas de la implementacion de una unidad didactica con GeoGebra para la
ensefianza y el aprendizaje de la geometria analitica mediante la gamificacion,
especificamente en el tema de la ecuacion de la circunferencia.

La unidad didactica ha sido presentada a dos grupos de profesores en ejercicio
y profesores en formacion, los mismos han dado importante realimentacion al
applet de GeoGebra, tanto en la parte ladica o de disefio del juego como en lo
que subyace al alcance del contenido matematico. Los comentarios y recomen-
daciones dadas por los participantes en los talleres de validacion de expertos
para la unidad didactica ya fueron implementados, pero se sigue en construccion
y mejora permanente.

Este tipo de investigaciones son necesarias para mejorar el rendimiento acadé-
mico de los estudiantes y las experiencias docentes en la ensefianza y el apren-
dizaje de la matematica tanto en secundaria como en nivel superior.
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AVANCES EN LA CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO VISUAL EN
EL CONTEXTO DE UN CURSO INICIAL EN EDUCACION SUPERIOR

Angela Sanchez
Universidad Antonio Narifio
angelasanchezossa@gmail.com

Se presentan los resultados parciales de una investigacion doctoral que pretende
continuar avanzado en la caracterizacion del pensamiento visual en matematicas.
Se desarrolla con estudiantes de primer afio de ingenieria de la Universidad An-
tonio Narifio, en el marco de un curso de solucion de problemas matematicos,
donde se abordan algunas cuestiones basicas sobre geometria.

PERTINENCIA Y ACTUALIDAD

Los estudios sobre visualizacion, pensamiento visual, razonamiento espacial,
entre otros, han tomado renovadas fuerzas y en la actualidad han ampliado sus
campos de estudio a la utilizacién de nuevos softwares, la realidad aumentada
y las oportunidades de trabajar con imagenes en 3D.

La pertinencia de la investigacion, cuyo avance se presenta aqui, se evidencia
en los trabajos que se vienen presentando en los eventos de educacion matema-
tica, como ICME, CERME, PME, en las reuniones de RELME, y CIAEM, entre
otros. En estos espacios académicos crecen los estudios y reflexiones profundas
sobre nuevas estrategias didacticas y epistémicas para abordar algunos conteni-
dos de la matematica universitaria y particularmente de la geometria.

En Suramérica desde hace tres afios se vienen desarrollando las Jornadas de
Pensamiento Visual en lo Matematico, con participacion de universidades e in-
vestigadores de Chile, Brasil y Colombia, entre otros, interesados en continuar
comprendiendo como se generan los procesos de pensamiento y la comprension
de los objetos y procesos matematicos.

Es de resaltar que diversos autores consideran que la ensefianza aprendizaje de
la matematica universitaria, a través de la resolucion de problemas, crea, poten-
ciay desarrolla el pensamiento matematico, por lo cual el uso de herramientas
heuristicas, procesos de visualizacién matematica y, particularmente, del pen-
samiento visual puede contribuir a este proposito de manera significativa.

Sanchez, A. (2024). Avances en la caracterizacion del pensamiento visual en el contexto de
un curso inicial en educacion superior. En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Apli-
caciones, 26, 217-224. Bogota, Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.


about:blank
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PROBLEMA, OBJETO Y OBJETIVOS DE ESTUDIO

El objeto de estudio es el proceso de pensamiento visual en la ensefianza apren-
dizaje de las matematicas universitarias, asumiendo como problema de
investigacion ¢como caracterizar el pensamiento visual manifestado por los es-
tudiantes de ingenieria de la Universidad Antonio Narifio?

Como objetivo general se ha propuesto avanzar en la caracterizacion del pensa-
miento visual manifestado por los estudiantes de Ingenieria de la Universidad
Antonio Narifio. Para cumplirlo se han propuesto tres objetivos especificos: (i)
Analizar el resultado que genera el uso de problemas retadores que desarrollan
el pensamiento visual, en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la matema-
tica universitaria. (ii) Fundamentar teéricamente las delimitaciones y caracte-
risticas del pensamiento visual. (iii) Validar la importancia de potenciar el pen-
samiento visual en los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica
universitaria.

ESTADO DEL ARTE

El estado del arte se ha organizado en cinco secciones gque recogen investiga-
ciones sobre pensamiento matematico, en particular sobre pensamiento visual,
publicadas en congresos, eventos y reuniones; sobre pensamiento visual en la
educacion. La revision recoge referencias de cualquier nivel de educacién como
quiera que se ha encontrado una nutrida fuente de informacion en niveles de
educacion bésica.

También se han consultado investigaciones sobre el proceso de pensamiento
matematico y en particular del pensamiento visual a través de la resolucion de
problemas en el &mbito universitario, en contextos diferentes al nivel universi-
tario y, en Colombia.

El estado del arte es una importante fuente de discusion y reflexién sobre el uso
indistinto que algunos autores otorgan a los términos visualizacion y pensa-
miento visual, y que constituye un aspecto importante por delimitar en la tarea
de caracterizar el pensamiento visual. Asi mismo, se percibe, gracias a las in-
vestigaciones consultadas, que los estudios sobre pensamiento visual estan fuer-
temente relacionados con el pensamiento espacial y el pensamiento geomeétrico,
y hacia los Gltimos afios, con las herramientas que proveen la geometria dina-
mica y la realidad aumentada.
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MARCO TEORICO

El marco tedrico de la investigacidén se ha organizado en seis secciones que
abordan consideraciones tedricas para la caracterizacion del pensamiento mate-
matico, y la fundamentacion sobre lo que se busca en el curso de solucion de
problemas matematicos de la Universidad Antonio Narifio. Se incluye una pro-
puesta de delimitacion entre visualizacidn y pensamiento visual, asi como algu-
nos referentes tedricos sobre las representaciones, la memoria, la percepcién, la
intuicion y la imaginacion.

Como diversos autores lo han expuesto, la evolucién del pensamiento y del co-
nocimiento esta relacionada con la evolucion del lenguaje y el desarrollo social.
Aungue el pensamiento como proceso, de manera biologica, corresponde al su-
jeto individual, encuentra vias de comunicacion y se nutre de la construccion
colectiva social. En esta investigacion, considerando los aportes de Reyes-
Santander (2012), Harel (2009), Anzola y Falk de Losada (2017), entre otros,
se entiende por caracterizar el pensamiento visual, la identificacion y definicién
de los atributos que describen y distinguen de otro tipo pensamiento, las formas
de pensar visual en matematicas y que son externalizadas a través de las accio-
nes que desarrollan los estudiantes.

Discusiones sobre visualizacion y pensamiento visual

Si bien el término pensamiento visual ha estado mas relacionado con las artes,
con la geometria o el razonamiento espacial, y para algunos autores se vincula
de manera indistinta con la visualizacion, para esta investigacion ha sido
fundamental encontrar esos atributos diferenciadores que permiten avanzar en
su caracterizacion.

Segun Arnheim (1979, 1986) el pensamiento visual estd asociado con la
percepcion; de hecho, para este autor, la percepcién visual es pensamiento
visual, y aunque su postura proviene del arte, ha sido fundamental para generar
las discusiones iniciales filosoficas, epistemologicas y hasta didacticas sobre la
comprension del pensamiento visual y su importancia en la educacion. Urchegui
(2015), por otro lado, emplea el término pensamiento visual desde el ambito de
los procesos cognitivos que se realizan sobre informacion visual, mientras que
Arcavi (1999), Clements y Battista (1992), Pirie y Kieren (1994), Duval (1999),
Giaquinto (2007), Radford (1999) Lowrie, Resnick, Harris y Logan (2020),
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entre otros, le conceden un lugar importante en la ensefianza y el aprendizaje de
la matematica.

En esta investigacion se concibe el pensamiento visual, particularmente en la
educacion matematica, como un proceso cognitivo, que implica actos mentales
particulares y repetitivos asociados a las representaciones de lo que los estu-
diantes imaginan, ven, perciben y saben, junto con los cambios estructurales de
los objetos y conceptos matematicos que se generan para la resolucion de pro-
blemas. El término visualizar, por otra parte, se concibe como una representa-
cion parcial, que genera una interpretacion parcial del objeto o concepto mate-
matico.

La potencialidad del pensamiento visual ha tenido un recorrido de altos y bajos,
no obstante, juega un papel importante como herramienta heuristica, como
proceso que permite analizar, transformar y generar estructuras matematicas, y
como medio para reflejar las representaciones internas.

De las representaciones, la memoria, la intuicion, la percepciény la
imaginacion

Arnheim (1986) sitla las representaciones en diferentes niveles de abstraccion
que describen la experiencia, pero ademas, las relaciona con cualidades visuales
que pueden ser completas en cualquiera de esos niveles. En la educacion
matematica las representaciones son asumidas desde diferentes ascepciones,
como artefactos, como productos, como procesos (Lowrie et al., 2020) y como
propulsores de ideas (Reyes-Santander, 2012), cuya importancia no recae en
ellas mismas, sino en la fuerza de las conexiones entre diferentes sistemas de

representacion, asi como en las posibilidades de manipulacion, traduccion y fle-
xibilidad de transformacion.

De otra parte, las investigaciones consultadas le conceden un papel importante,
en mayor o menor medida a la memoria, como quiera que esta almacena la in-
formacion que permite la construccion de representaciones. En la investigacion
se presenta un resumen sobre los tipos de representaciones identificadas, algu-
nas distinciones sobre los tipos de memoria, y su contribucién a la resolucién
de problemas retadores.

A la percepcion, diferentes disertaciones le conceden un lugar preponderante
para la interpretacion de los objetos y conceptos matematicos, pero también la

220



consideran como la posible causante de problemas en matematicas, dado que
permite el reconocimiento de propiedades puramente cualitativas. A la intuicién
por otra parte se le considera relevante para el pensamiento visual en la medida
en que es fuente primaria de captacion de ideas, mientras que la imaginacion
contribuye a potencializar el pensamiento creativo, tan necesario en la resolu-
cion de problemas retadores.

METODOLOGIA

La investigacion es de corte cualitativo hermenéutico, que se enmarca en un
paradigma socio constructivista, de comprension y permanente contraste entre
lateoriay la practica, bajo el método de investigacion accion. Se pretende avan-
zar en la caracterizacion del pensamiento visual, a través de la aplicacion de un
sistema de actividades con problemas no rutinarios en el nivel de educacion
superior.

La muestra estd conformada por cinco estudiantes de primer afio de ingenieria,
de la Universidad Antonio Narifio en Neiva, participantes de un curso de solu-
cion de problemas matematicos, donde se abordan los contenidos de teoria de
numeros, geometria, conteo, entre otros. Cada actividad contiene problemas no
rutinarios, que pueden ser verbales y no verbales. Los estudiantes disponen de
dos horas para el desarrollo de cada actividad.

En la triangulacion de la informacién se han contemplado tres fases, el acerca-
miento con expertos, la fase de exploracion y, la fase de delimitacion y avances
en la caracterizacion. Se han aplicado dos guias con contenido geométrico, que
contienen problemas de agrimensura, volumen y visualizacion de objetos en 2D
y 3D.

AVANCES EN LA DISCUSION DE RESULTADOS Y PRIMERAS
CONCLUSIONES

Se presentan en este documento algunos resultados de la investigacion con base
en el desarrollo de la “Guia 2. Geometria”, especificamente acerca del primer
problema. La actividad se llevé a cabo, de manera presencial. En el problema
de agrimensura, los estudiantes debian determinar el valor del area del bosque
(de color verde), determinar los metros de alambre de pla para cercarlo y final-
mente representar la misma area en el interior de la cuadricula dada (veéase la
figura 1).
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5

Figura 1: problema de agrimensura

Para abordar el problema, los estudiantes recurrieron a la inspeccién por des-
composicion y complementacion de objetos, como se evidencia en la figura 2.

T
| Y |

Figura 2: ejemplo de inspeccion por descomposicion

Al hacer la descomposicion o complementacion de objetos, los estudiantes bus-
can representaciones en réplica o por similitud, como heuristica para la com-
prension del problema, lo que les permite identificar cuadrados de area 25c¢m?.
Uno de los estudiantes emplea la cuadricula en limpio, para ir sombreado el area
de las regiones que va inspeccionando, lo que le permite dar respuesta inmediata
a las preguntas uno y tres.

En la figura 3, se ven las representaciones generadas por los estudiantes. En la
primera, se observa el mismo contorno de la imagen del bosque, en réplica, pero
sin identificar el &rea. En la imagen del centro, el estudiante sombrea los cua-
drados que representan el area dada, indistintamente del contorno vy, en la ter-
cera imagen, el estudiante sombrea los cuadrados, sin embargo, no logra repre-
sentar la misma area.
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Figura 3: &reas generadas por los estudiantes

Los problemas con representaciones visuales generan gran interés para los es-
tudiantes, quienes tienen la posibilidad de explorar caminos haciendo diversas
descomposiciones, movimientos, numeraciones y coloraciones. En el proceso
de inspeccidn contrastan ideas intuitivas entre compafieros, pero finalmente re-
curren a sus conocimientos previos sobre area de objetos geomeétricos.

La aplicacion de la actividad permite valorar la importancia que tiene la percep-
cion, la intuicion, la visualizacion y la imaginacion, en el proceso de ensefianza
y aprendizaje de la geometria, a través de problemas retadores.
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ESPECIALIZACION DE LOS ARGUMENTOS DE ESTUDIANTES
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Presentamos los adelantos de nuestra investigacion situada en el marco de la
Maestria en Docencia de la Matemaética de la Universidad Pedago6gica Nacional
(Colombia). Como objetivo nos propusimos especializar los argumentos induc-
tivos de los estudiantes del colegio en el que uno de nosotros trabaja. Para carac-
terizar la especializacidn construimos unos niveles en relacion con los diferentes
elementos estructurales de un argumento inductivo a partir del modelo de Toul-
min. Aqui damos a conocer y ejemplificamos esos niveles de especializacion.

INTRODUCCION

Nuestra investigacion surge al observar a través de varios registros (pruebas
internas institucionales, pruebas Saber y pruebas empiricas) los bajos niveles de
argumentacion de los estudiantes de grado décimo del colegio en el que uno de
nosotros trabaja. Ademas, observamos que en geometria presentaban mayor di-
ficultad. Los bajos niveles de argumentacion de los estudiantes pueden deberse
a que pocas veces estan inmersos en actividades que permitan la produccion de
argumentos. Lin (2018) plantea que los estudiantes no estan acostumbrados a
argumentar, ya que en muchas ocasiones no se les proporcionan actividades
atractivas para incitarlos a argumentar.

En busca de una via para dar solucion a esta problematica formulamos un con-
junto de tareas, disefiadas en GeoGebra, cuyo propdsito es contribuir a la espe-
cializacion —entendida como aumento en la calidad— de los argumentos induc-
tivos de un grupo de estudiantes de grado décimo. Las tareas disefiadas —
relativas al objeto matematico razones trigonométricas— se proponen en el
marco de una investigacion que busca caracterizar los niveles de especializacion
de los argumentos de estos estudiantes, utilizando unas categorias disefiadas por
nosotros. En este documento presentamos esas categorias y ejemplificamos su
uso.

Varela, J., Avila, C. y Vargas, C. (2024). Especializacion de los argumentos de estudiantes
de grado décimo al usar GeoGebra en tareas de razones trigonométricas. En P. Perry (ed.),
Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 225-232. Bogota, Colombia: Universidad
Pedagogica Nacional.
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MARCO DE REFERENCIA

El marco de referencia que sustenta nuestra investigacion esta dividido en tres
partes: en la primera, presentamos una conceptualizacion sobre argumentacion,
argumento y argumento inductivo; en la segunda, a partir de tal conceptualiza-
cion hacemos una propuesta sobre la especializacién de los argumentos induc-
tivos; en la tercera, explicitamos la aproximacion matematica utilizada para ha-
cer el tratamiento de las razones trigonométricas a partir de la semejanza de
triangulos.

Argumento inductivo

La definicién que adoptamos de argumento es la propuesta por Molina et al.
(2024):

Consideramos argumento como una expresion discursiva expositiva, conforme a
normas compartidas, que presenta una asercion y razones que la sustentan. La
asercion se presenta de una de tres maneras: como una proposicion (esto es, una
oracion de la cual puede decirse que es verdadera o falsa) que afirma o niega una
idea; como una oracion en la que se plantea una postura; 0 como una accién fisica
realizada con la que se expresa una idea o una postura. De la idea expuesta in-
teresa sustentar su veracidad; de la postura planteada interesa sustentar su acep-
tabilidad. Las razones se pueden presentar como oraciones (sean 0 no proposi-
ciones) o como acciones. (p. 157)

La anterior definicidn se relaciona con lo que proponen Pedemonte (2002) y
Knipping y Reid (2015) quienes establecen las caracteristicas estructurales del
argumento a partir del modelo de Toulmin (2007). Un argumento presenta la
siguiente estructura ternaria: la asercion (A), que corresponde a la proposicion,
enunciado o accion del interlocutor y de la que se puede determinar su valor de
verdad; el dato (D), que son afirmaciones que justifican A; la garantia (G), que
autoriza el paso entre D y A (veéase figura 1).

Dato Porlo tanto &

Figura 1: estructura de un argumento en el modelo de Toulmin (2007)
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Respecto a argumento inductivo, Molina et al. (2024) indican que un argumento
simple inductivo puede ser enunciado de la siguiente forma:

Los elementos de A tienen el atributo p, algunos elementos de A tienen el atributo
q, de otros elementos de A, no se sabe si tienen el atributo g, por lo tanto, al
menos otro elemento de A también tiene el atributo g puesto que los elementos
de A tienen el atributo q. (p. 162)

La estructura de un argumento inductivo, en el modelo de Toulmin, se repre-
senta en la figura 2. En este tipo de argumento se infiere tanto la asercion como
la garantia; a esta la denominamos patron de generalidad.

- Los elementos de A tienen el atri-

buto p ; probable- Al menos otro ele-
- Algunos elementos de A tienen mente
el atributo g mento de A tam-

- De otros elementos de 4, no se sabej | bién tiene el atri-

si tienen el atributo g probable- buto q

mente

|
Los elementos de A tie-
nen el atributo q

Figura 2: esquema de un argumento inductivo (tomado de Molina et al. (2024, p. 162))

Especializacion de los argumentos

En nuestra busqueda de literatura especializada asumimos la postura de Brid-
ging Math Practices Math-Science Partnership Grant (2015), para quienes la
calidad de un argumento matematico esta condicionada por la veracidad o
fuerza de la conclusion presentada, dejando poco margen para la generacion de
refutaciones, y en el caso de que surjan, el argumento debe contar con los so-
portes de la garantia que permitan disiparlas. Este conjunto de caracteristicas
nos permite definir la especializacion de los argumentos como el aumento en la
calidad de los argumentos que son construidos en la argumentacion. Para definir
argumento inductivo de calidad, tomamos la postura de lacaona (2018) en rela-
cion con la fuerza de un argumento producto de un proceso inductivo:

Decir que una proposicion es resultado de una induccién significa que las propo-
siciones de las cuales se infiere proporcionan razones que no son decisivas para
aceptarla; esto es que su verdad estd garantizada de una u otra forma, pero no
completamente, por la verdad de las proposiciones de las cuales se infiere

227



[...][L]a verdad de las proposiciones iniciales hace mas probable la verdad de la
proposicion inferida. A un argumento con la inferencia legitima en el sentido
inductivo se le llama fuerte. El criterio inductivo de fuerza puede ser formulado
como sigue: “Un argumento es fuerte si y solo si es improbable que las premisas
sean verdaderas y la conclusion sea falsa™. (p. 67)

Lo anterior nos permite establecer que un argumento inductivo de calidad es
uno en el que es altamente probable que asumiendo unas premisas como verda-
deras (dato), lo inferido (garantia y asercién) sea verdadero. Por lo tanto, los
niveles de calidad del argumento inductivo deberan indicar qué tan probable o
no es que se dé esta relacion entre las premisas y lo que se infiere.

La tabla 1 reporta las categorias propuestas para caracterizar el nivel de espe-
cializacion de los argumentos inductivos de nuestros estudiantes.

Dato

Nivel 1: No se logra identificar un conjunto referencial, ni un atributo que cumplen algu-
nos de los elementos del conjunto.

Nivel 2: Se reconoce un conjunto referencial, pero no se logra identificar un atributo adi-
cional que cumplen algunos elementos del conjunto.

Nivel 3: No se reconoce el conjunto referencial, pero se identifica el atributo adicional
que cumplen algunos de los elementos del conjunto.

Nivel 4: Se reconoce el conjunto referencial y el atributo adicional que cumplen algunos
elementos del conjunto

Patron de generalidad

Nivel 1: No se propone un patrén de generalidad.
Nivel 2: Se reporta el patron de generalidad como una proposicién simple.

Nivel 3: Se reporta como patrén de generalidad una conjuncion conformada por el atri-
buto que define al conjunto referencial y el atributo descubierto.

Nivel 4: Se reporta como patron de generalidad una relacion de dependencia entre el con-
junto referencial descubierto y el atributo descubierto.

Casos observados para formular el patrén de generalidad

Nivel 1: El patron de generalidad se propone luego de observar un solo caso.

Nivel 2: El patron de generalidad se propone a partir del estudio de algunos elementos
del conjunto referencial, que no son ejemplos genéricos de este.

Nivel 3: El patron de generalidad se propone a partir del estudio de algunos elementos
del conjunto referencial, que son ejemplos genéricos de este.
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Nivel 4: El patrén de generalidad se propone a partir del estudio de algunos elementos
del conjunto referencial, que son ejemplos genéricos de este y ha sido comprobado me-
diante la busqueda de un contraejemplo.

Asercién

Nivel 1: En la expresion discursiva no se presenta asercion.

Nivel 2: La asercion propuesta no expone la existencia de por lo menos un elemento del
conjunto referencial que cumpla el atributo inferido.

Nivel 3: La asercion propuesta expone la existencia de por o menos un elemento del
conjunto referencial, pero que no cumple con el atributo inferido.

Nivel 4: La asercion propuesta expone la existencia de por lo menos un elemento del
conjunto referencial que cumpla el atributo inferido.

Tabla 1: niveles de especializacion de argumentos inductivos

Las razones trigonométricas a partir de la semejanza de triangulos

En triangulos rectangulos con angulos agudos congruentes se tiene que sus la-
dos correspondientes son proporcionales por el criterio de semejanza angulo -
angulo, por lo cual las razones seno, coseno y tangente para un angulo agudo
no dependen del tamario del triangulo (Moise y Downs, 1986). Considerando la
relacion anterior, es posible construir la definicion de razones trigonométricas
a partir de la semejanza de triangulos. Iniciando en la proporcionalidad de los
lados correspondientes y finalizando en la definicion de las razones en triangu-
los rectangulos semejantes.

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

La estrategia metodologica que empleamos es el experimento de ensefianza, que
en términos de Camargo (2021) consiste en el disefio, la implementacion y la
evaluacion de una secuencia de tareas organizada, con el objetivo de corroborar
una hipdtesis sobre un aprendizaje especifico. La autora propone algunas fases
para esta estrategia. En primer lugar, una fundamentacion sobre aprendizaje y
sobre la construccion conceptual de un contenido especifico. En esta fase, ade-
mas de la elaboracion de nuestro marco de referencia, construimos los niveles
expuestos en la tabla 1, como un elemento que nos permitiera no solo caracte-
rizar la especializacion de los argumentos, sino también que nos brindara un
panorama sobre las caracteristicas que debian incluirse en las tareas de la se-
cuencia. La segunda fase propuesta por Camargo es formular una conjetura so-
bre qué ensefiar y cdmo. En nuestro caso, la hipétesis predice que es posible
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especializar los argumentos inductivos de un grupo de estudiantes de grado dé-
cimo por medio de una secuencia de tareas, desarrollada con GeoGebra, enfo-
cada en la formulacion de argumentos, mediante la explicitacién de cada uno
de sus elementos estructurales.

La tercera fase de un experimento de ensefianza es la planificacion de una se-
cuencia de ensefianza. La secuencia de tareas propuesta consta de 6 tareas dise-
fiadas en GeoGebra. En las tareas se busca que los estudiantes propongan argu-
mentos inductivos relacionados con el objeto matematico de estudio; para esto
limitamos algunas de las herramientas de la aplicacién para evitar distracciones.
Ademas, en cada tarea se busca hacer énfasis especial en cada uno de los com-
ponentes presentados en la tabla 1. La secuencia de tareas (véase tabla 2) sera
desarrollada por estudiantes de grado decimo del colegio Bicentenario de la In-
dependencia, ubicado en la localidad de Bosa en la ciudad de Bogota. Los ejem-
plos que se reportan en el siguiente apartado se obtuvieron al realizar una prueba
piloto de la primera tarea de esa secuencia. Las tareas de la secuencia cuentan
con cinco fases. En la primera fase se pretende que el estudiante identifique el
conjunto referencial y su atributo definitorio. En la fase dos se espera que el
estudiante encuentre el atributo adicional que cumplen algunos elementos. La
tercera fase busca que el estudiante construya el patron de generalidad y en la
fase cuatro se propone al estudiante escribir lo realizado durante toda la tarea y
de esta manera permitirle construir el argumento inductivo.

Tarea Descripcion general y propdésito respecto al contenido geométrico

1. La tarea se centra en el criterio de semejanza lado, lado, lado. Para esta tarea, el
estudiante debe realizar la exploracion guiada de varios casos para proponer el
patrén de generalidad.

2. Esta tarea se enfoca en el criterio de semejanza angulo-angulo. El propdsito de
esta tarea es que el estudiante exprese el patron de generalidad como una rela-
cién de dependencia. Se propone una plantilla discursiva en la que se deben lle-
nar espacios en blanco a partir de lo encontrado en la tarea. Ademas, no se pro-
pone una cantidad especifica de casos para que el estudiante explore.

3. En esta tarea se exploran proporciones entre lados correspondientes de triangu-
los semejantes en relacién con las razones trigonométricas. El objetivo de la ta-
rea es que los estudiantes identifiquen razones y proporciones asociadas al seno,
coseno y tangente. Para esta tarea se propone el apoyo de una plantilla discur-
siva en la formulacion del patron de generalidad y la asercion.
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4, Para esta tarea se aborda la invariabilidad de la razon seno desde triangulos rec-
tdngulos semejantes, construyendo su definicion. Los estudiantes deben generar
un argumento apoyandose de plantillas discursivas.

5. En esta tarea se construye la definicion de la razon coseno. Se debe generar un
argumento, sin el apoyo de platillas discursivas por parte de los estudiantes.

6. Para esta Ultima tarea se construye la definicién de la raz6n tangente. Los estu-
diantes crean una expresion discursiva en la cual se evidencia un argumento.

Tabla 2: descripcion de la secuencia de tareas

Hasta el momento no se han desarrollado las otras fases propuestas por Ca-
margo (2021): experimentacion de las tareas de la secuencia, anélisis interca-
lado de la experimentacidn, ajustes a la secuencia, analisis retrospectivo y pro-
duccidn de resultados.

EJEMPLO DE USO DE LOS NIVELES DE ESPECIALIZACION

Presentamos un analisis del argumento que construyeron dos estudiantes en el
pilotaje de una tarea, a la luz de los niveles de especializacion de la tabla 1. En
la primera fase de la tarea, se presentan 5 aplicativos cada uno con una pareja
de triangulos semejantes y las razones de los lados correspondientes con su res-
pectivo valor numérico. Se habilitaron solo dos herramientas de GeoGebra (Me-
dir &ngulos y Arrastre) y se solicitd a los estudiantes encontrar y luego escribir
una caracteristica en comun entre los dos triangulos, es decir el atributo adicio-
nal que menciona la definicion de argumento inductivo. La segunda fase se en-
foca en que los estudiantes hagan explicito el Dato, la Garantia y la Asercion
apoyandose en plantillas discursivas. La tabla 3 reporta la respuesta que una
pareja de estudiantes dio al completar la plantilla.

Al iniciar la solucién del problema sabiamos que (dato): teniamos dos triangulos que
son proporcionales (proporcionales es cuando dos lados se dividen entre si y todos los
lados son iguales)

Logramos identificar en cada uno de los casos que los tridngulos tienen la siguiente
caracteristica en comun (patron de generalidad): tienen angulos iguales en cada uno de

los triangulos.

A partir de lo anterior puedo concluir qué: todos los tridngulos son semejantes.

Tabla 3: respuestas de estudiantes a la segunda fase de la tarea de pilotaje
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Logramos establecer que, para el dato, los estudiantes identifican los dos trian-
gulos presentados y la proporcionalidad de los lados correspondientes, pero en
lo escrito no exponen el atributo adicional q (dngulos correspondientes con-
gruentes), ubicando este componente en el Nivel 3. Respecto al patron de ge-
neralidad, la expresion que reportan los estudiantes es proposicion simple, por
lo cual lo ubicamos en el Nivel 1. Finalmente, la asercion no expone la inferen-
cia de un elemento adicional del conjunto referencial que cumpla el atributo g,
por lo tanto, este componente para este argumento se ubica en el Nivel 1. Con
respecto a los casos observados, en la solucion de la tarea, los estudiantes, luego
del segundo caso, empiezan a buscar contraejemplos a la propiedad hallada, lo
cual nos permite ubicar el argumento en el Nivel 4 de especialidad.
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PROPUESTA DIDACTICA APLICADA EN
EL COLEGIO NUESTRA SENORA DEL ROSARIO DE CALI PARA LA
INTEGRACION DE LA GEOMETRIA Y EL ARTE EN LA ENSENANZA

Ariel Cruz, Diego Olave y Martha Madrofiero

Colegio Nuestra Sefiora del Rosario de Cali
ariel.cruz@correounivalle.edu.co, diego.olave2020@gmail.com, mcmjunior30001@hotmail.com

En la ponencia correspondiente a este poster se presentan los resultados obteni-
dos de la aplicacion de un conjunto de actividades disefiadas para la ensefianza
de la geometria y su relacion con el arte. La propuesta se desarroll6 en un colegio
privado de la ciudad de Cali (Colombia), en el marco de la celebracion del dia
internacional del nimero 7, en la que particip6 toda la comunidad educativa de
la institucion. Al finalizar la actividad, se realiz6 un balance con la recopilacion
y discusion de opiniones tanto de maestros como de estudiantes y acudientes,
obteniendo importantes resultados de la implementacién. Por lo tanto, como pro-
fesores-investigadores en practica nos interesa indagar en estrategias de ense-
fianza-aprendizaje de la geometria en contextos de gran interés para el estudiante.

FUNDAMENTACION DE LA PROPUESTA

A lo largo de la historia se han generado maltiples creencias y concepciones
que presentan las matematicas como una esfera del conocimiento que se en-
cuentra alejada de lo tangible y de los objetos con los que nos relacionamos dia
a dia. Por lo tanto, se ha convertido en un reto para la educacion matematica
que los profesores rescaten en las clases, la conexion entre los conceptos mate-
maticos y lo que el estudiante percibe y con lo que interactia en su entorno.
Ademas, mostrar como las matematicas han sido y son parte fundamental del
desarrollo cultural, como lo sefiala Coronado (1998) en su articulo “Las mate-
maticas en el arte, la musica y la literatura”, donde destaca la participacion de
las matematicas en estas tres esferas y como su desarrollo en varios momentos
de la historia se ha dado gracias a la aplicacion de varios conceptos. Es por esto
por lo que varios autores como Hernandez y Villalba (2001) nos invitan a am-
pliar la investigacion y discusion acerca de diferentes perspectivas en la ense-
fianza de las matematicas.

Cruz, A., Olave, D.y Madrofiero, M. (2024). Propuesta didactica aplicada en el colegio Nues-
tra Sefiora del Rosario de Cali para la integracidn de la geometria y el arte en la ensefianza.
En P. Perry (ed.), Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 235-236. Bogota, Colom-
bia: Universidad Pedagdgica Nacional.
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PRESENTACION DE LA PROPUESTA

El dia 13 de marzo de 2024, por motivo de la celebracion del dia internacional
del namero m, los profesores del &rea de educacion matematica del colegio
Nuestra sefiora del Rosario de Cali organizaron, en conjunto con la comunidad
académica, diferentes actividades donde se pudo mostrar la cercania de las ma-
tematicas con aspectos de gran interés y motivacion para los estudiantes, como
lo son la pintura, la musica, la fotografia y el juego. Durante la exposicion, los
estudiantes tuvieron la posibilidad de observar el trabajo de sus compafieros y
aprender de diferentes conceptos e ideas. Por ejemplo, se presentaron técnicas
geomeétricas para tomar una buena foto, utilizando la cAmara del celular para
tomar fotos con angulos, enfoques y perspectivas diferentes. Por otro lado, me-
diante la construccion de varios artefactos se present6 el significado de los ar-
monicos en la musica y su conexion tanto con lo geométrico como con lo arit-
mético y algebraico. En otras presentaciones como la construccién de un puente
con tubos de papel se pudo evidenciar como el uso de diferentes estructuras
geomeétricas afecta la resistencia final de la estructura. Para finalizar, con el uso
del tangram se mostrd la importancia de la geometria en la ensefianza y el apren-
dizaje de los conceptos de perimetro y area de figuras compuestas por poligo-
nos. Todas las actividades tuvieron como finalidad principal que los estudiantes
de la institucion vieran que las matematicas se encuentran muy cerca de las co-
sas que a ellos mas les gusta hacer y que ese gusto por ellas, creciera.
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