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PRESENTACION

El Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones es un evento académico de
cardcter internacional que tradicionalmente ha organizado la Universidad
Pedagogica Nacional (Colombia) con el apoyo de otras instituciones. El pro-
posito ha sido convocar a matemadticos, investigadores, profesores y estu-
diantes de matematicas o de educacion matematica para favorecer el inter-
cambio de ideas y experiencias. Con el Encuentro se espera contribuir a: la
difusion de resultados de investigaciones en geometria, su didactica y sus
aplicaciones; la formacidén de estudiantes de matematicas y de educacion
matematica y docentes de primaria, secundaria y educacion superior en
tematicas relacionadas con la geometria, su didactica y sus aplicaciones; el
fomento del estudio de los fundamentos de la geometria, su filosofia, sus
métodos, su historia, su didéctica, sus aplicaciones y sus relaciones con otras
ramas de las matematicas.

El 22° Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones ha sido organizado por la
Universidad Pedagdgica Nacional, la Universidad Sergio Arboleda, la Escuela
Colombiana de Ingenieria Julio Garavito, la Universidad Industrial de San-
tander y la Universidad Distrital Francisco José de Caldas. El grupo de
invitados a participar cuenta con cinco personas de reconocida trayectoria
académica a nivel internacional: Nadia Douek, de la Universidad de Niza
(Francia); Manuel Morén, de la Universidad Complutense de Madrid
(Espana); Yves Martin, de la Universidad de la Réunion (Francia); Maria
Aravena, de la Universidad Catodlica del Maule (Chile); y Claudia Acuna, del
CINVESTAV (México). A nivel nacional, estdn invitados a participar
profesores e investigadores de varias instituciones educativas colombianas:
Colombia Aprendiendo, Pontificia Universidad Javeriana, Universidad
Antonio Narifilo, Universidad de los Andes, Universidad de Pamplona,
Universidad del Atlantico, Universidad del Rosario, Universidad del Valle,
Universidad Nacional de Colombia, y de las entidades organizadoras. Para
esta version del Encuentro, las actividades académicas se relacionan con
alguna de las siguientes tematicas: geometria en la educacion matematica,
geometria e historia, geometria y otras ramas de la matematica, geometria y
artes, geometria y tecnologia, y temas de geometria.

Las ponencias sometidas a consideracion del Comité Académico del
Encuentro fueron evaluadas por pares académicos. Este libro digital, que no es

P. Perry (Ed.) (2015). Memorias del Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 22.



una compilacion de documentos sino una obra editada, incluye solo los
documentos que ademads de haber sido aceptados por los evaluadores pasaron
por un proceso adicional de evaluacién y de edicion académica, este ultimo
con la participacion de los autores.

Comité Organizador
Bogota, junio de 2015
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ASPECTOS COGNITIVOS DEL APRENDIZAJE DE LA GEOMETRIA

Claudia Acuna

Cinvestav-IPN, México
claudiamargarita_as@hotmail.com

Los aspectos cognitivos a los que haremos mencion en esta platica se refieren a
la intuicion y la visualizacion en geometria; estos dos aspectos del proceso de
aprendizaje son escasamente tratados entre investigadores y docentes, pese a
que la geometria se distingue por sus representaciones pictoricas que o bien ha-
cen labor de ilustracidén de proposiciones particulares o son ellas mismas objeto
de estudio. Delinearemos actividades cognitivas que se deben tomar en cuenta,
asi como ejemplos que nos permitan diferenciar visualizacién e intuicidén en
ejemplos de la clase de matematicas.

LOS OBJETOS MATEMATICOS

Si la matematica es una actividad esencialmente simbolica, desde el punto de
vista de Radford (2006) con quien coincidimos, la geometria, ademas, esta
ligada a simbolos o figuras' que para su uso e interpretacion no se regulan
sintacticamente como en el dlgebra o en la aritmética, sino que estos deben ser
generalmente interpretados. En esta rama de la matematica es posible activar
el pensamiento geométrico en cualquiera de las figuras usadas para este fin, ya
sean exactas o solamente sugeridas, de manera que la figura juega no solo uno
sino distintos papeles en el aprendizaje de la geometria.

De manera que, una actividad que se impone en el estudio de la geometria es
aquella que va de lo ostensivo a lo no ostensivo, como afirman Godino,
Batanero y Font (2009), del trabajo con las representaciones a los objetos
abstractos asociados, de la vision a la visualizacion segin Duval (2003).

LAS ACTIVIDADES COGNITIVAS EN LA GEOMETRIA

La ensefianza de la geometria, tradicionalmente, ha usado las figuras para ilus-
trar proposiciones matematicas o como apoyo de la investigacion de propieda-
des y relaciones. Una de las contribuciones de la Resolucion de Problemas ha

! Usamos el término figura en el sentido de Mesquita (1998).

Acuna, C. (2015). Aspectos cognitivos del aprendizaje de la geometria. Memorias del En-
cuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 22, 3-6.



sido indicar el valor epistemologico del uso heuristico de la figura para el
aprendizaje de la geometria; sin embargo, poco se ha estudiado sobre las acti-
vidades cognitivas asociadas a la interpretacion de las figuras.

Consideramos en esta platica la importancia de establecer una base clara sobre
lo que, desde el punto de vista de la matematica, deberiamos tener en cuenta
en actividades como la visualizacién y la intuicion.

La visualizacion como actividad matematica

Consideramos que cuando el sentido de la vista se pone en funcionamiento y
observamos una figura geométrica con el proposito de interactuar con la
informacidén que se muestra en ella, se pueden activar dos tipos distintos de
procesos: (i) la vision y (i1) la visualizacion (Duval, 2003). Estas actividades
cognitivas, pese a compartir caracteristicas de aprehensién simultdnea,
difieren esencialmente en la construccion que hace el individuo de lo que se
denomina representacion semidtica, la cual no solo integra la informacién
visual de la figura, sino que incorpora las propiedades que hacen de la figura
un simbolo matematico.

Al mismo tiempo, hemos de considerar el caracter dual de las figuras que se
usan en el aprendizaje de la geometria; este cardcter se expresa de forma
simple considerando que los objetos matematicos pueden ser pensados como
objetos 'y como conceptos (Fischbein, 1993). Es frecuente que nuestros
estudiantes usen las figuras como objetos; asi, un tridngulo es el dibujo que
permite rememorar el visto previamente en el aula, tanto en su forma como en
su posicion, y se confunde, entonces, la representacion con lo representado;
pero, también, en este uso de la figura como objeto se ponen en
funcionamiento ciertos procesos cognitivos detectables a los que nos
referiremos en adelante.

Para comprender el proceso de visualizacion es necesario considerar cierto
tipo de tratamientos cognitivos sobre las figuras mismas, desde la dptica de la
psicologia como son: la relacion Gestalt entre fondo y forma de una figura
(Duval, 2003). Nosotros hemos detectado que también tienen una importante
connotacion:

1. El uso de ciertos prototipos figurales de indole personal, estructuras que
actualmente se tratan con la idea de marcos (frames).



2. Una explicacion ontologica ingenua y personal de la existencia de las
figuras y sus atributos ostensivos.

Estos tipos de tratamiento los podemos encontrar principalmente entre
estudiantes novicios, aunque los mayores no estan exentos de usarlos.

La intuicidon en matematicas

El otro aspecto cognitivo que nos interesa comentar es el que se refiere a la
llamada intuicion en matemadticas. Lo abordaremos desde la O&ptica de
Fischbein (1987), indicando lo que podria considerarse la intuicién que es
relevante para el trabajo en matemdaticas y como esta postura llega a
concretarse en las reglas intuitivas propuestas por Stavy y Tirosh (1996), asi
como presentando algunas de las consideraciones polémicas sobre este
trabajo.

Mais adelante veremos la idea de la imaginacion matematica de Nemirovsky vy
Ferrara (2009) para arribar, desde la Teoria Ontosemioética, a la propuesta del
trabajo de Font y Malaspina (2009) que nos permite observar esta actividad a
través de sus componentes organizadas en un vector metaforico.

Finalmente, nos gustaria tratar distintos ejemplos a lo largo de esta platica
para interpretar tanto la visualizacién como la intuicion de las que se ha
venido haciendo mencién aqui.
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OBITUARIO'
ALEXANDER GROTHENDIECK
(BERLIN, 28/03/1928 — SAINT-GIRONS, 13/11/2014)

Fernando Zalamea

Universidad Nacional de Colombia
www.docentes.unal.edu.co/fzalameat/

La persona y la obra de Alexander Grothendieck han entrado ya en el aura
mitoldgica de los grandes matematicos de todos los tiempos. La potencia
indomable de su personalidad y las caracteristicas de su inagotable produc-
tividad —vaivén de extraordinaria finura técnica y originalisima profundidad
conceptual- le sithan como el mayor matematico del siglo XX, fuente de
preguntas y desarrollos cruciales para la matematica de los siglos venideros.
Mente dotada de una rapidez inusual y capaz de adentrarse directamente en el
corazén de los cuestionamientos esenciales de su disciplina, cambié en solo
dos décadas (1950-1970) el panorama entero de las matematicas, al introducir
nuevas nociones de numero (esquemas), espacio (topos) e invariantes de la
forma (motivos), cuya herencia ha ido esclareciendo una impresionante suce-
sion de Medallistas Fields (Atiyah, Mumford, Deligne, Connes, Drinfeld,
Kontsevich, Voevodsky, entre otros).

La vida de Grothendieck [6, 7, 8] posee todos los ingredientes de una tragica
narracion novelesca. Hijo de Alexander (Sascha) Schapiro y Johanna (Hanka)
Grothendieck, fotografo y escritora anarquistas, vive hasta los cinco afios con
ellos y con su hermana Maidi, nacida en matrimonio previo de Hanka, en un
periodo pleno de armonia y riqueza emocional, tal como lo rememorara
cincuenta afios después en Cosechas y siembras [1985-86]. Sascha y Hanka
deciden anteponer luego sus tareas revolucionarias a la crianza de los hijos, y
parten en apoyo de la Republica en la Guerra Civil espafiola, dejando a
Alexander cerca de Hamburgo con la familia de un pastor protestante. Son
afnos en los que el nifio demuestra ya la caracteristica pasion que gobernara
todas sus acciones: se entusiasma con la rima y durante largos periodos habla

! Tomado de Lecturas Matemdticas, 36(1), 93-102, con la debida autorizacién de sus edito-
res. Aunque este documento no corresponde al contenido de la conferencia inaugural, estd
estrechamente relacionado con ella. [N.E.]

Zalamea, F. (2015). Obituario Alexander Grothendieck (Berlin, 28/03/1928 — Saint-Girons,
13/11/2014). Memorias del Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 22, 7-17.



solo en versos, resuelve e inventa crucigramas, escribe y exhibe, segun uno de
sus profesores, “un notable talento novelistico” [6, p. 110]. En 1939, después
de la derrota de la Republica en la Guerra Civil, se retine con sus padres en el
sur de Francia, antes de que se desmiembre de nuevo la familia: el padre es
internado en el campo de concentracion Le Vernet y luego deportado a
Auschwitz (asesinado en 1942), mientras Hanka y Alexander son enviados
como “indeseables” al campo de Rieucros. Al disolverse Rieucros en 1942,
Alexander termina sus estudios secundarios en el Liceo Cévénol en Le
Chambon, donde confirma su temperamento rebelde y donde se apasiona por
el latin y por el piano —signo de un temperamento musical que consumira sus
afios doctorales en Nancy y que reaparecera constantemente en su produccion
técnica y en su reflexion conceptual—. Entre 1945 y 1948 vive en Mairargues,
un pequefio pueblo en medio de los vifiedos, cerca de Montpellier donde
realiza su Carrera de Matematicas, en condiciones economicas dificiles,
mientras ejerce de labriego en los campos. Autodidacta, afianza su indepen-
dencia, y redescubre por si solo la teoria de la medida de Lebesgue. No nota a
sus profesores, ni es notado por ellos, hasta que un inspector del gobierno,
André Magnier, detecta la genialidad del joven (a la sazon con veinte afios) y
le otorga una beca de estudios para Paris.

La vida matematica de Grothendieck cambia radicalmente con su llegada, en
1949, al Seminario Cartan en la Ecole normale supérieure. Como el mismo
Grothendieck senala [1985-86, parte 1, pp. 18-19], no habia oido hablar hasta
entonces (!) de espacios topoldgicos, grupos, anillos, médulos, homologia, etc.
La fenomenal capacidad de Grothendieck se revela en el gigantesco salto
matematico realizado entre su inocente ignorancia de 1949 (Paris) y su espec-
tacular acumen técnico de 1953 (Nancy), cuando al terminar su Tesis Doctoral
sobre espacios nucleares [1953a] se ve convertido, en palabras de Schwartz,
en “el primer especialista mundial” [8, cap. 3, p. 12] en la teoria de los
espacios vectoriales topologicos, y, segiin Dieudonné, en el autor de una obra
“solo comparable con Banac” [4, p. 2]. Son famosas las anécdotas, corro-
boradas en afios y lugares distintos por sus dos directores de tesis, de coémo
Dieudonné, con su caracteristico impetu, habria botado a la basura la larga
reconstruccion de Lebesgue realizada por Grothendieck en Montpellier, para
proponerle en cambio “problemas dificiles” [6, p. 182]: una serie de catorce
preguntas abiertas (alrededor de las cuales Schwartz estaria recibiendo en
1950 la Medalla Fields, buen indicador de la profundidad del tema), mitad de
las cuales el joven resuelve en pocas semanas y todas ellas en un par de afios



mas, dando lugar a “seis memorias, cada una de las cuales habria conformado
una buena tesis” [4, p. 2]. El periodo “analitico” de Nancy continta en la
Universidad de Sao Paulo, donde el apatrida Grothendieck consigue un trabajo
postdoctoral entre 1953 y 1955. Realiza alli su monografia sobre espacios
vectoriales topologicos [1953b] y escribe su fenomenal Résumé [1953c], un
verdadero four de force donde, a partir de un meticuloso estudio reticular-
topologico-algebraico-categorico de (jlas unicas!) 14 normas naturales sobre
productos tensoriales de espacios de Banach, resuelve el problema de
Banach-Mazur (caracterizacion de los espacios de Hilbert como L-subespacios
y C-cocientes), propone el problema de aproximacion (resuelto por Enflo en
1972), y presenta la famosa desigualdad de Grothendieck, cuyas enormes
consecuencias (en los campos mas disimiles: C*-algebras, geometria no con-
mutativa, mecanica cuantica, teoria de grafos, problema P=NP) renovaran
cincuenta afos después el estudio fino local de los espacios de Banach.

El afio 1955 “marca un giro crucial” en su trabajo matematico: “el paso del
«analisis» a la «geometria»” [1985-86, parte 0, p. 26]. De hecho, en menos de
un semestre, en la Universidad de Kansas, a los 27 anos, Grothendieck escribe
las ideas principales de su extenso tratado sobre las categorias abelianas
[1957a, el denominado Tohoku], donde segin MacLane aparece entonces la
“nocioén de teoria de categorias como un tema propio de estudio” bajo la
influencia de Grothendieck [5, p. 158]. Alli unifica la cohomologia a
coeficientes en un haz y la serie de funtores derivados de funtores de
modulos, y resuelve en abstracto la existencia de suficientes proyectivos e
inyectivos (procedentes de su Tesis y del Résumé) mediante la primera
aparicion de axiomas infinitarios en la teoria de categorias. Por otro lado,
empieza a trabajar en su version generalizada del teorema de Riemann-Roch
[1957b, 1958a], una labor profunda de enlace entre lo lineal (dimension
vectorial de espacios de funciones meromorfas) y lo geométrico (género de
curvas) que da lugar a la K-teoria, base del teorema del indice de Atiyah-
Singer, uno de los resultados centrales de la matemadtica del siglo xX. Si
tuviésemos tal vez que sintetizar la obra de Grothendieck, esta deberia
explicarse como una suavizacion abstracta general del entronque entre Galois
v Riemann [10]. En efecto, aunque Betti y Poincaré realizaron las primeras
unificaciones de los dos grandes Maestros del XIX, estas se quedan cortas con
respecto a la amplitud del programa grothendickiano (nitidamente expresado
en su conferencia plenaria del Congreso Internacional de Matematicas
[1958b]), cuya nueva fundamentacién del nimero (esquemas) y del espacio



(topos) procedera de sus trabajos iniciales en teoria de categorias y geometria
algebraica. Es también la época de su intensa conexion con Jean-Pierre Serre
[2], su alter ego y “educador” matematico, de quien diria “todo lo que aprendi
en «geometriany (en un sentido muy amplio, que engloba la geometria
algebraica o analitica [i. e. de la variable compleja, ver 1960], la topologia y la
aritmética), lo aprendi de Serre, cuando no lo estudié¢ por mi mismo” [1985-6,
parte 3, pp. 555-556].

Grothendieck emprende entonces su titdnica tarea de reconstruccion de la
geometria algebraica a la manera categorica, con una inversion metodo-
légica de hondas consecuencias para el desarrollo posterior del pensamiento
matematico: no definir un objeto y explorar una estructura interna sobre el
objeto, sino definir la categoria de fodos los objetos similares y explorar
(axiomaticamente) la estructura interna de la categoria; no entender un objeto
en si, sino un objeto en multiple (a través de su funtor representable
asociado). Este es el sentido de la famosa metdfora de la “marea subiente”,
donde se sumerge una nuez en un liquido que la cubra enteramente, para poder
asi disolver naturalmente su cascara (sin destrozarla con un “martillo”) y dejar
emerger suavemente su fruto interior [1985-86, parte 3, p. 553]. De la obra de
Grothendieck —desde sus altos lineamientos generales, hasta sus concreciones
técnicas mas particulares— se desprende un paradigma fundamental, que
podriamos denominar la practica de una matematica relativa (asociada al
“lenguaje modulo C” de Serre y a las categorias cociente [1957a, p. 137]). Las
estrategias de Grothendieck pueden entenderse, de hecho, en un sentido
conceptual, como cercanas a las modulaciones relativas introducidas por
Einstein en la fisica. Tanto Einstein como Grothendieck manejan, de manera
técnica, el marco del observador y las dindmicas parciales del agente en el
conocimiento. En particular, en el hacer de Grothendieck, puede observarse,
primero, una introduccion de una red de incesantes traslados, traslaciones,
traducciones de conceptos y objetos (“tipos”) entre regiones aparentemente
distantes de la matematica, y, segundo, una bisqueda igualmente incesante de
invariantes, proto-conceptos y proto-objetos (“arquetipos”) detrds de esa red
de movimientos. En particular, los haces (objetos paradigmaticos para
Grothendieck, desde su Tesis Complementaria para el Doctorado) permiten
encarnar, en sus definiciones técnicas, asociadas a la continuacién analitica y
al paso de lo local a lo global, tanto el flujo, como el reposo.

Después de la notable década de los cincuenta, se abren los famosos
seminarios que tornaran al Institut des Hautes Etudes Scientifiques (IHES) en
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el primer centro mundial de la investigacidn matematica, y que terminaran de
asegurar la Medalla Fields (1966) para Grothendieck (ver el recuento de su
obra por Dieudonné [4], en Moscu, adonde Grothendieck no viajo en protesta
por la barbarie soviética). El IHES, abierto para Dieudonné, quien, con su
enorme generosidad, habia condicionado su contratacion a la de Grothendieck,
se convierte de hecho en el lugar sofiado para la década mayor de la invencién
grothendickiana. Gracias a su colaboracién con Dieudonné emerge el gigan-
tesco Elementos de Geometria Algebraica (EGA) [1960-67], y gracias a la
colaboraciéon con alumnos y colegas brillantes (Demazure, Artin, Verdier,
Deligne, etc.) se construye el aun mas monumental Seminario de Geometria
Algebraica (SGA) [1960-69]. Situdndose dentro de lo que luego llamaria
Thom la “aporia fundadora de las matematicas” [9] —es decir, dentro de la
irresoluble dialéctica contradictoria discreto/continuo—, Grothendieck inventa
sus esquemas (apariciéon en 1960) como una herramienta muy potente para
intentar resolver las conjeturas de Weil (1949). Por un lado, las conjeturas —
lazos precisos entre lo discreto y lo continuo— intentan contar el nimero de
puntos en ciertas variedades algebraicas sobre campos finitos, mediante fun-
ciones generadoras del tipo de las funciones zeta, provenientes de la intuicion
continua complejo-topoldgica de Riemann. Por otro lado, los esquemas,
definidos como haces de anillos locales sobre el espectro topologico (ideales
primos con topologia de Zariski) de un anillo conmutativo arbitrario,
entroncan la vision de Riemann (anillos de meromorfas) y aquella de Galois-
Dedekind (anillos de numeros algebraicos). Dwork (1960) demuestra la
racionalidad de las funciones zeta, Grothendieck (1966) la ecuacion funcional
que las gobierna y Deligne (1974), el mayor alumno de Grothendieck [3], la
adecuada distribucion de sus ceros (lo que da lugar al conteo combinatorio de
los puntos en la variedad). El resultado de Deligne es un verdadero four de
force técnico que le valdrd la Medalla Fields. La matematica moderna, en la
primera mitad del siglo XX, culminaba con la sorprendente prospeccion de
Weil; impulsado por una muy fina intuicion concreta y por una inusual
capacidad para develar analogias en el cruce entre variedades algebraicas y
topologia, Weil habia logrado enunciar con gran precision sus conjeturas. La
matematica contemporanea, en la segunda mitad del siglo XX, emerge en la
obra de Grothendieck, y crea todo el aparataje de geometria algebraica que
permite en cambio resolver esas conjeturas. Mientras que las topologias de
Zariski sirven de mediaciones en el cruce (variedades algebraicas /
topologias), y permiten enunciar las conjeturas, las cohomologias (“étale”, /-
adica) de Grothendieck y de su escuela sirven de mediaciones en el cruce
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(esquemas / topos), permitiendo ahora resolverlas. Al extender las variedades
algebraicas al ambito de los esquemas, la riqueza de la invencion genérica
grothendickiana no procede gratuitamente. De hecho, la generalizacion nunca
se realiza sin adecuadas particularizaciones en mente (algo que se le ha
criticado a Grothendieck, con total desconocimiento de causa), y se trata en
realidad de un complejo proceso de ascenso y descenso que resulta estar
siempre gobernado por consecuencias concretas del mas alto valor matematico
(son testigos los numerosos ejemplos de la década del 50, en anélisis
funcional, algebra y variable compleja).

Mas alla de los haces como objetos singulares, la proto-topologia que subyace
a ciertas categorias de haces da lugar a los topos de Grothendieck (aparicion
en 1962, ver [1]). En categorias con buenas propiedades de composicionalidad
y cubrimiento, una topologia abstracta (topologia de Grothendieck) puede
definirse mediante (sub)colecciones de morfismos que “empaten” bien las
unas con las otras. Las categorias de prehaces (categorias de funtores a
valores en la categoria de conjuntos) verifican esas buenas propiedades de
composicionalidad y cubrimiento, y pueden definirse alli topologias de
Grothendieck. Los topos proceden entonces de categorias de prehaces que se
“sitlan” alrededor de una topologia de Grothendieck (entornos categoricos
llamados sitios — una simplificacién posterior de los topos de Grothendieck
son los topos elementales de Lawvere (1970), donde las topologias abstractas
pueden ser descritas, mediante el lema de Yoneda, gracias a un solo
endomorfismo del clasificador de subobjetos, que calca las propiedades
algebraicas de un operador de clausura). Suerte de universos paralelos para el
desarrollo de las matematicas, los topos son nuevos espacios categoricos, lo
suficientemente amplios para poder desarrollar toda una tecnologia sofisticada
de lo relativo. Generalizando la accion de ciertos grupoides sobre las fibras de
un haz, Grothendieck mueve los topos (ya no solo entornos conjuntistas, sino
topologicos, algebraicos, diferenciales, combinatorios, etc.) y estudia en forma
genérica las acciones de variados funtores sobre clases muy amplias de topos.
Los resultados no se dejan esperar, y en el ambito geométrico genérico de los
topos es donde ciertas obstrucciones cohomologicas desaparecen: donde
Grothendieck y su escuela pueden desarrollar la cohomologia apropiada del
sitio “étale” —de “liso”, plano, sin ramificaciones, acercando una vez mas la
separabilidad de la teoria de Galois y la uniformizacion de las superficies de
Riemann— que le permitira a Deligne resolver las conjeturas de Weil.
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La atencién grothendickiana al movimiento de los conceptos y objetos
matematicos va acompafiada de una busqueda oscilante de arquetipos para la
razon y la imaginacion matemadtica. Entre lo uno (la forma) y lo multiple (las
estructuras: esquemas, topos, etc.), Grothendieck descubre e inventa —dualidad
fundamental de la filosofia matematica, magnificamente explorada en
Cosechas y siembras [1985-86]— nuevas cohomologias como apropiados
invariantes de la forma. Aunque los grupos de homologia y cohomologia para
la topologia algebraica tienden a verificar ciertas condiciones de univocidad,
al pasar a la geometria algebraica las posibilidades de invarianzas cohomo-
logicas se multiplican (Hodge, de Rham, cristalina, “étale”, /-adica, etc.), y
Grothendieck propone entonces sus motivos [1965-70] como hondas estruc-
turas genéricas subyacentes a las distintas cohomologias: el tema de los
motivos

es como el corazon o el alma, la parte mas escondida, la que se sustraec mas a la
mirada, dentro del tema de los esquemas, que se encuentra a su vez en el cora-
zo6n mismo de mi nueva vision (...) Con el término de motivo, entiendo sugerir
que se trata del «motivo comun» (o de la «razon cominy») subyacente a esa
multitud de invariantes cohomolégicos diferentes (...) [que] serian como suertes
de desarrollos tematicos diferentes —cada uno en el «tempo», en la «llave» y en
el «modo» («mayor» o «menor») que le fuese propio— de un mismo «motivo de
base» [1985-86, parte 0, pp. 45-46]

(obsérvense el fondo propio del Romanticismo, la musicalidad omnipresente y
el uso consistente de la matematica relativa). Considerada por un tiempo como
dudosamente especulativa, la teoria motivica de Grothendieck ha adquirido
sin embargo una firme base teorematica en las manos de Voevodsky, otro mas
de los Medallistas Fields descendientes de Grothendieck, quien ha propuesto
(1990-2000) nuevas formas de cirugia en una variedad algebraica, asociadas
a nuevas estructuras topologicas para los objetos algebraicos (topologias finas
de Grothendieck sobre sitios de esquemas) [10], y quien se erige en estos
momentos como fundamentador alternativo de las matematicas, con su teoria
homotopica de tipos (HoTT, 2005-2015), inspirada en gran parte en ideas
iniciales de Grothendieck. Debe aqui observarse la espectacular influencia de
Grothendieck en la escuela rusa (Gelfand, Manin, Drinfeld, Bloch,
Kontsevich, Voevodsky, etc.), que —como el Panorama Fields demuestra y a la
par de la escuela francesa derivada también en buena medida de
Grothendieck— merece considerarse como maxima expresion de la matematica
en los ultimos cuarenta afios.
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El Mayo 68 francés revivio en Grothendieck las ansias libertarias de sus
padres, pero, curiosamente, la situacion se habia invertido para entonces, y el
enorme matematico, en su reducto del IHES, llegd a ser considerado como un
“mandarin” reaccionario por parte de los estudiantes y fue duramente criticado
en algunos debates de la época. Los cuestionamientos de la comunidad
confluyeron sin duda con los suyos propios, y la sensibilidad de Grothendieck
debié alcanzar un limite dificil de manejar. Después de veinte arios
ininterrumpidos de trabajo insensato (dentro de los mitos de la época, se
aseguraba que Grothendieck manejaba un ciclo vital de 27 horas sin dormir),
Grothendieck tuvo que haber llegado a una saturacion fisica y emocional que
le desequilibrd. Su renuncia al IHES en 1970 y su disparatada intervencion en
el Congreso Internacional de Matematicas de Niza en el mismo afio
(organizado por un frustrado Dieudonné) le alejaron de la comunidad
matematica. El hecho de que el IHES hubiese recibido apoyos econdémicos por
parte del Ministerio de Defensa, comprometiendo la integridad y la libertad de
sus profesores, parece haber sido solo la excusa final para la ruptura que el
cuerpo y la mente le exigian a Grothendieck (para un analisis extenso de la
situacioén véase [7, pp. 934-936]). La década 1970-1980 constituye entonces
un nuevo renacer, donde Grothendieck se abre a los movimientos ecologistas
(cofundador de Survivre et vivre, 1970-1975), a modos de existencia
alternativos (vida en una comuna, donde tiene un hijo con su ultima
compafiera — en la época del IHES ya habia tenido tres hijos con su esposa
Mireille Dufour), a la accidon humanitaria (viajes a Vietnam), a la filosofia
oriental (conversion al Budismo). El mismo Grothendieck llama a estos afios
su periodo de “madurez”, “un reencuentro con el «estado de infancia»”, “una
armonia del «yin» y del «yang» en mi ser” [1985-86, parte 3, p. 466]. Desde
entonces, Grothendieck realza la importancia de un profundo vaivén yin-yang
en el quehacer matematico, donde se combinan, en los momentos de
emergencia creativa, una componente femenina yin (ligada al descubrimiento
y al corazon de las cosas), y, en los momentos de construccion arquitectonica,
una componente masculina yang (més ligada a la invencion y a la razon)
[1985-86, parte 3, pp. 470-471].

Después del “gran giro” de 1970, y después de algunos intentos fracasados por
trabajar en el CNRS y en el College de France (donde se le ofrece una catedra
de matematicas, que debe sin embargo abandonar al dedicarla a consi-
deraciones ecologistas), Grothendieck regresa a la Universidad de Montpellier
y ejerce alli una opaca e inconstante labor de profesor entre 1973 y 1988.
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Vendran cuarenta afos de trabajos en reclusion, en pequeiios pueblos de los
Pirineos, antes de su muerte. Dada la ingente actividad de Grothendieck (que
no disminuye en su alejamiento de la comunidad) y dado el enorme lapso de
tiempo transcurrido (jcuarenta afios son muchos para cualquiera y son
muchisimos para Grothendieck!), es de esperarse que las cajas de manuscritos
encontradas en su residencia constituyan un verdadero tesoro para las
generaciones futuras (bajo la coordinacion de Leila Schneps, la pagina
www.grothendieckcircle.org sigue atentamente la herencia del matematico).
Varios de esos manuscritos alcanzaron a ser circulados y conforman notables
aportes tanto a la matematica [1981, 1983a, 1983b], como a la reflexion (de y
sobre la) matematica [1985-86, 1987]. Entre esos trabajos, Cosechas y
siembras deberd sin duda ser considerado como una de las mas profundas
disquisiciones que un matematico de estirpe nos haya jamas regalado sobre la
constitucién de su obra, en particular, y sobre la constituciéon de las
matematicas, en general. La topologia moderada (eliminacion de artificiales
obstrucciones conjuntistas y suavizacion de contraejemplos en topologia), los
dibujos de nifios (descripciones combinatorias de superficies de Riemann),
los o-campos y los derivadores (formas de una nueva algebra topologica), el
grupo de Grothendieck-Teichmiiller (descripcion combinatoria del grupo de
Galois de la clausura algebraica de los racionales), frutos de la inventividad de
Grothendieck en los afios 80, recelan ain muchos misterios para el siglo XXI.

En la inusual combinacion de lo mas abstracto y lo mas concreto radica la
excepcionalidad de Grothendieck. Cinco de las fuerzas transversales y
pendulares mayores en su obra (multiplicacion, abstraccion, naturalizacion,
transicion, suavizacion) recorren el vasto mundo de los campos matematicos
donde Grothendieck renovd completamente nuestra visidon: espacios vec-
toriales topoldgicos y espacios de Banach, variable compleja y teoria de
Riemann-Roch, teoria de categorias y dalgebra homoldgica, esquemas y
geometria algebraica, topos y herramientas finas de cohomologia, motivos y
operadores derivados, grupos de Galois y superficies de Riemann, formas
combinatorias y torres de espacios de funciones meromorfas, etc. La unidad y
la multiplicidad del pensamiento de Grothendieck han generado, en lo mas
alto, (1) una verdadera accidén dialéctica que recorre toda la amplitud de las
matematicas, y, en lo mas concreto, (2) algunas de las invenciones mas origi-
nales de la segunda mitad del siglo xX. Grothendieck nos acerca asi a la
creatividad matemadtica en sus mas 4ureas cimas y renueva una vez mas el
lema de Jacobi, “en honor del espiritu humano”.
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El cursillo busca sensibilizar a los profesores de matematicas sobre la atencion
que se debe prestar a las intervenciones de los estudiantes en una clase que pro-
pende por la construccion social del conocimiento. La interpretacion que el pro-
fesor puede hacer de las intervenciones debe generar acciones para promover la
evolucion de significados de los estudiantes acerca de los objetos y procesos
involucrados en la clase. A través de ejemplos de interacciones en una clase de
geometria euclidiana plana, de nivel universitario, ilustramos la gestion del pro-
fesor para impulsar la construccidon de significado, a partir de lo que comunican
los estudiantes.

ASPECTOS CENTRALES DEL MARCO DE REFERENCIA

Las principales ideas que se discutiran con los asistentes al cursillo son las
siguientes:

La construccion de significado la entienden diversos autores (Godino y
Llinares, 2000; Radford, 2000; Robles, Del Castillo y Font, 2010) como la
busqueda de compatibilidad de las ideas de un individuo acerca de un objeto o
proceso matematico con las ideas que tiene la comunidad cultural de
referencia. ;A qué se refiere tal compatibilidad y cémo lograrla?

El proceso de construccion de significado de un objeto puede conceptualizarse
como una actividad comunicativa en la que se crean o se usan signos, usando
la nocion de signo triddico de Charles S. Peirce. En un signo se ponen en
relacién tres componentes: objeto, a lo que se alude en la comunicacidn;
representacion o signo vehiculo, con la que se alude al objeto (e. g., palabras,
gestos, graficos, combinacion de estos tres elementos, etc.); e interpretante (lo
que produce el signo vehiculo en la mente de quien lo recibe, lo percibe y lo
interpreta).

Camargo, L., Plazas, T., Samper, C. y Sua, C. (2015). Gestion del profesor en pro de la
evolucion de significados en el aula de geometria. Memorias del Encuentro de Geometria y
sus Aplicaciones, 22, 21-24.



En un intercambio comunicativo en el aula de matematicas, es posible
distinguir tres tipos de objetos coexistentes: el Objeto Real (OR) matematico
es el objeto aceptado por la comunidad matematica de referencia, hacia el cual
debe tender el proceso de construccion de significado; el objeto inmediato del
emisor es el constituido por el aspecto especifico del OR que el emisor
interpreta y representa; y el objeto dindamico del receptor que se refiere a un
aspecto de lo interpretado por aquel a quien se dirige la comunicacion,
receptor, a partir de la representacion. La meta de la ensefianza es lograr la
convergencia de los objetos dindmicos de los estudiantes hacia el OR, via un
acercamiento al objeto inmediato pretendido del profesor.

La interpretacion que hagan los estudiantes, la impulsa el profesor con su
gestidbn cuyo propodsito es la construccion de significado del objeto de
ensefianza. Por ello, en la comunicacion en el aula, el profesor atiende a la
interpretacion del OR desde dos perspectivas: una, la matematica (entendiendo
que el objeto matematico del profesor estd cerca del objeto que acepta la
comunidad del discurso) y otra, la del objeto en construccion, en la cual el
foco de mayor interés es la ensefianza y el aprendizaje (perspectiva didéctica
del objeto matematico en construccion).

La nocion de mediacion semiotica del profesor (Salinas, 2010; Mariotti, 2012;
Samper, Camargo, Molina y Perry, 2013) es un constructo util para describir
el proceso de gestion comunicativa del aprendizaje por parte del profesor. En
ese sentido, conviene considerar la mediacion como una gestion, y la
semidtica como la actividad en la que se producen e interpretan signos.

Llamamos mediacion semiotica del profesor a las acciones interpretativas y
deliberadas que realiza con el proposito de lograr la evolucién en las
interpretaciones que hacen los estudiantes. En el intercambio comunicativo, el
profesor ajusta sus objetos inmediatos, a aquellos aspectos interpretados por
¢l, cuando actiia como receptor, que considera utiles en la evolucién que
pretende. Asi, se produce la integracion, en un objeto dindmico del profesor,
de los aspectos mas relevantes que considera necesarios en la evolucion. Por
esta razén, en el aula de clase, la mayoria de los objetos dinamicos del
profesor no son objetos dindmicos matematicos “genuinos”. Los hemos
denominado objetos dinamicos didacticos del profesor (odd) (Perry, Camargo,
Samper, Sdenz-Ludlow y Molina, 2014). El calificativo didactico alude a que
son el resultado de decisiones tomadas para facilitar la evolucion de los
objetos dinamicos de los estudiantes hacia el objeto inmediato pretendido.
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EJEMPLO DE GESTION EN PRO DE LA EVOLUCION DE SIGNIFICADOS

En el cursillo presentamos ejemplos de la gestion de un profesor alrededor de
la evolucidén del significado del objeto rayo, de la relacion bisecar, del
Postulado puntos de recta — niumeros reales y del uso del Teorema localizacion
de puntos. Con ellos, esperamos promover una discusion sobre la complejidad
inherente a la mediacion semiotica del profesor.

Como ilustracion de los asuntos que se van a discutir, presentamos a
continuacion una situacion frecuente en nuestros cursos de geometria plana:

Se pide, a los estudiantes, demostrar la existencia del punto medio de un
segmento. Para ello, se parte de un segmento AB. El profesor pide a los
estudiantes comenzar la demostracion. Uno de ellos propone “tomar un punto
enmediode Ay B”.

La gestion del profesor busca promover la evolucidén de significado del punto
medio de un segmento (OR), y particularmente, el uso de su definicion en la
demostracion. El objeto inmediato al que alude el estudiante en su
intervencion es la propiedad “estar en medio de A y B” ;Qué puede interpretar
el profesor ante esa respuesta? Veamos dos opciones de interpretacion:

Opcion 1: El profesor interpreta que el estudiante se refiere a escoger el punto
en la mitad del segmento AB. En ese caso, probablemente el odd que influira
en su gestion tiene que ver con la intencidon de apoyar al estudiante para que
identifique qué postulado o teorema le sirve para encontrar un punto M tal que
AM = BM. Una de las acciones que podria emprender es preguntar si el
postulado que relaciona puntos de la recta (en este caso del segmento como
subconjunto de esta) con nimeros reales es util, con lo cual los estudiantes
podrian reconocer la necesidad de escoger a M como el punto que le
corresponde a una coordenada especifica.

Opcion 2: El profesor interpreta que el estudiante, al expresar “en medio de”,
se refiere a escoger un punto cualquiera, M, entre A y B y luego de escogerlo,
declarar la equidistancia de M a cada extremo del segmento. En este caso,
probablemente el odd que influira en la gestion del profesor tiene que ver con
la intencion de evitar que se incurra en el error de suponer que el punto tiene
una propiedad que no necesariamente tiene, porque el proceso constructivo no
la generd. Por eso, buscaria llamar la atencion hacia las propiedades que
deberia tener el punto M antes de escogerlo. Una de las acciones que podria
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llevar a cabo el profesor es interrogar al estudiante con preguntas como:
“;Escoges el punto con una propiedad especial?”. Otra accidn, podria consistir
en dibujar en el tablero un segmento con extremos A y B. Luego, preguntar
“;Doénde se puede tomar el punto?” “;Acd?” (sefialando un punto cerca a
cualquiera de los extremos), “;O aca?” (sefialando un punto perceptiblemente
en la mitad del segmento).
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La comunidad de educacion matematica sugiere que la practica de demostrar
teoremas se favorece si las reglas logicas y los enunciados de los elementos del
sistema teorico (postulados, definiciones y teoremas) tienen significado para los
estudiantes, pues asi podran hacerlos operables en la demostracion. Pero, ;qué
significa entender un teorema? Se podria pensar que tal expresion se refiere a
entender el enunciado y, quizd, también su demostracion. Como resultado de
nuestra mas reciente investigacion, tenemos una propuesta que amplia el men-
cionado significado. En este cursillo pretendemos poner a consideracion un sig-
nificado amplio de la expresion entender un teorema e ilustrarlo en relacion con
un par de teoremas de la geometria euclidiana plana.

ASPECTOS CENTRALES DEL MARCO DE REFERENCIA

Entre 2011 y 2014, el grupo de investigacion Aprendizaje y Enserianza de
la Geometria (Z-G) de la Universidad Pedagdgica Nacional (Colombia)
adelant6 una investigacion en la que analizamos la actividad semidtica que
tuvo lugar en un aula universitaria, relativa a la construccidon del significado
de un teorema especifico de la geometria euclidiana plana. Para realizar el
analisis, nos fundamentamos en la propuesta de Signo triadico de Charles S.
Peirce (Saenz-Ludlow y Zellweger, 2012). Bajo esa perspectiva, se preciso lo
que entendemos por construccion de significado. Como resultado del analisis,
identificamos los elementos que, desde nuestro punto de vista, integran un
significado amplio, que puede considerarse significado de referencia, de la
expresion entender un teorema. Nuestra propuesta requiere precisar primero
qué entendemos aqui por teorema y por construccion de significado.

L, Que es teorema?

Haciendo eco a Mariotti et al. (1997), teorema es el sistema ternario
conformado por un enunciado, la demostracion de la relacién de dependencia
formulada en el enunciado, y el sistema teorico que la soporta. Notese cdmo

Molina, O., Samper, C. y Perry, P. (2015). Enunciado de un teorema: ;(inico componente
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esta definicioén de teorema va mas alld de un enunciado y tiene en cuenta otros
dos elementos. Naturalmente, nuestro significado de entender un teorema
debera darse en términos de los tres elementos. En el cursillo ilustraremos, por
ejemplo, coOmo para un teorema particular, el sistema tedrico no solo sustenta
la respectiva demostracion, sino también como le da sentido (matematico) al
enunciado, especificamente en lo que respecta al antecedente de la
proposicion condicional a través de la cual se expresa la relacion de
dependencia que se demuestra. Este es un asunto que rara vez se profundiza en
las clases usuales de matemadticas, quiza por razones didécticas, pero cuyo
tratamiento es de total pertinencia en un curso formal que aborde Ia
demostracion, su aprendizaje y ensefianza.

LQué es construir un significado?

En el ambito educativo, es el proceso mediante el cual se producen y refinan
interpretaciones sobre aspectos de un objeto matematico, generadas en la
mente del estudiante cuando interpreta un signo vehiculo (e. g., gesto, palabra,
grafico, imagen mental) en el que el profesor u otro estudiante pretende
comunicar algo sobre el objeto; el proposito del proceso es que las
interpretaciones, a mediano o largo plazo, sean consonantes con el significado
matematico pretendido (Perry, Camargo, Samper, Saenz-Ludlow y Molina,
2014).

LQué es entender un teorema?!
Los aspectos que, segin nuestra propuesta, determinan a qué nos referimos

con la expresion entender un teorema son los siguientes:

1. Identificar la estructura del enunciado, estructura desde el punto de vista
de la l6gica matematica.

2. Determinar el contenido geométrico del enunciado: identificar objetos y
relaciones involucrados y atribuirles significado cercano al de referencia
y util en la interpretacion del enunciado. Este aspecto permite establecer
los contextos en los cuales es pertinente usar el teorema.

3. Realizar y/o entender la demostracion de la relacion de dependencia
expresada en el enunciado. En este aspecto, se incluyen tres itemes:
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a) Me¢étodo de la demostracion: determinar si es directa, indirecta
haciendo uso del principio de reduccion ya sea negando la tesis del
enunciado o descartando posibles casos, por induccion, etc.

b) Estructura de la demostracion: determinar los pilares de la
demostracion. Estos son: 1) los elementos tedricos centrales que la
soportan (definiciones, postulados y teoremas), ii) el propodsito de
usarlos en su desarrollo, y ii1) la manera en que estan involucrados
en la demostracion (e. g., por medio de una construccidn auxiliar).

c) Prospectiva de la demostracion: hacer un andlisis con el fin de
explorar o de predecir el comportamiento de un paso hipotético en la
demostracion, y tomar decisiones con base en el andlisis realizado, 1.
e., decidir si dicho paso finalmente hace parte o no de la
demostracion.

Comparar con otros teoremas: la comparacion se hace entre enunciados
y entre demostraciones. La primera, consiste en determinar si los
enunciados se refieren a asuntos semejantes (e. g., existencia de objetos,
comportamiento similar de los objetos involucrados como en el caso del
punto medio y la bisectriz de un angulo). La segunda, que puede darse
entre demostraciones de una misma relacion de dependencia o de dos
distintas, consiste en determinar si las demostraciones tienen una misma
estructura o no. Especificamente, se trata de determinar si las demos-
traciones emplean elementos homologos y, en caso de que asi sea, si el
proposito de hacerlo es andlogo.

Usar de manera experta el teorema en diversos contextos: uno de los
propositos de determinar el contenido geométrico del enunciado de un
teorema es develar y caracterizar las situaciones o contextos donde se
puede utilizar. Reconocemos dos contextos en los que se puede usar un
teorema: 1) en la justificacion tedrica de un procedimiento de cons-
truccion de un objeto geométrico con alguna propiedad especial, cuando
se emplea como garantia de un paso en tal procedimiento; ii) en la
demostracion de otro teorema, cuando se usa como garantia de una
afirmacion en un paso de la demostracion. Ahora bien, develar y
caracterizar los contextos donde es pertinente usar un teorema no es

27



suficiente; también hay que saber usarlo. Pero...

. Qué significa saber usar un teorema?

Durante el cursillo, pretendemos ilustrar esto con dos ejemplos concretos y,
con ello, describir lo que Selden (2012) denomina uso operable del teorema.
Los teoremas que se estudiaran en el cursillo y sobre los cuales se ilustraran
cada uno de los elementos antes descritos son los siguientes:

El lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan de los extremos
de un segmento del mismo plano es la recta mediatriz del segmento en dicho
plano.

El lugar geométrico de los puntos que equidistan de los lados de una angulo da-
do y que pertenecen a su interior es el rayo bisector del angulo.
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Se exponen situaciones adidacticas que aprovechan las posibilidades de pro-
gramar retroacciones didacticas ofrecidas por Cabri LM, cuya intencién es pro-
ducir aprendizaje, por adaptacion, del concepto de homotecia. El funcionamien-
to geométrico de los objetos de Cabri LM garantiza que los fendémenos visuales
corresponden a propiedades teoricas, y las posibilidades que ofrece el programa
para controlar las interacciones permiten introducir restricciones para bloquear
estrategias no matematicas de resolucion de los problemas, a las que llamamos
retroacciones didécticas.

PRESENTACION

Con el cursillo pretendemos aportar ideas a dos cuestiones generales: por un
lado, la influencia de la tecnologia en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas (Cornu y Ralston, 1992; Hoyles, 2009), y, por otro, la ensefianza
de la homotecia en la educacion media (Lemonidis, 1990, 1991; Bautista y
Peralta, 2011). La homotecia es un concepto complejo, que ha recibido poca
atencion en los libros de texto, y que tiende a desaparecer del curriculo de
geometria. Sin embargo, es una herramienta importante para la solucion de
problemas, y condensa las propiedades de semejanza y proporcionalidad. Es
una transformacion no isométrica, la inica que, supuestamente, se ensefia en
el nivel de secundaria. Por eso, consideramos importante desarrollar
situaciones adidacticas que contribuyan al aprendizaje de este importante
concepto geométrico.

TEORIA DE LAS SITUACIONES DIDACTICAS (TSD)

Una de las preocupaciones fundamentales de la Teoria de las Situaciones
Didacticas (Brousseau, 2007) es la construccion del sentido del saber
matematico. Segun esta teoria, el intento de transmitir de manera directa el
saber produce su pérdida de sentido para los alumnos; asi, aprenderdn un
discurso, o unos gestos que intentan imitar, pero sobre los cuales no tienen
ningin control (Margolinas, 2008). Para construir el sentido del saber
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matematico, segun la TSD, es necesario anclarlo en las experiencias
personales de los alumnos, es decir en su “conocimiento”. Para la TSD,
conocimiento y saber no son dos términos equivalentes: el conocimiento es
personal y contextualizado (fruto de una experiencia), mientras que el saber es
impersonal y descontextualizado. Las situaciones adidécticas buscan propiciar
una experiencia en los alumnos, por medio de la interaccion con un medio
didactico para resolver un problema, con el fin de que los alumnos construyan
conocimientos (personales y contextualizados) que puedan ser utilizados como
claves de interpretacion del saber (impersonal y descontextualizado). El
profesor, entonces, no intenta transmitir de manera directa el saber (problema
de comunicacion de un mensaje), sino de manera indirecta, propiciando
primero la construccién de conocimientos en los alumnos, para después,
durante el llamado proceso de institucionalizacion, explicitar las relaciones
entre el saber institucional y los conocimientos construidos en el contexto de
la situacion adidactica.

CABRI LM COMO MEDIO ADIDACTICO

Usaremos Cabri LM como un medio material con el cual interactien los
asistentes, con el fin de lograr aprendizaje por adaptacion. Cabri LM es un
software nuevo, que ademas de las caracteristicas de geometria dinamica,
incluye herramientas didacticas que permiten enriquecer y diversificar la
interaccion entre el alumno y el software.

En Cabri LM definimos dos tipos de retroacciones, producto de la interaccion
adidactica del alumno con el software: las retroacciones matematicas y las
retroacciones didacticas. Las primeras corresponden a respuestas naturales del
software que obedecen a la teoria matemadtica, pero sin ningin tipo de
intencion didactica, asociadas principalmente al proceso de validacion
(Margolinas, 2008), mientras que las retroacciones didacticas son aquellas que
permite programar el software, para favorecer el proceso de devolucion sin
que haya contradiccidon alguna con la teoria matematica. Las retroacciones
matematicas se manifiestan en la pantalla como fendémenos visuales; por
ejemplo, al arrastrar un triangulo, otro se mueve de manera que conserva la
relacién de homotecia con el anterior y, por tanto, se mantienen también las
propiedades que esta relacion implica (caracteristica principal de la geometria
dinamica). Por su parte, las retroacciones didacticas pueden manifestarse por
la imposibilidad o restriccion de acciones, también por una respuesta
programada en funcién de las acciones del alumno; por ejemplo, mostrar un
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texto; resaltar, mostrar, ocultar o impedir el arrastre de uno o mas objetos;
enviar a otra tarea; controlar las herramientas de las que dispone el alumno
durante el desarrollo de una tarea.

METODOLOGIA DEL CURSILLO

En el cursillo se propondran situaciones adidacticas que incorporan
retroacciones didécticas, cuyo proposito es que los alumnos identifiquen y
utilicen propiedades de la homotecia para la resolucion de problemas. Todas
las actividades estan disefiadas con la version Cabri LM. Se realizardn las
actividades con los participantes, en una sala de computadores, y luego se
analizaran utilizando la Teoria de las Situaciones Didacticas.

CONCLUSIONES

Al finalizar el cursillo se espera que los asistentes queden con argumentos
tedricos de como la tecnologia puede influir de manera positiva en la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, sin pretender argumentar que
el desarrollo de las actividades disefiadas garantiza el aprendizaje del concepto
de homotecia. También pretendemos mostrar una posible forma de lograr la
conceptualizacion de la homotecia, a partir del reconocimiento de fendmenos
visuales asociados al concepto, sin que a priori se conozcan sus propiedades.
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En este articulo se presenta un esbozo histoérico de la operacion producto vecto-
rial, estudiando en particular su relacion con los cuaternios de Hamilton. En es-
te marco se comentan algunas de sus generalizaciones, en particular la evolu-
cion hacia su desarrollo en dimensiones superiores, propuesto por Grassmann y
Clifford. Ademas, se pone en contexto la pugna entre las corrientes cuaternio-
nista y vectorialista, y la resolucion de la misma en favor de los vectores (cua-
ternios imaginarios). Por otro lado, se plantea la conveniencia de estudiar el
producto vectorial con un enfoque algebraico dado el hecho de que este produc-
to es un derivado algebraico de los cuaternios. Finalmente, se presentan algunas
aplicaciones del producto vectorial en matematicas y fisica.

INTRODUCCION

Uno de los principales objetivos de la matematica ha sido expresar las
relaciones geométricas mediante ecuaciones algebraicas. Asi, los griegos en la
antigiiedad pudieron construir leyes geométricas para describir las relaciones
métricas del espacio tal cual sus sentidos las percibian. El descubrimiento de
geometrias con propiedades algebraicas que diferian de las propiedades
algebraicas de la geometria euclidea dio lugar a que los matematicos del siglo
XIX concentraran su atencion en expresar estas nuevas geometrias en términos
de una estructura algebraica unificada. Es bien sabido que el algebra lineal se
ha convertido en piedra angular para la realizacion de este programa, ya que
ha permitido expresar de forma simple y elegante la estructura del espacio
euclideo tridimensional y del espacio-tiempo de Minkowski, entre otros. Una
parte significativamente importante de este programa esta relacionada con la
invencion, en 1843, de los nimeros cuaternios, por parte de William Rowan
Hamilton (1805-1865). Podemos decir que la evolucion misma de la teoria de
numeros estd intimamente ligada con la aparicion del algebra; como veremos
mas adelante, un caso paradigmatico lo constituye justamente el producto
vectorial.

Alvarez, Y. y Moreno, A. (2015). El producto vectorial: esbozo historico y aplicaciones.
Memorias del Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 2, 35-41.



ESBOZO HISTORICO

La aparicion de los sistemas hipercomplejos estd inspirada, como su nombre
lo indica, en la busqueda de la ampliacion del campo de los numeros
complejos. En este proceso, Hamilton opt6 por varias alternativas, una de
ellas, quizd la mas natural, fue considerar el caso tridimensional y tratar de
construir una multiplicacion de triplas de nimeros reales que sirviera también
en la representacion aritmética de los puntos del espacio.

En la segunda parte del trabajo de Hamilton, titulado Theory of conjugate
functions, or algebraic couples; with a preliminary and elementary essay on
algebra as the science of pure time (1837), se describen los puntos del plano
aritméticamente y de forma rigurosa.

Afios mas tarde, el estudio del caso n = 3 lo condujo a formular un producto
de cuddruplas, cuya multiplicacidon goza de las propiedades aritméticas de los
numeros reales exceptuando la conmutatividad. Surge, asi, el sistema de los
numeros cuaternios, que es una extension de los numeros complejos. Este
avance da lugar a un gran numero de publicaciones' de Hamilton entre 1844 y
1850, bajo el titulo On quaternions, or on a new system of imaginaries in
algebra.

Hamilton (1843, noviembre) escribe un cuaternio g, como la suma de una
parte escalar s(q) y una parte imaginaria o vectorial v(q), en la forma:

q=-s(q) +v(q) =w+xi+yj+zkdondew, x, y, z€R.

Asi pues el sistema de los nimeros cuaternios Q esta dado por:
Q={qlg=w+xi+yj+zk; w,x,y,z€R; i*=j*=k?*=ijk=-1}
Ahora bien, dados q; = wy+x10 +y1j + 21k y g2 = wa+x,0 + Vo) + 2,k se

define la suma y el producto como sigue:
q1 + @2 = Wy + wp)+(x1+22)1 + 1 +y2)j+H(21+22)k,
4192 = 43 = wWs+x3i + y3j + z3k,
donde

' 18 entregas en los volumenes XXV-XxxVI de The London, Edinburgh and Dublin Philo-
sophical Magazine.

36



W3 = WiWp — X1X — V1Y — Z1Z2, X3 = WiXy + X1Wy + Y122 — Z1Y7,

Y3 = W1V, — X123 + YWy + Z1Xy, Z3 = W1Zp + X1y — V1X2 + Z1W,.

Para el caso de los nimeros cuaternios imaginarios o “vectores” dados por
q1 =Xl +yj+2z2:k y q; = x50+ y,j + z,k, con parte real nula, se tiene
que:

G192 = (=x1X3 — V1Yo — 2123) + (V122 — Z1Y2)i + (21X, — x12,)j + (x1y2 — y1x2)k.

Conviene resaltar que la parte imaginaria de los cuaternios se adapta
perfectamente a la descripcion matematica de las coordenadas de un punto en
el espacio euclideo de tres dimensiones. La ultima igualdad se escribe en
notacion moderna segun la forma:

G192z = —x "y tx Xy.

El primer término corresponde al producto escalar mientras que el segundo
término corresponde al producto vectorial. Es pues importante enfatizar en
que el producto vectorial o producto cruz aparece como un derivado de los
cuaternios y toma identidad propia solo hasta cuando O. Heaviside (1850-
1925) y J. W. Gibbs (1839-1903) desarrollan el célculo vectorial a finales del
siglo XIX.

Paralelo al trabajo de Hamilton, pero sin la misma acogida, H. G. Grassmann
(1809-1877) desarrolla su obra y, en 1844, se publica su libro Die lineale
Ausdehnunglehre; ein neuer Zweig der Mathematik (Teoria de la extension
lineal, una nueva rama de la matemadtica) en el que presenta un sistema de
numeros complejos con varias unidades, denominados cantidades extensivas.
El libro consta de dos secciones, precedidas de una introduccién. La primera
seccidon comprende cinco capitulos dedicados a la cantidad extensiva y la
segunda consta de cuatro capitulos en los que trata la cantidad elemental. Cada
capitulo esta dividido en dos partes, la primera dedicada al desarrollo teérico y
la segunda a las aplicaciones, esto es, la geometria, la estatica, la mecanica, el

magnetismo y la cristalografia, tal como lo anuncia en la contraportada del
libro.

W. K. Clifford (1845-1879) en su articulo Applications of Grassmann’s
extensive algebra (1878) reconoce que ¢l ha conocido del tema por los
trabajos de Grassmann publicados en el Journal de Crelle y por el documento
Theorie der complexen Zahlensysteme (Lecciones sobre numeros complejos)
de H. Hankel, publicado en 1867. Su trabajo consiste en generalizar los
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sistemas de cuaternios y bicuaternios a cualquier nimero de dimensiones.
Clifford realiza la conexion entre los trabajos de Hamilton y Grassmann,
publicados ambos en 1844, y logra ademas describir las propiedades geomé-
tricas de vectores, planos y en general objetos en dimensiones superiores.

La teoria de los cuaternios tuvo gran difusion inicialmente debido al esfuerzo
del fisico y matematico inglés P. G. Tait (1831-1901), quien impulso
vigorosamente a los fisicos de la época a escribir sus trabajos en términos de
cuaternios. A pesar de los decididos esfuerzos de Tait, la comunidad cientifica
se inclindé finalmente hacia la corriente vectorialista, materializada en los
trabajos de Heaviside y Gibbs quienes tuvieron €xito al conseguir incorporar
en la fisica y la ingenieria una pequefia parte de las ideas de Hamilton,
Grassmann y Clifford bajo el nombre de célculo vectorial.

Una posible explicacion de este hecho se sugiere en el debate acerca de la
interpretacion geométrica de los cuaternios, ya que permitirian sumar puntos y
triplas, algo que parecid en aquella época como estrambdtico. Fueron los
trabajos de Clifford, los que permitieron establecer la profunda estructura
logica que implica la interpretacion de los cuaternios. Lastimosamente la
temprana muerte de Clifford condujo al anonimato de tal comprension.

En relacion a la maquinaria matematica del célculo vectorial es importante
anotar que historicamente el primero en utilizar el operador nabla fue
Hamilton, quien al aplicarlo a una funcién vectorial F obtuvo el cuaternio:

0F, 0F, 0F)\ (dF, 0F,)\ (dF, @F, (0F, dF,
VF‘(%J’WJFE oy "o i+ (Gr )it o oy )~
Posteriormente, J. C. Maxwell en su célebre obra A treatise on electricity and

magnetism, publicada en 1873, llama convergencia a la parte escalar y
rotacion o rotacional a la parte vectorial de este cuaternio.

Es precisamente en el trabajo de Maxwell donde se puede rastrear el germen
de las ideas de Heaviside en relacion con el andlisis vectorial. Dada la
sofisticacion del aparato matematico utilizado por Maxwell en términos de
cuaternios, Heaviside se propuso presentar la teoria en un lenguaje mate-
matico mas asequible a los ingenieros y fisicos de la época. Para ello aisl6 las
partes escalar e imaginaria de los cuaternios, presentdndolas en forma
independiente e incluyd las operaciones producto escalar y producto vectorial.
Contribuyo al andlisis realizando un estudio exhaustivo del gradiente, la
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divergencia, el rotacional y el laplaciano. Desde un punto de vista mas tedrico
y riguroso Gibbs entre 1881 y 1884 hizo un trabajo paralelo, constituyéndose
asi el cuerpo de doctrina que hoy llamamos Analisis Vectorial.

APLICACIONES

Tanto en las matematicas como fuera de ellas encontramos gran cantidad de
aplicaciones del producto vectorial. En esta seccion destacamos, en particular,
la ventaja de su uso en la escritura de algunas expresiones en la matematica
misma y en la fisica.

En las matematicas, una de las aplicaciones mas conocidas es el calculo del
area de un paralelogramo generado por los vectores U y U. Esta area suele cal-
cularse mediante |i||7| sen a, donde « es el angulo que forman los vectores U
y U. Es facil mostrar que |u||?]| sen a = |uxv|.

El rotacional de un campo vectorial también puede expresarse en términos de
un producto vectorial:
d

- — =a = .« . =1 a Iy a o~ i
rot F = VXF, donde F es una funcion vectorial y V= Py 3] + k.

En consecuencia, aparece en la formulacion del teorema de Stokes:

jjrotﬁ-d,z=jﬁ-dz

S C
donde S es una superficie orientada suave a trozos y C es una curva simple

cerrada que limita a S.

El producto vectorial tiene gran variedad de aplicaciones en mecanica clésica,
electrodinamica clasica, mecanica cuantica, etc. En el marco de la elec-
trodinamica clasica podemos citar la ley de Biot-Savart, las ecuaciones de
Maxwell y la fuerza de Lorentz para dar algunos ejemplos.

La ley de Biot-Savart se emplea cuando se desea conocer el campo magnético
dB en un punto P debido a un elemento de corriente Idl que conduce una
intensidad de corriente 1.

u idIx7

dB = —
4 12
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donde r denota la distancia entre el punto y el elemento de corriente, y p es la
permeabilidad magnética del vacio.

En medios no dispersivos e isétropos las ecuaciones de Maxwell estan dadas
por:

- - - = > aﬁ
V-D=p VXH =] +—-
VXE = ——

ot

donde el desplazamiento eléctrico D y la intensidad magnética H estén rela-

cionadas con E y B mediante las ecuaciones D = ¢E y B = ,uﬁ . Estas ecua-
ciones contienen en su totalidad toda la fisica del campo electromagnético
clasico y predicen la existencia de ondas electromagnéticas cuya velocidad de
propagacién corresponde a la velocidad de la luz. Inicialmente fueron escritas
por J. C. Maxwell en términos de cuaternios, y reescritas por O. Heaviside
mediante el uso del andlisis vectorial.

En el marco de la electrodindmica de Maxwell-Lorentz la fuerza que actia
sobre una particula con carga eléctrica ¢ moviéndose con velocidad ¥ bajo la
accion de un campo eléctrico E y una induccion magnética B se puede escribir
en la forma:

F = q(E + ¥xB)

donde el primer término corresponde a la fuerza eléctrica y el segundo a la
fuerza magnética. Es claro que la fuerza magnética solo actia sobre una
particula con una velocidad no nula, y su linea de accidon es perpendicular al
plano formado por el vector de velocidad y el vector de induccion magnética.
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Debido a un error de interpretacion, una frase de Dieudonné ocasiond que se es-
tigmatizara la ensefianza de la geometria en el nivel preuniversitario. La frase
daba a entender que no valia la pena el estudio de la geometria euclidiana y, en
consecuencia, el contenido de esta materia fue desapareciendo de los planes de
estudio. Sin embargo, la historia de las matematicas nos muestra que grandes
matematicos han dado su aprobacion a la geometria de manera tacita e incues-
tionable: dedicandose ellos mismos a su estudio y haciendo valiosos aportes.

INTRODUCCION

Entre los numerosos encuentros organizados alrededor de los afios 1960 para
planificar la reforma de la ensefianza de las matematicas se cuenta el famoso
seminario de Royaumont; este se llevd a cabo en noviembre de 1959,
organizado por la Organizacién de Cooperacion Economica Europea, y su
consecuencia fue la introduccidn, en la ensefianza preuniversitaria, de lo que
se dio en llamar matematicas modernas. En este evento el famoso matematico
francés, miembro del grupo Bourbaki, Jean Dieudonné profirié su lapidaria
sentencia: “jAbajo Euclides, basta de triangulos!”, la cual, sacada de contexto
y asumida como dogma, hizo que se fortaleciera una de las reformas
adoptadas por el movimiento renovador: la erradicacion de la geometria
euclidiana de los planes de estudio. Esta reforma también contemplaba la
introduccidn de la teoria de conjuntos y de estructuras algebraicas, entre otros.

La confusion surge de mezclar de forma inconsciente dos niveles de la
matematica: el nivel de la ensefianza y el de la investigacion profesional. La
frase de Dieudonné se circunscribe a este ultimo. En efecto, la geometria
euclidiana no es moderna, no estd en la direccion a la que apunta la
investigacioén actual. Pero juega un papel capital a la hora de construir los
habitos mentales que necesita poseer cualquier matematico. Como son, por
ejemplo, entender el concepto de demostracibn como un mecanismo de
validacion de resultados, sean estos evidentes a la intuicién o totalmente
contrarios a ella, como es el caso del Teorema de Pitagoras. Aprender,

Gomez, O. (2015). Geometria, compafiera de grandes matematicos. Memorias del Encuen-
tro de Geometria y sus Aplicaciones, 22, 43-49.



ademas, los diferentes tipos de demostracion y ver, a la vez, que generalmente
es necesaria una buena dosis de ingenio para alcanzar el éxito.

En la misma linea aparece otra caracteristica de la geometria euclidiana: sirve
como ejercicio mental de apoyo a la actividad principal del cientifico. En este
documento se exponen algunos resultados de la geometria debidos a grandes
matematicos o cientificos reconocidos en otras areas.

ARQUIMEDES

Considero muy apropiado recordar a este gran fisico, ingeniero, inventor,
astronomo y matematico griego con una cita de Eric Temple Bell (1937, cap.

2):

Arquimedes, la inteligencia mas grande de la antigiiedad, es moderno hasta el
tuétano. El y Newton podian haberse comprendido perfectamente, y es muy po-
sible que Arquimedes, si hubiera podido vivir hasta seguir un curso de posgra-
duado en Matematica y Fisica, hubiera comprendido a Einstein, Bohr, Heisen-
berg y Dirac mejor de lo que estos se han comprendido entre si. De todos los
antiguos, Arquimedes es el tnico cuyo pensamiento gozo de la libertad que los
matematicos mas grandes se permiten actualmente después de que 25 siglos han
alisado su camino. Arquimedes es el Uinico entre los griegos que tuvo suficiente
altura y vigor para ver claro a través de los obstaculos colocados en la senda del
progreso matematico por los aterrorizados gedometras que habian escuchado a
los filésofos.

o

Figura 1. Solucién de Arquimedes al problema de la triseccion del &ngulo

La ultima afirmacién de la cita, sin duda, se refiere al hecho de que
Arquimedes resolvié el famoso problema de la triseccién del angulo (Figura

44



1) empleando una regla a la cual se le podian hacer marcas, contraviniendo
con ello la restriccion impuesta por Platon de que la regla podia usarse
exclusivamente para trazar el segmento entre dos puntos o para prolongar un
segmento dado.

PIERRE DE FERMAT

Matematico aficionado, cred, junto con Descartes, la geometria analitica; con
Pascal fue de los primeros en trabajar en el calculo de probabilidades. Enunci6
su famoso “ultimo teorema de Fermat” que ocup6 a los matematicos durante
300 afios. Propuso el siguiente problema: dado un triangulo arbitrario,
encontrar en ¢l un punto tal que la suma de las distancias de este punto a los
tres vértices sea minima.

Cuando sobre los lados de un triangulo se dibujan tridngulos equilateros
externos y se dibuja el circuncirculo de cada uno de ellos, el punto de
interseccion de los tres circulos es la solucion del problema (Figura 2). Este se
llama primer punto de Fermat.

Figura 2. Punto de Fermat obtenido como la interseccion de los circuncirculos de los
triangulos equilateros exteriores
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EVANGELISTA TORRICELLI

Famoso fisico italiano. Estudio el fenomeno de la presion atmosférica.
Resolvio el problema propuesto por Fermat (Figura 3). Su solucion es
particularmente elegante.

ll’

Figura 3. Solucién de Torricelli al problema de Fermat

ISAAC NEWTON
Carl Sagan (1994/1982), en su libro Cosmos cuenta la siguiente anécdota:

Al igual que Kepler [Newton], no fue inmune a las supersticiones de su época y
tuvo muchos contactos con el misticismo. De hecho, gran parte del desarrollo
intelectual de Newton se puede atribuir a esta tension entre racionalismo y mis-
ticismo. En la feria de Stourbridge, en 1663, a los veinte afios, adquiri6 un libro
de astrologia, solo por la curiosidad de ver qué contenia. Lo ley6 hasta llegar a
una ilustracion que no pudo entender, porque desconocia la trigonometria.
Comprd entonces un libro de trigonometria pero pronto vio que no podia seguir
los argumentos geométricos. Encontré pues un ejemplar de los Elementos de

Geometria de Euclides y empez6 a leerlo. Dos afios después inventaba el céalcu-
lo diferencial. (p. 68)

A pesar de haber obtenido sus resultados empleando el calculo, creacion suya,
Newton los presento en los Principia a la manera de Euclides.
LEONHARD EULER

Euler es el mas prolifico matematico de todos los tiempos, su obra equivale a
unos 75 libros de texto. Introdujo el nimero e como base de los logaritmos
naturales, demostrd la irracionalidad de e y de e?. Descubrid la igualdad
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e™ —1 =0, que relaciona las cinco constantes mas importantes de la
matematica. Su memoria formidable le permitid continuar trabajando durante
los Gltimos 17 afios de su vida en los que quedd ciego. Sabia de memoria las
formulas de la trigonometria y el andlisis asi como La Eneida de Virgilio, de
la cual ademas podia decir cual era la primera y la tltima linea de cada pagina
del ejemplar que poseia. Hacia célculos mentales con numeros de hasta 50
cifras decimales. En geometria es muy famoso su descubrimiento de la recta
que lleva su nombre: en cualquier triangulo, no equilatero, esta recta contiene
el ortocentro, el circuncentro, el baricentro y el centro de la circunferencia de
los nueve puntos (Figura 4).

Figura 4. Recta de Euler (IGH)

KARL FRIEDRICH GAUSS

Junto con Arquimedes y Newton, Gauss es considerado uno de los tres
grandes matematicos de la historia, anteriores al siglo Xxx. De ¢l dice Bell
(1937, cap. 14):

La verdadera esencia del Analisis es el uso correcto de los procesos infinitos.
... Newton, Leibniz, Euler, Lagrange, Laplace, todos los grandes analistas de su
tiempo, no tenian practicamente un concepto claro de lo que se acepta ahora
como una prueba que abarca los procesos infinitos. Fue Gauss el primero en ver
claramente que una “demostracion” que puede llevar a absurdos como el de que
-1 = 0 no prueba nada. Aun en algunos casos en que una formula da resultados

47



consecuentes, no debe ocupar un lugar en la Matematica hasta que se determi-
nan las condiciones precisas en que contintia siendo coherente.

El rigor que Gauss impuso al analisis se proyectd sobre toda la Matematica,
tanto en sus propias costumbres como en las de sus contemporaneos, Abel,
Cauchy y sus sucesores, Weierstrass, Dedekind. La Matematica después de
Gauss fue algo diferente de lo que habia sido la de Newton, Euler y Lagrange.

En el sentido constructivo, Gauss fue un revolucionario. Antes de que terminara
su ensefianza secundaria, el mismo espiritu critico que le impidi6é quedar satis-
fecho con el teorema del binomio le llevo a discutir las demostraciones de la
Geometria elemental. A la edad de 12 afios ya miraba con recelo los fundamen-
tos de la Geometria euclidiana, y teniendo dieciséis, ya tuvo la primera intui-
cion de una geometria diferente de la de Euclides.

Como sabemos, esta intuicion lo llevo a ser uno de los fundadores de las
geometrias no euclidianas.

JUNE LESTER

Matemadtica con un doctorado en el area de ensefianza de las matematicas. Su
area de estudio es el impacto de las nuevas tecnologias en la ensefianza.
Descubrid uno de los ultimos teoremas de la geometria euclidiana en 1996. Se
conoce como Teorema de Lester. Afirma que, dado cualquier tridngulo, los
dos puntos de Fermat (el segundo punto de Fermat se encuentra considerando
los tridngulos equilateros interiores), el centro del circulo de los nueve puntos
y el circuncentro estan todos sobre la misma circunferencia.

JOHN CONWAY

Matematico britanico. Trabaja en las areas de teoria de conjuntos, teoria de
nudos, teoria de nimeros, teoria de juegos y teoria de cddigos. En 1970 cred el
automata celular conocido como juego de la vida (Figura 5). Teoricamente es
interesante, ya que equivale a una maquina universal de Turing. Esto es, todo
lo que es algoritmicamente computable también lo es mediante el juego de la
vida. Su interés también reside en que ilustra cémo la aparicion de patrones
complejos pueden surgir a partir de reglas muy sencillas.
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Figura 5. Animacion del juego de la vida

Conway aport6 a la geometria la que es considerada la mas corta prueba del
Teorema de Morley. Este teorema, también reciente, es exactamente 100 afios
mas viejo que el de Lester. Afirma que dado cualquier triangulo, si se trazan
las trisectrices de sus angulos, los puntos de interseccion de los pares de
trisectrices mas cercanos a cada uno de los lados determinan siempre un
triangulo equilétero (Figura 6).

B
°

< :
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Figura 6. Ilustracion del Teorema de Morley
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Se presenta una resefia historica del Club de Matematicas de la Universidad Pe-
dagodgica Nacional (Colombia): las tematicas que se abordaron y la manera co-
mo, en su momento de auge, se convirtid6 en un espacio para el desarrollo del
pensamiento matematico de nifios y nifas de todas las edades escolares prove-
nientes de escuelas y colegios de la ciudad de Bogoté y sus alrededores. Tam-
bién, se muestra como ahora, desplazado al Instituto Pedagogico Nacional y re-
legado a su minima expresion, sigue siendo un espacio para el fomento del
estudio de las matematicas desde una perspectiva no necesariamente escolar.

EL CLUB DE MATEMATICAS EN LA UPN

El Club de Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional (UPN) fue un
espacio para apoyar el interés por el estudio de las matemadticas, que
demuestran algunos(as) niflos y nifias' de colegios distritales. Funcioné entre
el segundo semestre de 2005 y el primer semestre de 2010 en las instalaciones
de la UPN, con el apoyo de por lo menos un profesor del Departamento de
Matematicas (DMA) y la puesta en marcha de proyectos elaborados por
profesores en formacion inicial.

Liderados por la profesora Claudia Salazar, tres estudiantes de Licenciatura en
Matematicas del DMA dieron origen al Club de Matematicas, de manera
voluntaria, y lograron que, durante la segunda mitad de 2005, algunos nifios
de colegios distritales tuvieran un espacio distinto al de las clases oficiales
para aprender matematicas diferentes a las establecidas en los curriculos de
sus instituciones, haciendo del Club un espacio constituido y reconocido por la
comunidad académica de la Universidad (Angel y Mora, 2006). En esa
oportunidad, el trabajo se fundamentd en el reconocimiento de los procesos
matematicos generales de contar y localizar, a partir de algunas nociones

! En adelante, se usaré la expresion “nifios” en el sentido genérico que ese sustantivo tiene
en castellano, con el fin de no hacer pesada la lectura del texto. [N.E.]

Lima, 1. y Rodriguez, T. (2015). El Club de Matematicas UPN — IPN: un espacio para el
desarrollo de habilidades matematicas de la nifiez. Memorias del Encuentro de Geometria y
sus Aplicaciones, 22, 51-56.



geométricas basicas presentadas en el curso Elementos de Geometria del plan
de estudios del proyecto curricular Licenciatura en Matematicas de la UPN.

En el afio 2006, se incorpor6 al Club de Matematicas el profesor Carlos
Luque, quien presentd un proyecto de practica al Consejo del Departamento.
Con la correspondiente aprobacion, oficialmente se nombro a un profesor del
DMA para que coordinara el Club y a un monitor para el apoyo de actividades
logisticas y administrativas. En ese mismo afio se continud con el trabajo
realizado por la profesora Salazar y se desarroll6 una propuesta en torno a
actividades aritméticas elementales. El resultado de ese trabajo se present6 en
el marco del xvil Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones.

En el segundo semestre de 2006, se llevo a cabo el proyecto de facultad: El
Club de Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional: Un espacio para
fortalecer el estudio de las matematicas, dirigido a nifios de colegios distritales
entre 10 y 16 afios (Angel y Mora, 2006). El proyecto fue coordinado por la
profesora Lyda Mora y el profesor Leonardo Angel. El Club de Matematicas
pasdé de tener 20 participantes en 2005 a un total de 80 niflos que se
distribuyeron uniformemente en cuatro grupos para llevar a cabo estudios de
teselados (dos grupos), teoria de nimeros (un grupo) y matematica discreta
(un grupo). También, fue en este periodo académico en el que se consolidoé el
Club como un espacio propio del DMA y se empez6 a proyectar como un
programa de extension (Campos, Gonzédlez y Mora, 2007). Las labores
realizadas por los coordinadores del Club y el apoyo de un estudiante monitor
permitieron que se inscribieran entre 13 y 15 instituciones educativas tanto del
Distrito Capital como de Cundinamarca y se estableciera la participacion de
200 nifios en las actividades sabatinas del Club de Matematicas para el primer
semestre de 2007.

Para los afos 2008 y 2009, el Club se consolidé como el espacio para el cual
fue pensado, proponiendo a los profesores en formacion espacios de practica
relacionados con innovacion curricular y la experimentacion de innovaciones
alrededor de la idea de talento matematico. En el primer semestre de 2010,
con la aplicacién de tres talleres, el Club de Matematicas se ofrecid por Gltima
vez en las instalaciones de la Universidad Pedagogica Nacional.

Entre las actividades que se desarrollaron en el Club de Matematicas durante
los afios 2005 a 2010, se destacan:
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10.

11.

12.

13.

Elementos de geometria: visualizacion, generalizacion, conceptualizacion.
Elementos de aritmética y algebra: conteo, medicidon y localizacion, disefio.

Actividades matematicas para el desarrollo de procesos logicos: contar e inducir,
poliminds y patrones de niumeros a partir de dibujos basados en poliminos.

Iniciacion a teselados: teselados regulares, semirregulares, demirregulares, notacio-
nes para tipos de teselados, teselados con poligonos irregulares, técnicas para teselar.

Matematica y arte: estudio de estructuras algebraicas clésicas (por ejemplo, grupos
ciclicos y diédricos) a partir de disefios artisticos (por ejemplo, rosetones, frisos y
tapices) y, principalmente, de los movimientos rigidos del plano.

De los poliminés a la divisibilidad —Poliminds—: caracterizacion y reglas de forma-
cion de los poliminés, familiarizacién y desarrollo de actividades encaminadas a al-
gunos aspectos de la teoria de numeros, estudio de polyamantes e identificacion de
solidos que se forman con estos.

Particiones de nimeros —A contar sin contar I—: representacion de nimeros a partir de
sumas de otros, diagramas de Ferrer, técnicas de conteo, grafos garbosos; técnicas de
conteo en matematicas discretas (variaciones, combinaciones y permutaciones) y su
aplicacion en el juego del kakuro a través de las particiones numéricas.

Contar sin contar II: técnicas de conteo en matematica discreta, con énfasis en el es-
tablecimiento de nexos entre los nimeros de Stirling de clases I y 1T con el conteo del
numero de subconjuntos de un conjunto y el numero de particiones, Tridngulo de
Pascal.

Geometria dinamica del trilado: creaciéon de una geometria dinamica a partir del
software Cabri.

Redes: acercamiento a la teoria de grafos: caracteristicas, tipos de grafos, Teorema de
Euler, construccion de grafos, eulerizacion de redes, optimizacion.

Criptografia: estudio elemental de la estenografia, criptografia y el criptoanalisis a
partir de técnicas clasicas como la sustitucion, la clave César, modulos y matrices,
entre otras.

Geometria plana: conceptualizacion de algunos temas bésicos de la geometria como
area de algunas figuras geométricas, tridngulos y sus rectas notables, tipos de poligo-
nos, criterios de congruencia entre triangulos.

Sucesiones y arte: tratamiento de algunas sucesiones basicas relacionadas con el arte
como lo son las sucesiones de Fibonacci y su relacion con el nimero aureo, las espi-
rales, las fracciones continuas, algunas sucesiones geométricas y aritméticas relacio-
nadas con pinturas famosas como las Omar Rayo.
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14.

15.

16.

17.
18.
19.

Geometria 3D: establecimiento de nociones de geometria plana y del espacio; se
construyen, caracterizan y establecen diferencias entre los solidos platonicos, de Ar-
quimedes, Kepler y Poinsot, elaborados con material concreto (origami), y otros mo-
delados con el software educativo Cabri 3D. Estudio de la caracteristica de Euler y
algunas nociones propias de los s6lidos como caras, vértices, aristas y volumen.

Fractales: estudio de algunas caracteristicas de los fractales, como: la autosimilitud y
la dimension; construccion y reconocimiento de fractales clasicos como la curva de
Koch, el conjunto de Cantor, la alfombra de Sierpinski, y el tridngulo de Sierpinski.

Introduccion a la teoria de juegos: acercamiento al estudio de la teoria de juegos; a
partir de juegos usuales como ajedrez, triqui y nim, los estudiantes encuentran estra-
tegias ganadoras que se discuten y se establecen como tales, para con ello determinar
qué es una estrategia, desde la teoria misma; se presentan otros juegos, menos usua-
les, con el a&nimo de ampliar la idea intuitiva de juego y llegar a una mas teorica;
también se estudian clases de juegos y algunos términos importantes de la teoria:
juegos simétricos y asimétricos, juegos de suma cero, punto de equilibrio, maximin y
minimax, entre otros.

Matematicas y astronomia.
El problema de la proporcionalidad.

Factorizacion desde el algebra y la geometria.

EL CLUB DE MATEMATICAS EN EL IPN

En la actualidad, el Club de Matematicas de la Universidad Pedagogica
Nacional se ha trasladado al Instituto Pedagogico Nacional, donde funciona
los sdbados de 8 a 10 de la mafana. En €l estan realizando su practica docente
dos estudiantes de Licenciatura en Matematicas del DMA, quienes para el
primer semestre de 2015 han propuesto trabajar la relacion de las matematicas
con la musica y la introduccién a las estructuras algebraicas a partir de los
movimientos rigidos.

Respecto a la relacion de las matematicas y la musica, se ha propuesto el
siguiente esquema de trabajo:

Musica y matematicas: reflexion.
Musica y matematicas: serie de Fibonacci.
Ejemplos historicos de la musica y las matematicas.

La razon aurea.
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Respecto a la introduccion a las estructuras algebraicas, la propuesta es la
siguiente:

Movimientos rigidos: isometrias.

Movimientos rigidos: traslaciones, rotaciones, reflexiones.
Rosetones.

Rosetones: diedros.

Patrones de cinta.

Grupos cristalograficos.

A pesar de las limitantes con relacion al tiempo disponible para trabajar y a la
cantidad de nifios participantes, el Club de Matemadticas sigue siendo un
espacio para el desarrollo y descubrimiento de ideas matematicas por parte de
los nifios que disfrutan de esta rama del conocimiento, y es por ello que se ha
invitado a la nifia Tatiana Rodriguez Mora, de cuarto de primaria, a comentar
lo que a lo largo del semestre ha podido elaborar y concluir, remembrando las
épocas en las que los nifios participantes del Club tenian un espacio fijo en las
comunicaciones breves de las diferentes versiones del Encuentro de
Geometria.

PARA TERMINAR: UNA INVITACION

La idea de esta conferencia es hacer un llamado de atencién a la comunidad
académica acerca de la importancia que tiene el Club en un momento de
coyuntura en el que se cuestiona acerca del papel de los profesores de
matematicas en la sociedad, de la intencion de importar un modelo para la
ensefianza de las matematicas que poco o nada tiene que ver con el contexto
nacional y de la importancia que estos factores tienen para el Departamento de
Matematicas de la UPN. Aqui queremos invitar a profesores, estudiantes,
nifos a que el Club retome la fuerza con la que nacio.

El Club de Matematicas de la UPN fue un espacio que motivd a nifios de la
ciudad de Bogota a acercarse al estudio de las matematicas, a acercarse a la
Universidad. Nifios que participaron en esas versiones son profesionales que
crecieron con un amor hacia las matematicas, incluso son profesores de
matematicas. En palabras de Tatiana “si el Club de Matematicas fuera en la
Universidad, entonces uno iria a la Universidad desde pequefio y eso debe ser
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muy chévere, porque en la Universidad se aprenden cosas que sirven para la
vida”.

El Club de Matematicas de la UPN fue un espacio que motivo a profesores en
formacion a presentar y aplicar proyectos relacionados con la innovacion
curricular y el desarrollo de talento en matematicas, documentos que pueden
servir como apoyo docente a profesores de diferentes escuelas y colegios
donde se tiene la idea de desarrollar un Club de Matematicas y no se cuenta
con el apoyo bibliografico ni institucional para el desarrollo de las propuestas.
La continuidad de esta idea va en coherencia con la idea fundacional de la
Universidad como educadora de educadores y como principal institucion de la
nacion en la formacion de profesores.
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ACTIVIDADES PARA LA COMPRENSION DE LA ECUACION DE LA
RECTA UTILIZANDO EL SOFTWARE CARMETAL

Yuri Cardenas, Harold Hernindez y Katherin Pinzén

Universidad Distrital Francisco José de Caldas
estudiantenrpao@gmail.com, cardenal-1995@hotmail.com, kathe9992@gmail.com

En este cursillo se quiere dar a conocer una serie de actividades desarrolladas
en el semillero de investigacion Edumat de la Universidad Distrital Francisco
José de Caldas, en las que se utiliza el software CaRMetal para trabajar las rela-
ciones entre la grafica y la ecuacion de la recta, de tal forma que los participan-
tes puedan evidenciar como aprovechar el potencial de este software para la en-
sefianza de diferentes saberes, que seran aprendidos por adaptacion.

JUSTIFICACION

Actualmente existe una presion social para implementar y usar tecnologias
informaticas en la ensefianza. Sin embargo, los profesores de matematicas
experimentan muchas dificultades para el uso de las mismas, por su falta de
experiencia en el uso didactico. Es por ello que uno de los mayores retos de
“los educadores matematicos es el de disefiar actividades que tomen ventaja
de aquellas caracteristicas con potencial para apoyar nuevos caminos de
aprendizaje” (Arcavi y Hadas, 2000, citado en Gamboa, 2007, p. 15).
Teniendo en cuenta lo anterior, nos surge el interés de plantear una propuesta
en la que se involucren las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion.
Una estrategia para desarrollarla es el trabajo con un software de geometria
dinamica que esté al alcance de todos, con el fin de propiciar la creacidon de
diversas actividades para trabajar las relaciones entre la grafica y la ecuacion
de la recta y, asi, mostrar una propuesta de ensefianza y una forma en la que se
puede hacer un transito entre registros de representacion.

Segtin diversos estudios, como el de Torregrosa, Haro, Penalva y Llinares
(2010), los softwares de geometria dindmica permiten la creacién de espacios
de interaccion donde la experimentacién y la investigacion juegan uno de los
papeles mas importantes para potenciar la construccion y adquisiciéon de un
saber; en consecuencia, tales softwares pueden ser entendidos como recursos
valiosos para la educacion matematica.

Cardenas, Y., Hernandez, H. y Pinzon, K. (2015). Actividades para la comprension de la
ecuacion de la recta utilizando el software CaRMetal. Memorias del Encuentro de Geome-
tria y sus Aplicaciones, 22, 59-62.



Por esta razon, en este cursillo presentamos actividades para dos sesiones, con
un disefo didéctico para lograr un aprendizaje sobre la relacion entre ecuacion
y grafica de una recta, saber basico en la educacidon colombiana. Asi, tratamos
de mostrar un ejemplo de lo que puede lograrse con la tecnologia, y también
introducimos algunas herramientas didacticas del software CaRMetal. Por
tanto, mediante este cursillo se pretende:

* Proponer actividades de clase que pueden promover el aprendizaje por
adaptacion del concepto de ecuacion de una recta, aprovechando el po-
tencial del software.

* Proporcionar a los profesores participantes una experiencia de apren-
dizaje utilizando el software.

* Reflexionar sobre el concepto de aprendizaje por adaptacion cuando se
promueve la interaccion de los estudiantes con el software.

REFERENTES TEORICOS BASICOS

Siguiendo las orientaciones de Duval (2006), se intenta trabajar la conversion
entre registros de representacion: el registro algebraico (ecuacién) y el registro
geométrico (grafica), para lograr un aprendizaje del concepto de recta.

La conversion de registros semidticos es una transformacion de un registro a
uno nuevo; asi, si en nuestro registro 1 esta la recta vista desde una expresion
algebraica (ecuacion), pasamos de este al registro 2, en el que veremos el
tratamiento de la grafica de la recta. Basicamente, se propondrdn, entonces,
problemas en los que los alumnos tengan que transitar por dichos registros:
observar la grafica de una recta para poder determinar su ecuacion, o examinar
su ecuacion para poder modificar su grafica, puesto que “el cambio de forma

semidtica de representacidon constituye una operacion cognitiva basica” (San
Martin, 2007, p. 3).

Haciendo referencia al trabajo de Duval, San Martin (2007, p. 4) sefiala que
Duval establece la importancia fundamental de asuntos como:

* La importancia de la coordinacion de diversos registros de representa-
cion semidtica. Establece que muchas de las dificultades encontradas
por los estudiantes pueden ser descritas y explicadas como una falta de
coordinacion de registros de representacion.
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* El considerar al conocimiento conceptual (la comprension) como el
invariante de multiples representaciones semioticas.

* En base a diferentes registros de representacion, definir variables inde-
pendientes especificas para contenidos cognitivos y organizar propues-
tas didacticas para desarrollar la coordinacién de registros de represen-
tacion.

Esto fundamenta la importancia de considerar el tratamiento de dos registros
semidticos para el disefio y creacion de estas actividades en CaRMetal.

Por otra parte, intentamos plantear situaciones que propicien el aprendizaje
por adaptacion. De acuerdo con la teoria de Brousseau (1986) se busca que los
alumnos interactiien con el software para intentar resolver un problema, y en
esa interaccion reciban retroacciones del software que les permitan validar o
invalidar sus estrategias y, asi, construyan su propio conocimiento.

PROPUESTA DE ACTIVIDADES

El desarrollo del cursillo se hara en una sala de sistemas, en la que los
asistentes asuman el rol de alumnos. Cabe aclarar que quienes tenemos a
cargo el cursillo no intervenimos directamente en ninguna de las actividades,
dado que estas cuentan con enunciados y mensajes automaticos que guian al
participante, de tal modo que la interaccion que se genera es entre el sujeto
(asistente) y el medio (software), aprendizaje por adaptacion.

Inicialmente se hara una breve introduccion sobre el manejo bésico del
software. Posterior a ello, los participantes procederdn a interactuar con las
actividades preparadas, con el fin de resolver las situaciones propuestas en
ellas. En las actividades planeadas para la primera sesién se trabajara el
cambio de registro grafico al algebraico y en las de la segunda sesion se
trabajara el cambio inverso, del algebraico al grafico.

Una vez se haya dado el espacio de interaccidon con las actividades en cada
sesion, se realizard una discusion abierta sobre el disefio de las mismas y las
posibilidades de aprendizaje que propician o no en los alumnos, considerando,
como mediante el software es posible realizar un disefio didactico que tenga
en cuenta teorias como las de Brousseau, para permitir la construccién de un
objeto matematico.
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Un ejemplo del tipo de actividades que se presentaran se muestra en la Figura
1. En esta actividad se pretende estudiar la relacion entre la variable b de la
ecuacion y = ax + b y la ordenada del corte de la recta con el eje Y, en la
grafica. Se pide que el participante mueva el cursor de tal forma que la recta
azul quede sobrepuesta a la recta roja; el movimiento de esta recta azul es
paralelo a la recta roja, puesto que ambas rectas tienen la misma pendiente.
Asi, lo que se busca es que la movilidad de la recta azul denote el corte con el
eje de ordenadas, denotado en la ecuacion de la recta como la variable b.

aaaaaaaa 6 6 6 T.tacom
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Prompt dialog n
r para modificar el valor de b, de tal forma que la recta roja quede sobre la recta azul

Figura 1. Corte de una recta con el eje de ordenadas, en relacion con la variacion de b
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CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS CON EL USO
DEL PORTASEGMENTOS

Allan Gen y Ronald Sequeira

Universidad Estatal a Distancia (UNED), Costa Rica
agen(@uned.ac.cr, rsequeira@uned.ac.cr

Empleando el portasegmentos, como instrumento de dibujo, en el cursillo se
realizaran construcciones de diversos objetos geométricos: mediatriz de un
segmento, perpendicular a un segmento de recta en un punto dado, bisectriz de
un angulo dado, tridngulo equilétero, circuncentro de un triangulo, centro de
una circunferencia dada, poligonos regulares y elipse dados sus semiejes. El
cursillo esta dirigido a docentes de cualquier nivel educativo.

EL PORTASEGMENTOS COMO RECURSO DIDACTICO

Los unicos instrumentos que admite la geometria clasica en las construcciones
geométricas son la regla y el compas; sin embargo, existen una serie de
recursos didacticos que cumplen las mismas funciones. El portasegmentos es
uno de ellos, y es una buena opcion para que los estudiantes interactien con el
objeto geométrico realizando construcciones geométricas que ayuden a la
comprension de los conceptos geométricos y sus propiedades.

El portasegmentos (Figura 1), también llamado regla de bandas paralelas, es
una tira de papel, cartulina, madera, metal o plastico de forma rectangular de
1,5 cm de ancho por 15 cm de largo, aunque estas medidas pueden variar. Esta
herramienta permite emplear las propiedades de dos rectas paralelas que al
traslaparse con otras dos rectas paralelas con la misma separacion determinan
angulos congruentes, cuya bisectriz es eje de simetria de un par de estos
angulos tal y como se muestra en la Figura 2. También con este instrumento se
facilita el traslado de segmentos y, de ahi, el nombre que se le ha asignado.

N

Figura 1. Portasegmentos Figura 2. Propiedades del portasegmento

Gen, A. y Sequeira, R. (2015). Construcciones geométricas con el uso del portasegmentos.
Memorias del Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 22, 63-65.



Ademads, con esta herramienta se pueden mostrar aquellas heuristicas que se
encuentran implicitas en las construcciones geométricas, y asi propiciar el
analisis de los distintos componentes que intervienen en su proceso, esto con
el proposito de favorecer la ensefianza explicita de métodos de construccion
de los distintos elementos geométricos. Es conveniente su uso para
contrarrestar los procesos memoristicos de ciertas construcciones realizadas
con regla y compas.

Se considera que el portasegmentos es un buen recurso didactico. Su
implementacion en los cursos de geometria del Programa de Bachillerato y
Licenciatura en Ensefianza de la Matematica de la Universidad Estatal a
Distancia de Costa Rica (UNED), nos permite recomendarlo tanto para los
primeros cursos de geometria donde se inicia con las construcciones
geométricas de elementos basicos de la geometria euclidea, como para la gran
mayoria de las construcciones geométricas que se realizan en los otros niveles
educativos.

Rojas y Sequeira (2013, p. 42) sefialan algunas ventajas de su uso:

Es muy facil de construir y no representa costo alguno.

Se puede construir con material reciclable.

En la mayoria de las veces se pueden hacer las mismas construcciones que con
la regla y el compaés.

Permite al estudiante interactuar con el objeto geométrico.

Este recurso no representa ningun peligro para el estudiante, como si lo podria
ser un compas.

Ademaés de las ventajas sefnaladas, también puede ser utilizado con distintas
poblaciones (e. g., privadas de libertad, estudiantes del nivel basico y medio,
estudiantes con necesidades educativas especiales), puesto que su uso estimula
la motricidad fina.

También Rojas y Sequeira (2013, p. 43) sefalan algunas desventajas:

Si el portasegmentos no esta bien construido, el grado de error sistémico au-
menta el grado de error causal en la construccion.

Su uso excesivo lo deteriora considerablemente, por lo que se recomienda cons-
truirlo con algin material duradero como pléstico.

No es recomendable para los estudiantes en la construccion de circunferencias,
ya que se requiere tener cierta destreza en su uso.
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CONSTRUCCIONES CON EL PORTASEGMENTOS

En el cursillo se haran algunas construcciones geométricas (e. g., mediatriz de
un segmento, recta perpendicular a un segmento de recta en un punto dado,
bisectriz de un angulo, poligonos regulares, triangulo equilatero, deter-
minacion del circuncentro de un tridngulo y del centro de una circunferencia
de centro desconocido, poligonos regulares y elipse dados sus semiejes) de
manera tan nitida y clara como si se utilizara la regla y el compas.

A continuaciéon, a manera de ejemplo, se expone la construccion de la
perpendicular a un segmento de recta en un punto dado.

Trazar un segmento de recta de extremos Ay B.

Colocar el portasegmentos de forma que los pun- N

tos A y B queden, cada uno, sobre uno de los bor-

des del instrumento, y trazar las respectivas mar- e JUUPST
cas en el papel y en el instrumento sobre una per- / ) ‘::::>=:::" ) \
pendicular imaginaria a los bordes del mismo. imees :_\ ::,27 S
Repetir el procedimiento, intercambiando la colo- ‘\‘ B —é i ? . _,'I
cacion de los bordes del portasegmentos con res-

pecto a los puntos Ay B. A\

Por ultimo, trazar la recta £ que contenga los pun-
tos de interseccion de las marcas y dicha recta es
la mediatriz del segmento de recta.
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PROBABILIDADES GEOMETRICAS: EJEMPLOS Y
REFLEXIONES DIDACTICAS

Gabriela Net

Universidad de Buenos Aires, Argentina
gabriela_net@hotmail.com, gnet@cnba.uba.ar

Se trata de un cursillo destinado a docentes de matematica interesados en revi-
sar o adquirir conocimientos acerca de probabilidades geométricas. Se propon-
dra a los participantes una revision teorica inicial, donde se definiran los con-
ceptos basicos de la probabilidad dentro de un marco geométrico, y luego la
realizacion de actividades practicas, con empleo de herramientas informaticas,
que les permitan familiarizarse con esta tematica, asi como reconocer la impor-
tancia didactica del establecimiento de relaciones significativas entre problemas
geométricos y procesos aleatorios.

INTRODUCCION

Hace ya mas de dos décadas, el Dr. Miguel de Guzman (1993) sefial6 una
profunda depresioén del pensamiento geométrico en la ensefianza matematica.
En muchos ambitos escolares este problema persiste atn: los contenidos de
geometria estdn presentes en los curriculos vigentes, pero en la practica
muchas veces quedan relegados, en tanto que contenidos numeéricos, de
algebra pura o de geometria analitica adquieren mayor grado de desarrollo.

Existen investigaciones, como la de Bdez e Iglesias (2007), que senalan
dificultades en la ensefianza y el aprendizaje de la geometria, debidas a que los
docentes no desarrollan contenidos establecidos en los programas, por falta de
conocimientos académicos, o por desconocer su importancia. Por otra parte,
como senala Tejada (2001), el docente es un mediador mas entre el curriculo y
la situacion real en la que se desarrolla, dado que interpreta y redefine la
enseflanza en funcioén de su conocimiento practico, de su manera de pensar y
entender la accion educativa. En este sentido la capacitacion docente
permanente opera como una herramienta necesaria para la revalorizacion de
los contenidos de geometria y sus conexiones con otras areas del saber, propi-
ciando una comprensién mas completa del mundo que nos rodea.

Net, G. (2015). Probabilidades geométricas: ejemplos y reflexiones didacticas. Memorias
del Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 22, 67-70.



REFERENCIAS TEORICAS Y ORIENTACIONES INICIALES

Fouz (1994) sefiala entre los objetivos de la ensefianza de la geometria la
conexidn con otras areas de la matematica u otras disciplinas técnicas, y con el
proceso historico seguido en su evolucién que permite apreciar su aporte a la
creacion y el desarrollo de otras areas del conocimiento.

Si se considera el experimento aleatorio que consiste en tomar al azar un
punto de un cuadrado, y se quiere calcular la probabilidad de que tal punto
pertenezca al circulo inscripto en dicho cuadrado, no es factible utilizar la
definicion clasica de Laplace, contando casos favorables y posibles. El
problema se resuelve mediante la definicion de probabilidad geométrica, como
relacién de medidas, efectuando el cociente entre el area del circulo inscripto
y el area del cuadrado.

Asi, desde el punto de vista didactico, la ensefianza del concepto de
probabilidad puede integrarse con conceptos geométricos elementales y
familiares, por medio de problemas que favorecen el establecimiento de
conexiones entre dareas matematicas, y de relaciones conceptuales
significativas entre contenidos. La probabilidad geométrica estd estrechamente
relacionada con un enfoque “a priori” de la probabilidad que permite el
calculo antes de realizar pruebas aleatorias. Pero, en definitiva, como indica
Saenz de Castro (s. f.):

... hay muchos caminos para introducir los conceptos probabilisticos. Por
ejemplo, el modelo de frecuencia relativa trata con datos discretos mientras el
modelo de proporcidn, especialmente la probabilidad geométrica, puede tratar
con datos continuos. Si adoptamos una perspectiva de modelizacion para la en-
sefianza de la probabilidad, los conflictos entre un enfoque clasico de equipro-
babilidad, un enfoque de frecuencia relativa o un enfoque subjetivista, no tienen
por qué ser un obstaculo en el proceso de ensenanza-aprendizaje. Por el contra-
rio, se debe equipar a profesores y alumnos con representaciones multiples de
probabilidad; es lo que Steinbring (1991) llama situaciones significativas.

El presente cursillo pretende ser un aporte que permita a los participantes:

* Asumir un rol activo para resolver y analizar problemas aptos para ser
desarrollados en cursos escolares, realizar un analisis conceptual y di-
dactico de los mismos y establecer lineas de trabajo para un futuro
proximo en sus ambitos de trabajo.
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* Destacar el rol interdisciplinario e integrador de las probabilidades
geométricas y conocer algunas de sus aplicaciones reales, con distintos
grados de complejidad: problemas de agrimensura, cartografia, la
geometria integral y la estereologia, la tomografia computada, etc.

TEMAS POR TRATAR

Las probabilidades geométricas como fuente de ejemplos para la ensefianza de
las probabilidades en la escuela. Sintesis historica; la aguja de Buffon,
paradoja de Bertrand. Azar y construccion de triangulos. Problemas de
encuentro. Simulaciones y visualizaciones. El rol de la tecnologia.

ALGUNOS EJEMPLOS

La posibilidad o imposibilidad de realizar construcciones geométricas
proporciona ejemplos naturales de cuestiones de probabilidad. Como
problemas iniciales basicos se mostraran algunos ejemplos de probabilidades
relacionados con triangulos y otras figuras geométricas simples, que pueden
materializarse con papel, tijeras y plegados, entre los que citamos:

Un vértice de un tridngulo isdsceles se toma al azar, y se dobla el tridngulo has-
ta hacer coincidir ese vértice con el punto medio del lado opuesto. ;Cual es la
probabilidad de que se forme un trapecio? ;Y un trapezoide? ;Y si el triangulo
es equilatero?

Un vértice de un cuadrado de papel se hace coincidir con otro vértice tomado al
azar. ;Cual es la probabilidad de que se forme un tridngulo?

Si se toma al azar un vértice de un triangulo isosceles, y se dobla el tridngulo
haciendo coincidir ese vértice con cualquier punto del lado opuesto, ;cudl es la
probabilidad de que se forme un trapecio?

El documento del National Council of Teachers of Mathematics (2000)
destaca la importancia de la representacion como un proceso matematico, que
implica el uso de recursos verbales, simbdlicos y graficos, traduccion y
conversion entre los mismos. Se propondrdn situaciones problematicas que
propicien la utilizacion y el desarrollo de diferentes formas de representacion
y favorezcan la reflexion y la comunicacion:
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En el interior de un cuadrado ABCD se elige un punto P al azar. ;Cual es la
probabilidad de que el tridngulo ABP sea obtusangulo? ;Acutangulo? ;Rectan-
gulo?

Dos numeros x e y se eligen al azar, con 0 < x < 4,0 < y < 4. Calcular la
probabilidad de que la suma de ambos numeros sea mayor que el producto.

La variedad de representaciones de estos problemas se apoyara en el empleo
de algunas herramientas informaticas conocidas y de sencilla implementacion
(Geogebra, planilla de calculo Excel), y de recursos de Internet para la
realizacion de simulaciones, tablas y graficos. Se propiciard también el
analisis didactico de las distintas posibilidades de formalizacion y justificacion
de los resultados en relacion con los aprendizajes adquiridos y los recursos
conceptuales disponibles.
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SUPERFICIES CUADRADAS QUE SE TRANSFORMAN EN NUDOS

José Panqueva
raulpanqueva@yahoo.com

Plegando una superficie cuadrada es posible obtener un nudo. La técnica
consiste en dibujar sobre la superficie una malla de lineas entrelazadas y unir
los bordes del cuadrado para formar un poliedro de tal forma que las lineas de
la malla coincidan. Con los pliegues adecuados, el recorrido de la linea
alrededor del poliedro forma un nudo alterno y es posible hacer el poliedro
con una tira de papel plegandola, anudédndola y uniendo o traslapando sus
extremos.

Algunos poliedros se pueden construir trenzando una o varias tiras de papel y
uniendo sus extremos (Panqueva, 2011), en un proceso consistente en
identificar los pliegues que debe tener la tira de papel y la forma en que se
debe entrelazar para formar el poliedro.

La variedad de poliedros que se pueden hacer anudando una tira de papel es
extensa y abarca, incluso, a los poliedros platonicos, que se pueden hacer con
varias tiras de papel como lo describe Pedersen (1973). El proceso es
usualmente complejo y para simplificarlo se buscan grupos de nudos o
poliedros que tengan alguna caracteristica comun.

Tarnai, Kovacs, Fowler y Guest (2012) describen algunos poliedros hechos
con tiras de papel en los que el nudo es alterno, en cada cruce las tiras tienen
un angulo de 90 grados. Las tiras se cruzan de manera perpendicular y la
superficie del poliedro queda de dos capas de papel. De aqui surge una clase
especifica de nudos en los que el diagrama alterno del nudo es una cuadricula.

Alexader, Dyson y O’Rourke (2003) describen la forma en que se pueden
obtener poliedros convexos plegando un cuadrado y uniendo los bordes. Hay
cuatro formas de plegar un cuadrado y unir sus bordes de manera que el
resultado sea una figura plana de dos capas. Corriendo los bordes del papel en
cada una de estas formas se obtienen poliedros convexos y si al cuadrado se le
dibuja una red con lineas alternas perpendiculares, al plegar el poliedro de
manera que las lineas queden continuas, estas pueden formar un nudo, si el
recorrido alrededor del poliedro lo hace una sola linea, o pueden ser un enlace,

Panqueva, J. (2015). Superficies cuadradas que se transforman en nudos. Memorias del
Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 22, 71-74.



si el recorrido requiere dos o mas lineas. Si, ademas, el recorrido se hace con
una tira de papel del ancho de la cuadricula, se encuentra que el poliedro se
puede hacer con una o varias tiras de papel entrelazandolas con un angulo de
90 grados. Veamos dos ejemplos.

CUADRADO DE TRES POR TRES

En la Figura 1 se describe una forma de plegar un cuadrado de tres por tres. Al
plegar el cuadrado como se indica y unir los bordes se forma un octaedro
irregular. Al afiadir una cuadricula de nueve lineas entrelazadas y sefialar las
uniones que se forman en el poliedro, se obtiene el diagrama de un nudo
alterno de nueve cruces.
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Figura 1. Superficie cuadrada de 3X3 e imagen del nudo con una tira de papel

Sobre la cuadricula se recorre el nudo con una tira de papel del ancho de cada
cuadro y se van marcando los pliegues hasta completar, en este caso, una tira
de 18 cuadros. La tira con los pliegues se observa en la parte inferior de la
Figura 1 y en la fotografia se observa el octaedro que se obtiene al hacer el
nudo con la tira de papel que es algo mayor a los 18 cuadros, para poder
traslapar sus extremos.

CUADRADO DE CUATRO POR CUATRO

Una forma de plegar un cuadrado de cuatro por cuatro se observa en la Figura
2 y el procedimiento es similar al descrito en el ejemplo anterior. El tamafio de
la tira de papel es de 32 cuadros y al anudar la tira se obtiene un hexaedro.
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Figura 2. Superficie cuadrada de 4X4 e imagen del nudo con una tira de papel

DESARROLLO DEL CURSILLO

Hacer poliedros a partir de un cuadrado y hacerlos con un nudo es un
procedimiento sencillo de implementar, salvo al momento de hacer el nudo
cuando el nimero de cruces sea grande y puede extenderse a cuadriculas
rectangulares.

En el cursillo se estudiaran las diferentes formas en que se puede plegar un
cuadrado y la ubicacion de los pliegues para que el poliedro sea un nudo. En
algunos modelos, los participantes podran verificar que se trata de un nudo.
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GEOMETROTERMODINAMICA Y SUS APLICACIONES

Hernando Quevedo* y Maria Quevedo**
*Universidad Nacional Autonoma de México y Universidad de Roma,

**Universidad Militar Nueva Granada
quevedo@nucleares.unam.mx, maria.quevedo@unimilitar.edu.co

En este cursillo presentaremos una introduccion a la geometrotermodinamica,
formalismo que describe las propiedades de sistemas termodinamicos mediante
conceptos de geometria diferencial. Asi, la interaccion termodinamica se repre-
senta mediante la curvatura del espacio de equilibrio, las transiciones de fase
mediante sus singularidades de curvatura y los procesos cuasi-estaticos median-
te sus geodésicas. Explicaremos como se puede aplicar este formalismo para
describir la historia de nuestro Universo, comenzando por la era inflacionaria
relativista hasta llegar al estado actual dominado por la energia oscura. Ademas,
demostraremos que el espacio de equilibrio del gas ideal tiene una estructura
causal analoga a la teoria especial de la relatividad de Einstein.

INTRODUCCION

El cursillo tiene por objetivo presentar a la audiencia del Encuentro parte de
los resultados obtenidos durante los ultimos ocho afos en el grupo de
investigacion del ponente, en colaboracion con investigadores y estudiantes de
postgrado de la Universidad Nacional Autonoma de México y de la Univer-
sidad de Roma. El formalismo de la geometrotermodindmica (GTD) fue
propuesto en (Quevedo, 2007), con el fin de describir las propiedades de
sistemas termodindmicos en equilibrio de manera invariante, utilizando las
bases conceptuales de la geometria diferencial de Riemann. Todos los resul-
tados que se presentaran han sido publicados en diferentes revistas interna-
cionales y, en particular, daremos un resumen de los articulos mencionados en
las Referencias.

Han sido varias las areas de la fisica donde la GTD ha encontrado aplicaciones
directas. En primer lugar, se ha visto que para todo sistema termodindmico
ordinario (sistema de laboratorio) especificado mediante una ecuacion funda-
mental es posible encontrar una métrica en el espacio de equilibrio que
reproduce correctamente las propiedades termodinamicas del sistema en
cuestion (Vazquez, Quevedo y Sanchez, 2010). En el caso de sistemas
exodticos, tales como hoyos negros gravitacionales (Quevedo, 2008), se logro

Quevedo, H. y Quevedo, M. (2015). Geometrotermodinamica y sus aplicaciones. Memorias
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derivar una formulacién unificada en el contexto de termodinamica geomé-
trica (Alvarez, Quevedo y Sanchez, 2008). En quimica tedrica se demostrd
que una reaccion quimica de cualquier indole se puede representar como una
geodésica en el espacio de equilibrio, dando de esta manera una interpretacion
geométrica a las reacciones quimicas. Ademas se ha demostrado que las leyes
termodinamicas que rigen en la econofisica se pueden formular en el contexto
de la GTD de forma tal que las crisis financieras pueden ser interpretadas
como transiciones de fase que se manifiestan como singularidades de curva-
tura del espacio de equilibrio.

En este curso nos limitaremos a presentar dos aplicaciones particulares de la
GTD en el area de cosmologia relativista y en el contexto del gas ideal cuyo
espacio de equilibrio resulta tener una estructura semejante a la de la rela-
tividad especial de Einstein.

La asistencia a este cursillo no requiere de una preparacién técnica
especializada por parte de la audiencia. Todos los conceptos seran definidos
de forma breve e intuitiva y los resultados se presentaran en un nivel basico,
equivalente al de estudiantes de pregrado en fisica 0 matematicas.

CONCEPTOS BASICOS DE GEOMETROTERMODINAMICA

Dado un sistema en equilibrio con n grados de libertad termodindmicos, en
GTD se construye primero el espacio fase termodindmico que tiene 2n + 1
dimensiones. El objetivo de este espacio es permitir la introduccion de una
métrica riemanniana invariante ante transformaciones de Legendre o, en tér-
minos de conceptos de termodinamica clasica, independiente de la seleccidén
del potencial termodindmico. Luego, mediante la especificacion de una ecua-
cion fundamental se obtiene el espacio de equilibrio de n dimensiones, el cual
es, a su vez, un subespacio del espacio fase termodindmico (Quevedo y
Quevedo, 2011). Las propiedades geométricas del espacio de equilibrio estdn
relacionadas con las propiedades termodinamicas del sistema en cuestion. El
objetivo de la GTD es mostrar que para todos los sistemas termodinamicos es
posible encontrar una relacion entre la curvatura del espacio de equilibrio y la
interaccidon termodindmica de forma tal que las singularidades de curvatura
correspondan a transiciones de fase. Ademas, se demuestra que un proceso
cuasi-estatico libre se puede interpretar como una geodésica a lo largo de la
cual se cumplen las leyes de la termodindmica. De esta manera, se halla una

76



especie de diccionario entre las propiedades termodindmicas de un sistema y
las propiedades geométricas de su espacio de equilibrio.

Geometrotermodinamica en cosmologia relativista

La GTD permite derivar ecuaciones fundamentales a partir de un principio
variacional, mismas que pueden ser usadas para describir diferentes sistemas
termodinamicos. Se demuestra que una ecuacién fundamental muy particular
se puede usar para describir la historia termodinamica del Universo en el
contexto de la teoria de la relatividad de Einstein (Aviles, Bastarrachea-
Almodovar, Campuzano y Quevedo, 2012). Esto significa que dicha ecuacion
fundamental se puede utilizar para generar las diferentes ecuaciones de estado
del modelo cosmologico estandar, incluyendo épocas dominadas por la
radiacion, la materia bosoénica y finalmente por la energia oscura. Ademas, se
presenta una ecuacién fundamental generalizada que lleva a transiciones de
fase y tentativamente se puede implementar para describir la época
inflacionaria del Universo.

Estructura relativista de la termodinamica clasica

Un andlisis exhaustivo del espacio de equilibrio del gas ideal muestra que po-
see una estructura semejante a la estructura causal de la teoria especial de la
relatividad (Quevedo, Sanchez y Vazquez, 2015). Las geodésicas termodina-
micas permiten asociar la direccion del crecimiento de la entropia con la “di-
reccidon del tiempo”. De igual manera, se puede definir un cono adiabdtico,
similar al cono de luz de la relatividad especial, el cual permite introducir el
concepto de futuro y pasado adiabdtico. La tercera ley de la termodindmica
implica que se debe eliminar un punto del espacio de equilibrio, lo cual se
puede interpretar como un cambio de la topologia correspondiente. De esa
manera, se obtiene una descripcién geométrica y topologica de la tercera ley.

CONCLUSIONES

La GTD es un formalismo que permite describir de forma invariante las
propiedades termodinamicas de un sistema en términos de conceptos de
geometria diferencial. Tiene aplicaciones en muchas areas de las ciencias,
tales como termodinamica de hoyos negros, cosmologia relativista, quimica
teorica, econofisica.
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IDEAS INTERESANTES SOBRE GEOMETRIA EN LA ESCUELA MEDIA

Antonio Sangari y Cristina Egiiez

Universidad Nacional de Salta, Argentina
asangari2000@gmail.com, ceguez@gmail.com

En el cursillo se presentara una propuesta de un curso corto de geometria sinté-
tica para la escuela media, con asistencia de GeoGebra. Aunque esta geometria
es fuertemente ldgica, es decir, se basa en un desarrollo axiomatico, estamos
persuadidos de que insistir sobre esto en los primeros afios de la escuela secun-
daria causa rechazo en los estudiantes. Por esta razon, brindamos algunas ideas
para ordenar el desarrollo de los primeros conceptos de geometria.

INTRODUCCION

Basicamente, el problema que hemos detectado es que la comunidad educativa
ha descuidado desde hace unas décadas la instruccion en Geometria Sintética,
priorizando temas de Algebra o de Geometria Analitica. Las razones que
dieron lugar a este hecho varian desde las historicas a las sociales, pero no
profundizaremos en este andlisis.

Creemos que se perdieron recursos formativos relevantes cuando se descuidd
la ensefianza de la geometria basica y que es muy importante recuperarlos.

En el cursillo propondremos una organizacion de los temas de geometria
sintética para la escuela secundaria; también tratamos aspectos de su imple-
mentacion en el aula con GeoGebra como recurso tecnoldgico. Brindamos
algunas ideas representativas de lo que hemos desarrollado en otros cursos
dictados en nuestro medio.

DESARROLLO DEL CURSILLO

El cursillo se desarrollard en dos sesiones de noventa minutos cada una segun
el siguiente temario:

Sesion 1: Angulos adyacentes, opuestos por el vértice y exteriores

Para comenzar, presentaremos las primeras deducciones relacionadas con
congruencias de angulos. Los teoremas que trataremos son los clasicos sobre
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congruencia de angulos adyacentes a un mismo angulo y consecuentemente
los opuestos por el vértices. Trataremos también los &ngulos exteriores.

Ejemplo de actividad

Teorema: En cualquier tridngulo, un angulo exterior es mayor que cualquier
interior no adyacente.

Ejercicio: Realice la prueba del Teorema.
1. Abrauna hoja de GeoGebra y nombrela Prim Teo Ang Ady.ggb

2. .

‘ N

©

Trace el triangulo *~  ABC.

3. A o°
Dibuje el punto medio ® o D del segmento AB.

Trace la circunferencia @ d de centro D que pasa por C.

5.
Trace la recta / CD = e.

iy
Marque la segunda interseccion ® E de d y e. Acerque el
mouse a la interseccidn de la recta e con la circunferencia d. ;Como es
CD con respecto a DE?

7. ‘%’ J >y,

Oculte

8.  Trace los triangulos ACD y BDE. Cambieles el color (clic sobre objeto
— Propiedades — Color). Use un criterio de congruencia para mostrar
que estos son congruentes.

Trace la recta / CB y marque un punto F cualquiera de tal modo
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que B este entre C y F.

10. Muestre que éﬁ)slﬁf y ®<WF

1. 4"
Verifique el resultado anterior con la herramienta (marque los
vértices en sentido horario).

12. A o
Sea G el punto medio ® o del segmento CB. Muestre que

ACG<DBF mediante un procedimiento anéalogo, a partir del paso 3.

13. ;Qué puede concluir?

Sesion 2: Teoremas sobre lados y angulos del tridngulo

En esta sesion prestaremos especial atencidén a los resultados clasicos sobre
triangulos, como por ejemplo el teorema del “pons ansinorum” (que expresa
que si un triangulo es isosceles, entonces tiene dos angulos congruentes) y su
reciproco, y los teoremas que relacionan los lados de un tridngulo con sus an-
gulos opuestos.

REQUISITOS

Los requisitos para afrontar los ejercicios contenidos en la cartilla que se en-
tregard en formato pdf, son las definiciones y los axiomas usuales de la geo-
metria elemental que pueden consultarse en (Efimov, 1984).

METODOLOGIA

Las clases seran de tipo taller, es decir, motivaremos a los cursantes a asimilar
los conceptos mediante la actuacion sobre los mismos. Utilizaremos el pro-
grama GeoGebra para realizar los dibujos que guien a las deducciones y tam-
bién para realizar exploraciones, basandonos en el cardcter dindmico de este
software. Promoveremos la investigacion, la elaboracion de conjeturas, la ar-
gumentaciéon matemadtica, como también, el trabajo personal y en equipo me-
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diante una metodologia activa que lleve al aprendizaje por descubrimiento ba-
sado en la propia experiencia.

RECURSOS

Los participantes de este curso deben contar con un ordenador que tenga insta-
lado el programa GeoGebra en la versidbn mas reciente que se encuentra en la
direccion http://www.geogebra.org/download. Es recomendable, pero no in-

dispensable contar con conexion a Internet, para intercambiar apuntes, guias
manuales, instructivos o tutoriales, o consultas entre sesiones, si se diera el
caso.
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Se presentan avances de una propuesta en la que se pretende incentivar proce-
sos argumentativos en los estudiantes de ciclo 1v de dos colegios distritales de
Bogota. Para ello, los estudiantes resuelven problemas en los que hacen uso de
un programa de geometria dinamica. En los analisis se caracterizan los argu-
mentos producidos segun el tipo de garantias que utilizan los estudiantes.

FORMULACION DEL PROBLEMA

En el segundo semestre de 2013 se hizo un diagndstico inicial sobre cdmo se
llevaban a cabo las clases de geometria en los colegios distritales Cristobal
Colon y Montebello. En una encuesta realizada a docentes se encontré que
ellos esperan que sus estudiantes sepan utilizar conocimientos geométricos al
resolver problemas y tengan claras las propiedades geométricas de algunas
figuras. Ninguno mencion6 algo sobre favorecer, por medio de la geometria,
procesos argumentativos, ni tampoco sobre promover en sus clases la
construccion colectiva de conocimiento.

Ademas, a través de encuestas aplicadas a estudiantes, docentes y encargados
de las salas de informatica encontramos un panorama desalentador. Vimos que
aunque en los colegios habia herramientas tecnoldgicas y se hacia un uso
parcial de estas en las clases de ciencias, lenguaje e informatica, en el area de
matematicas su uso era nulo, especialmente en geometria.

Este diagnostico sirvid como punto de partida de nuestro trabajo de grado en
la Maestria de Docencia de la Matematica de la Universidad Pedagdgica
Nacional (Colombia), programa que cursamos con el apoyo de la Secretaria de
Educacion Distrital. Gracias al vinculo que establecimos con los profesores
del grupo Aprendizaje y Enserianza de la Geometria (E-G), vimos perti-
nente implementar un proyecto que promueva cambios radicales en las clases
de geometria. Buscamos fomentar un clima de argumentacion y construccion
social de conocimiento, con el apoyo de un programa de geometria dinamica,

Bacares, J. y Cruz, M. (2015). Argumentacion de estudiantes del ciclo 1v, apoyada en un
software de geometria dinamica. Memorias del Encuentro de Geometria y sus Aplicacio-
nes, 22, 85-92.



recurso informatico con el que cuenta cada institucién. Con el apoyo del gru-
po, revisamos fundamentos conceptuales y concretamos nuestra pregunta de
investigacion de la siguiente manera: ;Coémo propiciar la actividad argumen-
tativa de los estudiantes del ciclo 1v, mediante el uso de un programa de
geometria dindmica?

MARCO TEORICO

El marco tedrico fundamenta los analisis con los cuales estudiamos dos
componentes centrales del cambio en la clase de geometria para favorecer
practicas argumentativas con el apoyo de un programa de geometria dinamica:
la actividad que llevan a cabo los estudiantes y las practicas argumentativas en
la clase. El primer componente lo enfocamos en lo que el grupo Z-G
denomina “actividad demostrativa”. Para el segundo, nos basamos en los plan-
teamientos de Krummheuer (1995) sobre la argumentacion. La articulacion de
ambos componentes se favorece por medio de un uso particular de la
geometria dindmica, que se constituye en aspecto central del cambio.

Actividad demostrativa como promotora del cambio en la clase

Antes de presentar lo que entendemos por actividad demostrativa vemos nece-
sario exhibir nuestra concepcidén de demostracion en el contexto de la educa-
cion matematica y los nexos que entrevemos de esta con la argumentacion.
Coincidimos con de Villiers (1990) y Mariotti (2006), quienes sehalan que la
demostracion es un medio de descubrimiento, comunicacion y explicacion,
evitando caer en la idea de verla solo como un medio de validacion. La com-
prension y el conocimiento son objetivos de la ensefianza de la demostracion
pues la validacion de resultados no es el unico objetivo de esta, sino la cons-
truccion significativa de conocimiento mediante la justificacion.

De acuerdo con lo anterior consideramos, en consonancia con el grupo Z-g,
que la demostracion puede verse como un proceso (la actividad demostrativa)
y como un producto de ese proceso (la demostracion propiamente dicha) (Pe-
rry, Samper, Camargo y Molina 2013). En el proceso distinguimos acciones
que llevan a la produccién de una conjetura y la produccién de argumentos
para aceptarla, asi como también las acciones de organizacion de las ideas que
posteriormente tienen como meta una explicacion o una justificacion, funda-
mentadas en una argumentacion que se vale de la exploracion realizada o de
un conjunto de hechos geométricos aceptados previamente. Denominamos
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practica argumentativa a la argumentacion que se lleva a cabo durante la acti-
vidad demostrativa.

En el producto, distinguimos la explicaciéon y la justificaciéon como resultados
de practicas sociales que cumplen funciones de tipo comunicativo y constitu-
yen una parte interactiva entre el profesor y los estudiantes. Con el término
“explicacion” nos referimos al conjunto de ideas mediante las cuales se dan a
entender afirmaciones, dudas u objeciones, durante la resoluciéon de un pro-
blema. Con el término “justificacion” consideramos un conjunto explicito de
ideas que dan certeza o validez a una conjetura, sustentado este en apreciacio-
nes empiricas, o a partir de hechos matematicos aceptados por la comunidad
del aula, los cuales conforman un sistema tedrico local. Este se entiende como
una organizacidon de hechos geométricos, en la que algunos de los hechos se
toman como ciertos y los otros se justifican con los primeros. Entre los hechos
estan las definiciones.

La argumentacion como promotora del cambio en
el ambiente de la clase

La principal caracteristica del cambio de ambiente sugerido en la propuesta
que se documenta aqui es la presentacion de situaciones en las que los estu-
diantes argumentan. Estamos comprometidos con un aprendizaje colectivo,
por eso nos interesa trabajar la argumentacion desde el punto de vista social.
Los individuos se esfuerzan por explicar la intencidon de sus acciones, de for-
ma verbal, durante la exploracidén, y como consecuencia intentan tomar la me-
jor eleccion entre un conjunto de opciones para formular una conjetura que
luego justifican. Las relaciones que surgen de la interaccion entre los indivi-
duos generan procesos sociales, que ligados al desarrollo de ideas matematicas
dan como resultado una construccion social de conocimiento.

Nuestro trabajo se basa en la interpretacion que hacemos de las formulaciones
de Krummbheuer (2007) sobre la argumentacion, quien, a su vez, se basa en los
planteamientos de Toulmin (1969, citado en Krummheuer, 1995). Toulmin
define un argumento como una estructura ternaria, compuesta por: unos datos,
una asercion y la relacion que se establece entre datos y asercion mediante una
garantia; esta garantia proviene de un conjunto de hechos que las personas tie-
nen en su bagaje de conocimiento; los datos son aquello que se tiene dado, en
nuestro caso elementos iniciales de una construccién geométrica. La asercion
es lo que se descubre y se conjetura.
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Segin Krummheuer (1995), Toulmin plantea dos clases de argumentos: sus-
tancial y analitico. En el argumento sustancial, el individuo garantiza sus
afirmaciones mediante lo dado y la exploracion empirica. En el argumento
analitico se realizan afirmaciones con base en el conocimiento aceptado por la
comunidad. En nuestro caso, son hechos geométricos que se han organizado
en un sistema tedrico local. Lo que enriquece la argumentacion, son las discu-
siones generadas por los individuos en la solucion de problemas.

METODOLOGIA

Nuestro trabajo de grado corresponde a un experimento de ensefianza. La me-
todologia de los experimentos de ensefianza se ha originado con la intencion
de comprender el desarrollo de los conceptos en los estudiantes, en areas par-
ticulares de la matemdtica (Simon, 2000). El proceso de ensefianza-
aprendizaje se concibe como el espacio en el cual los protagonistas son los
estudiantes, mientras que el profesor cumple una funcién de facilitador de los
procesos de aprendizaje. Son los estudiantes quienes construyen el conoci-
miento a partir de sus experiencias y la reflexion sobre ellas. El experimento
integra una ensefanza en la que se pone en juego una hipdtesis sobre el apren-
dizaje de conceptos o procesos por parte de un grupo de estudiantes, en este
caso de las practicas argumentativas en geometria, mientras el equipo investi-
gador rastrea y registra ese aprendizaje.

La metodologia de investigacion de un experimento de ensefianza tiene tres
fases: (i) la planeacion: se disefia una intervencion de ensefianza, con base en
la meta del aprendizaje, y se toman decisiones sobre los registros que se van a
llevar a cabo al implementar el plan; (i1) la experimentacion: se implementa la
ensefianza y, después de cada sesidn, se reune el equipo investigador con el fin
de determinar posibles modificaciones, segun el curso de los acontecimientos;
y (ii1) el analisis retrospectivo: el equipo investigador, basandose en los datos
recolectados, hace un estudio del aprendizaje de los estudiantes.

EJEMPLO DE ANALISIS

A continuacion presentamos un ejemplo del tipo de anélisis que estamos lle-
vando a cabo.
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Discusion sobre la equidistancia de los puntos 4 y B a la recta /

En el siguiente episodio de clase encontramos la interaccidén del profesor con
el grupo de Gabriel y Kevin, cuando el profesor se acerca a ellos y les pide un
reporte del proceso realizado como parte de la resolucion de un problema. A
partir de una configuracién hecha previamente por el profesor —en la que us6
la simetria axial para obtener el simétrico de un punto A con respecto a una
recta [— los estudiantes tenian que descubrir y explicar las caracteristicas del
comportamiento del punto B al mover la recta l. En clases anteriores se habia
definido simetria axial y se habia identificado la opcidén “simetria axial” de
Cabri. En el episodio, Gabriel explica al profesor como se comporta el punto
B cuando se mueve la recta [. El episodio comienza después de una
exploracidn con la peticion del profesor, ya mencionada.

1 Profesor: ;Qué vieron con [respecto al punto] B? [Figura 1] (Intenta arrastrar el pun-
to B)

2 Kevin: B es un punto fijo.
3 Profesor: ;Un punto fijo? ;Seguro? ;Y si mueve a A?

4  Gabriel:  Si hablamos solo de B ... o sea, es como fragmentando un poco todo el
ejercicio. Si intentamos mirarlo solo por partes, B es un punto fijo, solo por
partes. Ya cuando manejamos (arrastra A) con respecto a A, se mueve
equidistante. (Arrastra el punto A alejdndolo y acercandolo a la recta)

5 Profesor: ;Con respecto a quién?

6  Gabriel: Con respecto al [punto] I [que pertenece a la recta; cree que el nombre de
la recta [, determina un punto [ en ella] [Figura 1].

7  Profesor: (A [el punto nombrado con] la [?, ;solamente a [?
8 Gabriel: A la mediatriz.
9 Kevin: Si. A la mediatriz.

10 Profesor: (Y cudl es la mediatriz?
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11 Kevin: La recta.

12 Profesor: ;Cual recta?

13 Kevin: La que hay ahi. En el punto /.
14 Gabriel: Si. La que pasa por el punto /.

15 Profesor: jAh! La que pasa por el punto /. Bueno, ;y habra otros puntos diferentes a
I, en los que pase lo mismo?

16 Gabriel:  Si. Con respecto a todo se vuelve equidistante y solo... o sea, [[] solo es
como un ejemplo de cualquier punto de la mediatriz. Si movemos I, en
realidad, estaria volviéndose cualquier punto de la recta.

17 Kevin: Tienen la misma dista..., es el punto medio entre 4 y B.
18 Profesor: ;Y como pueden comprobar eso?

19 Gabriel:  Pues... uno, pues por logica, pues al fin [y al cabo] una recta de una linea
esta hecha de puntos.

20 Profesor: Si.

21 Gabriel: Y pues si ponemos un punto sobre la recta [dibuja otro punto sobre la rec-
ta], por mas que movamos a A4, es equidistante con respecto al punto.

Respecto al uso del programa de geometria dinamica, los estudiantes tienen
suficiente manejo del programa Cabri para identificar el comportamiento del
punto B como un punto que no se mueve libremente. Por eso Kevin menciona
que “B es un punto fijo” [2] y Gabriel aclara que el movimiento de B depende
del movimiento de A. Para ello arrastra a A [4].

En este episodio, Gabriel usa Cabri para hacer ostensiva una idea abstracta.
[lustra que un punto de una recta que se usa para mostrar una propiedad de
esta, representa a cualquier punto de la recta. Sus explicaciones en [15] y [20]
estan apoyadas en el uso del programa, pues arrastra el punto / sobre la recta,
haciendo ver que es representativo de cualquier punto de ella.

Respecto a la actividad demostrativa los estudiantes detectan propiedades
invariantes. Inicialmente, Gabriel reporta que los puntos A y B equidistan de
un punto I, sin importar que A cambie de posicion [4, 5]. En el momento en
que el profesor intenta que generalicen la equidistancia de A y B hacia todos
los puntos de la recta, Gabriel menciona que efectivamente equidista de todos
[15,20].
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Adicionalmente, Gabriel realiza una justificacién. Explica: “Con respecto a
todo se vuelve equidistante y solo... o sea, [I] solo es como un ejemplo de
cualquier punto de la mediatriz” [16]. Suponemos que el estudiante recuerda
la definicion de mediatriz, trabajada en un problema previo e intenta explicar
que todos los puntos de la mediatriz equidistan de los puntos fijos A y B.

En cuanto a la argumentacion en este episodio, esta se lleva a cabo durante el
proceso de justificacion. Identificamos tres argumentos sustanciales, dos de
Gabriel y uno Kevin. A partir de mencionar que A y B equidistan de I, punto
de la recta [4, 5], Gabriel concluye que A y B equidistan de la mediatriz [8].
Como no se refiere al hecho geométrico de la definicion de mediatriz no
consideramos el argumento como analitico. Posteriormente, elabora un nuevo
argumento, mas completo que el anterior en el que usa los mismos datos como
lo dado [6], pero concluye que A y B equidistan de cualquier punto de la recta
[ (“Con respecto a todo, se vuelve equidistante” [16]). El esquema de la
primera argumentacion de Gabriel se presenta en la Figura 2.

Datos _ Asercion

Ay B equidistande I, | . Ay B equidistan de la
en larecta [ [4, 6] one mediatriz [8]

Figura 2. Primer argumento sustancial de Gabriel

Mientras tanto, Kevin elabora su propia explicaciéon de validacioén, cuando
dice, “[I] es el punto medio entre A y B” [17]. Parece que esta evocando la
manera como se construyd la mediatriz. Por eso, consideramos que es un
argumento sustancial (Figura 3).

Datos _ Asercion

Ay Bequidistan de [, | . [1] es el punto medio

en larectal [4, 6] entre Ay B [17]

Figura 3. Argumento sustancial de Kevin

COMENTARIO FINAL

Se esperaba que, al momento de la resolucion de ese problema, los estudiantes
construyeran argumentos analiticos; se puede evidenciar que no siempre se
logré este objetivo. Sin embargo, es claro que el programa de geometria dina-
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mica incentiva la produccion de argumentos sustanciales, mostrando en la cla-
se de geometria un avance en la generacién de una cultura de la argumenta-
cion. Posiblemente, como esperamos reportar al término de la investigacion,
debido a una gestion mas decidida del profesor relacionada con promover la
argumentacion lograran formular mayor cantidad de argumentos analiticos.
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En este breve articulo, se presenta una vision general del proceso que lleva al
planteamiento de la relacion de Euler para poliedros convexos y su importancia
para el surgimiento de la topologia. Se procurara hacer énfasis en los elementos
geométricos utilizados en la relacion de Euler, y en mostrar como a partir de
ellos nace, afios mas tarde, una nueva manera de observar los objetos geométri-
cos, idea central para el estudio de la topologia.

PLANTEAMIENTO DE LA FORMULA

En 1750, el matematico Leonhard Euler propone una relacion que se cumple
para todo poliedro convexo: el nimero de vértices mas el nimero de caras
menos el numero de aristas es igual a 2 (V + C — A = 2), un resultado que
surge al intentar clasificar los poliedros, dejando de lado su parte métrica y
pensando en ellos como objetos compuestos de otros elementos geométricos.
La importancia de este producto matemadtico no va ligada solo a su contenido,
puesto que esta es una ecuacion que a simple vista no tiene nada fuera de lo
usual; su trascendencia dentro del desarrollo de la matematica (en particular,
en el surgimiento de la topologia) se debe a las ideas centrales que se tuvieron
en cuenta para llegar a su descubrimiento, ya que antes de Euler, solo en
Descartes se entrevé la intencion de desligarse de la parte métrica de algunos
de los problemas geométricos, pero por falta de ejemplos y resultados ligados
a esta nueva manera de estudiar matematicas no se le da mucha importancia.
Sin embargo, cosas como esta no impiden que en el siglo XViI, el pensar de
una manera diferente a la usual en la geometria diera las primeras
herramientas para el surgimiento de una nueva rama de las matematicas, la
topologia.

VALIDACION DE LA FORMULA

Demostrar la relacion de Euler para poliedros convexos tomo alrededor de 40
anos luego de que se la presentara en el documento Elemental Doctrine

Bello, A. y Peiia, C. (2015). La relacion de Euler: una conexion entre la geometria y la to-
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Solidorum; sin embargo, antes de que se hallara una demostracion formal,
Euler presenté al mundo matemadtico una justificacion de su relacion, pero no
se aceptd debido a inexactitudes en el paso a paso de la demostracion.

La idea central de la justificacion presentada por Euler se basa en:

A cualquier poliedro se le puede retirar un unico vértice de manera algebraica y
geométrica, haciendo un corte conveniente; de esta manera, si se quiere retirar
un vértice A, se busca un plano tal que se elimine tnicamente dicho vértice.
Tomando como verdadera esta idea, si se repite el proceso de corte para cada
uno de los poliedros resultantes, con una serie finita de cortes se puede llegar a
tener como resultado una piramide de base triangular, para la cual es facil co-
rroborar la relacion para los poliedros convexos ya que se sabe que la relacion
de Euler se cumple para este tipo de poliedros.

Legendre logr6 demostrar la relacion para poliedros convexos propuesta por
Euler. Su demostracion se basa en la transformacion de cualquier poliedro
convexo en la esfera, idea que se liga de alguna manera a la justificacion de
Euler.

LA FORMULA DE EULER Y EL SURGIMIENTO DE LA TOPOLOGIA

Tiempo después Lhuilier y Hessel se preguntan si esta férmula funciona para
toda clase de poliedros, y muestran algunas excepciones. Clasificando los
poliedros en diferentes clases (alrededor del siglo xvir) nace la topologia y se
da el mérito del surgimiento de la misma a dos trabajos, en particular: el
problema de los puentes de Konisberg y la relacion para poliedros convexos,
ambos realizados por Leonhard Euler. No en vano estos trabajos dan
surgimiento a la topologia: de ellos se desprenden ideas centrales de esta
nueva rama de la matematica. Ideas como las propiedades que se mantienen
invariantes al transformar figuras por medio de pliegues, dilataciones,
contracciones o deformaciones y el trabajo alejado de las métricas de un
objeto matematico parten inicialmente de la relacion de Euler; es por eso que
esta formula termina siendo el primer invariante topoldgico conocido, y uno
de los trabajos que sirve como cimiento para el desarrollo de la topologia.
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Este documento presenta consideraciones para la ensefianza de la conica elipse,
a partir de aspectos historicos, matematicos y didacticos relativos a ella. Se cen-
tra la mirada en la importancia de las herramientas mecénicas para la ensefianza
de las conicas y su relacion con argumentos demostrativos. Se proponen indica-
ciones generales de actividades para la ensenanza de la elipse.

Es necesario aclarar que este documento presenta algunas consideraciones
expuestas en Beltrdn (2014) y algunos avances en mi trabajo de grado para
titulo de Magister en Educacion con énfasis en Educaciéon Matematica. Este
documento se divide en dos secciones: la primera presenta consideraciones a
los aspectos teoricos, incluyendo lo epistemologico y didéactico de las conicas;
la segunda seccidon se centra en actividades que se pueden realizar para su
ensefianza, basadas en los trabajos de Boytchev (2011) y Beltran (2014).

CONSIDERACIONES RELATIVAS A LOS ASPECTOS TEORICOS

Antes de proponer algunas indicaciones generales para las actividades de
enseflanza de la coénica elipse es indispensable revisar algunos aspectos
tedricos que pueden dar pautas para la ensefianza de este concepto
matematico. En este documento se revisan tres aspectos tedricos importantes:
matematicos, histéricos y didacticos.

Aspectos matematicos

Diferentes libros de geometria analitica (e. g., Larson, Hostetler, Edwards y
Lopez, 1989; Lehmann, 1992/1974) muestran distintas formas de abordar el
estudio de las conicas. Larson et al. (1989) mencionan tres formas de introdu-
cir las conicas. La primera se basa en la concepcidn griega de las conicas co-
mo intersecciones de conos y planos, la segunda recurre a la ecuacion general
de segundo grado y la tercera forma (la que acogen estos autores) se basa en la

Beltran, J. (2015). El elipsografo de Van Schooten: consideraciones para la ensefianza de la
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concepcidn de lugar geométrico, presentando, asi, las condiciones que cumple
cualquier punto del lugar geométrico y la formula candnica de cada conica.

En términos de Larson et al. (1989), una elipse es el conjunto de todos los
puntos (x,y) cuya suma de distancias a dos puntos fijos distintos (focos) es
constante (Cuadro 1). La recta que une los focos corta la elipse en dos puntos
llamados vértices. La cuerda que une los vértices es el eje mayor, y su punto
medio es el centro de la elipse. La cuerda perpendicular al eje mayor por el
centro es el eje menor de la elipse. La forma canodnica de la ecuacion de una
elipse con centro en (h,k) y ejes mayor y menor de longitudes 2a y 2b,
respectivamente, donde a > b es:

G- -0 G-h?  G-R? _

a? b2 b2 a? 1

Eje mayor horizontal Eje mayor vertical

Cuadro 1. Expresion matematica actual de la elipse

Aspectos historicos

El porqué de la necesidad de considerar la historia tanto del proceso de
evolucién de las matematicas como de la implementacion de herramientas
mecanicas para (re)construir y demostrar que la herramienta especifica
describe una determinada conica, se evidencia a partir de lo que expone Bell
(1985, p. 54): “Ningan tema pierde tanto cuando se le divorcia de su historia
como las Matematicas”. Ademas evidencia que “las herramientas son parte de
la misma construccion de las matematicas en muchos momentos”. Beltran
(2014) expresa entre sus conclusiones que es importante el uso de herra-
mientas mecanicas en la construccidon de las conicas. Si se acepta que el uso
de las herramientas (o artefactos mecanicos) puede ser provechoso para la
enseflanza de las derivadas, es necesario pensar cOmo incorporarlas en la
actividad del aula para que los estudiantes lleguen a reconocer las propiedades
de las conicas y, asi, mediante las adigualdades, aquellas se conviertan en
recurso para la comprension del saber relativo a la derivada sin involucrar la
preconcepcion del concepto de limite.

Ahora bien, considerando que es muy amplio aspirar a utilizar todo el espectro
de herramientas mecanicas desarrolladas durante los siglos XvI y XVII (época
donde se realiza la mayor creacion de este tipo de herramientas), se enfatiza en
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el artefacto realizado por Frans Van Schooten, un elipsografo, que permite
mostrar de manera “sencilla” algunas de las propiedades de la curva elipse.
Influyen en Van Schooten, para la creacion de su artefacto mecanico, los
textos de Apolonio, Arquimedes y Pappus, todos relacionados con las conicas.
Otro hecho que lo influye es que durante su formacidon matematica, entre los
anos 1635 y 1640, Van Schooten conoce a René Descartes, quien le envia
algunos de sus documentos. Ruiz (2003) muestra que la relacién entre
Descartes y Van Schooten llego a tal punto que Descartes le da a conocer su
texto Géometrie antes de ser publicado, con el fin de que Van Schooten
expusiera sus apreciaciones y realizara la traduccidon del documento al latin.

A continuacién se describe el elipsografo de Van Schooten y, a partir de la
matematica de la época del inventor, se demuestra que la curva que traza es
una elipse, con lo cual se evidencia como Van Schooten acepta que ese
instrumento realiza la curva elipse. Dado que la herramienta material no
permite trazar de manera continua toda la curva, en este articulo se alude a una
version digital que simula el elipsografo de Van Schooten (Figura 1). El
elipsdgrafo estd formado por dos barras rigidas en forma de cruz (repre-
sentadas en color azul en la Figura 1) y dos barras moéviles (representadas una,
en color morado y la otra, en rojo y verde en la Figura 1). En la version fisica
las barras fijas tiene la forma de T inversa.

c=44 G

e

-—
distancia=31

D N F

Figura 1. Representacion de la version digital — Figura 2. Acercamiento a los tridngulos
que simula el elipségrafo de Van Schooten

Para dar una idea del funcionamiento del elipsdgrafo, ha de saberse que el
trazo de la curva depende del movimiento que se le imprima directamente al
segmento de color morado, movimiento este del cual depende el movimiento
del segmento de color rojo y verde; en ese proceso, el punto L que pertenece al
segmento rojo y verde, describe la curva. A la curva descrita se le llama curva
mecanica, ya que es a partir del movimiento simultdneo de dos lineas rectas
como ella se genera. Para la época de Van Schooten, esta curva no se aceptaba
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como una curva matematica, pues su aceptacion implicaba contravenir la
geometria euclidiana que no permite realizar curvas a partir de rectas. Sin
embargo, era necesario demostrar que la curva descrita era una elipse y la
demostracion seria aceptada si usaba inicamente la matematica euclidiana.

La demostracién se basa en la proporcion de areas de los tridngulos GML y
LNF (Figura 2). A continuacidon se expresa la demostracion a partir de los
datos conocidos presentes en el instrumento.

Datos conocidos: GL = a, LF = b, £GLM = £LFN, £LMGL = £NLF. A partir
de esto se puede determinar que los tridngulos GLM y LFN son semejantes;
por tanto, se tiene una proporcion entre las medidas de sus lados. De esto se
puede afirmar que:

DN? NF?
GL2 ~ LF?

El Teorema de Pitdgoras permite mostrar que NF? = LF?—LN2. Asi, la
proporcion anterior queda como:

DN? LF? — LN? DN? LF? LN? DN? ) LN?
GL2 LF?2 GL?2 ~ LF? LF? GL2 LF?

Usando Nocion Comun 2 de Euclides (Libro I) se puede decir que:

DN?Z N LN? ) LN? N LN? DN? N LN? )
GL2 ' LF?° LF2 ' LF2 GL?2 ' LF?°

Es decir, la suma entre dos razones da como resultado la unidad para todos los
puntos L que describen la curva. Esto concuerda con la nocion de elipse que se
tenia en la época. Ademads, como Van Schooten tuvo acceso a los documentos
de Descartes, se presenta la demostracion analitica con el fin de mostrar que
los mismos procedimientos usados llevan a la notacién actual de la elipse.

DN = x DM =y NF? =b2—y2  GM? =a? —x?

Cuadro 2. Conversion de la notacion a los términos actuales

Con los datos anteriores (Cuadro 2), se explica lo realizado, que coincide con
la forma actual de hacer la demostracién (Cuadro 3):
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xZ b2 _y2 xZ b2 y2 X

a2 b2 a2 b2 b2 a2 b2 az bz

Cuadro 3. Conversiones aplicadas a la demostracion anterior

Aspectos didacticos

Desde el punto de vista didactico, trabajos como los de Cortés y Soto (2012)
muestran que el uso de instrumentos de creaciéon de conicas como el anti-
paralelogramo articulado de Van Schooten y el elipsografo de palancas y
colisa de Inwards permite un acercamiento al concepto de elipse a partir de su
reconstruccion. Da también una visidon de la evolucion del concepto, ya que se
implementan diferentes herramientas para reconstruir diferentes tipos de
curvas.

El aprendizaje de las secciones conicas en el aula escolar presenta varias
dificultades, errores y obstaculos cognitivos y didécticos. Referente a lo
cognitivo se presenta el conflicto con el uso de simbologia adecuada. Godino
y Font (2003) mencionan que este tipo de dificultad se puede presentar al
realizar yuxtaposiciones y operaciones entre términos desconocidos (uso de
las variables x,y) y términos conocidos (términos h, k). Rico (1995) presenta
varios tipos de errores de significado que tienen los estudiantes; menciona, en
particular, los errores presentes en el pensamiento humano, entre los cuales
estan los errores inducidos por el lenguaje o la notacion. Ademads Rico sefala
que estos errores (de significado) se presentan cuando los estudiantes ignoran
el significado de los simbolos o conceptos con los que estan trabajando.

Como lo menciona Boytchev (2011), existe la necesidad de mostrar a los
estudiantes las conicas como algo mas que los diferentes tipos de cortes de un
plano a un cono. Seria significativo que los estudiantes llegaran a interactuar
con las conicas desde diferentes puntos de vista, ya que esto les permitiria
vislumbrar algunas de sus propiedades.

Ademas, experimentos tales como generar una elipse con la luz de una
lampara, dibujar una hipérbola utilizando un hilo de longitud fija, o construir
un mecanismo de rodadura que genera una elipse pueden representar aportes
considerables para que el estudiante logre observar la forma de las conicas y
diferenciarlas; sin embargo, no permiten realmente, como lo muestra
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Boytchev (2011) ofrecer explicaciones claras sobre las diferencias entre estas
figuras, o la manera de calcular los focos de la elipse.

Boytchev (2011), con relacidén al uso de artefactos mecanicos sostiene que
existe un interés latente por usar este tipo de artefactos para la ensefianza de
conceptos matematicos. Existe una gran variedad de herramientas para la
realizacion de representaciones de las conicas. La Universidad de Modena y
Reggio Emilia presenta en uno de sus sitios web' una gran variedad de estas
herramientas, cada una con un simulador interactivo que permite ver su
funcionamiento asi como las medidas variables.

CONSIDERACIONES PARA LA ENSENANZA DE LAS CONICAS

Para la ensefianza de las codnicas (y, en este caso, la elipse), pero no
exclusivamente para dicho tema, se puede sefialar que existen varias
metodologias (e. g., ingenieria didactica e investigacion-accion) y estrategias.
En este documento se presentan actividades generales para enseiar la elipse a
través de la resolucion de problemas matematicos, considerando las posturas
de Bohorquez y Sanjuan (2009).

Si bien no se presentan actividades puntuales, se toman y retoman algunas
indicaciones para actividades de ensefianza de las conicas. Para esto es
necesario considerar lo que presenta Beltran (2014) para la ensefianza del
concepto de derivada con el uso de las conicas. Esta idea esta en consonancia
con la de varios autores que proporcionan indicaciones generales para
actividades con este fin. Entre estos autores se destaca Boytchev (2011), quien
propone actividades generales en las que el uso de herramientas, sean
cotidianas o mecdnicas, aportaria a la ensefianza de las conicas, y el uso de
alguna de estas permitiria a los estudiantes el pensar no solo en las conicas
como contenido matematico sino como un concepto vivo presente en aspectos
de la vida tan sencillos como jugar con la luz y observar un vaso con agua.

Para la ensefianza de la derivada, Beltran (2014) manifiesta la necesidad del
trabajo con curvas conicas, desde la construccion y el andlisis de sus
propiedades. Si bien el interés no estd en la ensefianza de las cdnicas, sino de
la derivada desde una conceptualizacién de la recta tangente, se destaca la
necesidad de conocer, realizar y analizar las curvas conicas. Para ello, se usan

! http://www.macchinematematiche.org/index.php?option=com_content&view=article&id=76&Itemid=153
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ciertas herramientas mecanicas como el paraboldgrafo de Cavalieri y el
elipsdgrafo de Van Schooten. Crean también los artefactos, estudian las curvas
y demuestran que cada curva obtenida efectivamente es la cénica que se
pretendia obtener. A continuacion, con base en Beltrdn (2014) quien aporta
una organizacion secuencial de las posibles actividades segtn las principales
acciones para el uso de las conicas, y en Boytchev (2011) quien sugiere
actividades potenciales que tienen en cuenta las herramientas presentadas para
la ensefianza de las conicas, se propone la siguiente secuencia de actividades:

1 | Introduccion | Presentar a los estudiantes unas primeras aproximaciones a la for-
ma de graficar funciones de diferentes tipos (lineales y cuadrati-
cas). Presentar los objetos con los que se va a trabajar. Se espera
que estos objetos sean de la vida cotidiana (e. g., vasos con agua,
luces y sombras). Esto con la intencioén de que los estudiantes pue-
dan determinar algunas relaciones entre los sucesos y las conicas.

2 | Trabajo con | Trabajar las herramientas de la vida cotidiana desde aspectos mas
objetos coti- | centrados: se pueden incluir las caracteristicas de las sombras se-
dianos gun la posicion de una fuente de luz o segun la inclinacién del vaso
con agua. Se espera que puedan realizar caracterizaciones tanto en
lenguaje informal como en lenguaje semiformal.

3 | Construccion | Una vez realizado el trabajo con herramientas cotidianas, se espera
herramientas | que los estudiantes hayan logrado unas primeras concepciones de
mecanicas las conicas al haber construido las herramientas mecéanicas que las
producen (o simulaciones, segun la poblacion misma). También
que los estudiantes puedan identificar similitudes entre lo observa-
do con las herramientas mecanicas y los objetos cotidianos.

El construir las herramientas y observar las caracteristicas tanto de
las construcciones como de las curvas que se generan, se espera
Trabajo con | que le permita a los estudiantes observar las caracteristicas de las

4 | herramientas | coOnicas vistas tanto en los objetos cotidianos como con las herra-
mecanicas mientas. Se espera que los estudiantes logren profundizar en el
lenguaje para describir la elipse y hacer uso de este para determinar
algunas propiedades que se observen de esta conica.

CONCLUSIONES

Es de mencionar que la implementaciéon de una herramienta especifica de
cualquier tipo afecta la interaccion del estudiante con el saber especifico que
se pretende ensefiar mediante su uso. Esto debido a que la interaccion

101



privilegia algunas perspectivas mientras que invisibiliza otras. Boyer (1986)
muestra que en ciertos momentos histéricos, las interacciones con herra-
mientas para solucionar un problema especifico de las conicas (y otros
conceptos matematicos) privilegiaron algunas interpretaciones de tales
saberes. En este sentido, la implementacion de las herramientas que quieren
poner en juego, efectivamente pueden invisibilizar algunas caracteristicas de
la elipse o restringir la aplicacion de estas caracteristicas en contextos reales
(e. g., la astronomia).
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En este articulo se presenta, de manera general, una investigacion cualitativa
encaminada a propiciar la comprension del concepto de simetria con el doblado
de papel como estrategia didactica, en un grupo de estudiantes del grado déci-
mo de una institucion educativa de Medellin (Colombia). Para lograr el propo-
sito se realizaron una serie de actividades con doblado de papel, apoyadas en el
marco tedrico de la Ensefianza para la Comprension. Dichas actividades hicie-
ron parte de tres fases de ejecucion. La informacion recogida en cada una de
ellas se analizo a la luz de descriptores de desempeiios, lo que hizo posible es-
tablecer los niveles de comprension alcanzados por cada uno de los estudiantes.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En la actualidad, la geometria se concibe como una de las ramas mas
complejas de las matematicas, la cual requiere de un profundo andlisis en la
utilizacion y aprehension de sus conceptos. Por estas razones se ha recurrido a
la implementacion de actividades ludicas en la ensefianza de la geometria,
buscando despertar la motivacion de los estudiantes y amenizar el proceso
formativo, y asi contribuir a generar en los estudiantes una percepcion mas
simple y cordial de la geometria. Lo anterior estd de acuerdo con lo que
Garcia y Lopez (2008) precisan:

[...] [E]l punto de partida para el aprendizaje de la Geometria es el entorno fisi-
co: en esta disciplina el uso de material concreto (sobre todo en los primeros
grados de escolaridad) cobra particular importancia al constituirse en un primer
acercamiento hacia los diferentes grados de abstraccién que se espera que los
alumnos alcancen. (p. 80)

Del mismo modo, en los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN,
1998) se afirma que para el aprendizaje de la geometria se debe dar prioridad a
la actividad sobre la contemplacidon pasiva de figuras y simbolos, actividad
que le posibilite al alumno moverse, dibujar, construir y producir, para que

Cardona, A., Gomez, J. y Santa, Z. (2015). Comprension del concepto de simetria a través
del doblado de papel en el marco de la Ensefianza para la Comprension. Memorias del En-
cuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 22, 103-110.



logre asi una conceptualizacion o representacion interna del conocimiento. En
este sentido, el doblado de papel podria constituirse como una gran
herramienta de ensefianza de la geometria en el aula, ya que permite la
dinamizacion de los procesos de ensenanza y aprendizaje, y ademads le brinda
un rol activo y central al estudiante dentro de este proceso, despertando asi su
interés y disponibilidad hacia el conocimiento geométrico.

En ese sentido, Monsalve y Jaramillo (2003) argumentan que el doblado de
papel, como actividad ludica, proporciona un potencial cognoscitivo, ademas
de ser de gran utilidad didéctica puesto que permite a los estudiantes acercarse
en forma intuitiva a muchos conceptos geométricos implicitos en dichas
actividades. Del mismo modo, sefialan que:

Cuando aplicamos el doblado de papel como herramienta alterna para la solu-
cion de problemas, es sorprendente el interés y el entusiasmo con que los estu-
diantes enfrentan la solucidn de ciertos ejercicios propuestos en los libros clési-
cos de la ensefianza del calculo. (p. 11)

Asi mismo Geretschlager (1995) precisa que la conexion entre la geometria y
el origami esta bien establecida; es por ello que educadores como el aleman
Friedrich Froebel han sugerido el uso del origami como herramienta para la
enseflanza de formas geométricas elementales. Ademads, se han desarrollado
una serie de axiomas y definiciones que estructuran la geometria del doblado
del papel. La simetria es un concepto geométrico que esta presente en nuestro
entorno y en diferentes ramas del conocimiento, e. g., biologia, fisica, arte y
matematicas, en particular en el célculo. Se usa para la elaboracion de gra-
ficos, estructuras, obras de artes; para la explicacién de fendmenos naturales o
para la resolucion de problemas. En este sentido, Bohorquez, Boscan,
Hernandez, Salcedo y Moran (2009), sugieren:

Pero quizas el terreno mas fértil para la simetria lo conseguimos de forma natu-
ral en la geometria. El solo término geometria nos lleva casi de inmediato al
concepto de simetria, a imagenes simétricas, armonicas (p. 478)

Asi mismo Weyl (1989) argumenta que la simetria es una forma o idea que
tiene y ha tenido el hombre para tratar de comprender y crear orden, belleza y
perfeccion. Por su parte, Wolf y Kuhn (1959/1952, p. 38) sostienen que:

En el mundo de la naturaleza habra que concebir, por ejemplo, la forma simé-
trica de los cristales casi directamente en forma tipoldgica; en los seres vivien-
tes, en cambio, la influencia modificatoria, especialmente de las condiciones de
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crecimiento, cubre a menudo tan fuertemente las formas simétricas en las que
estan basadas, que estas solo pueden ser evidenciadas después de profundos es-
tudios.

Sin embargo, no obstante la importancia del concepto, se pudo evidenciar,
mediante observaciones y cuestionarios realizados inicialmente a un grupo de
estudiantes del grado décimo, las diferentes dificultades que presentan al
abordar este concepto. Es a partir de las problemadticas sugeridas aqui como se
hace pertinente sustentar este proyecto de investigacion por medio del marco
tedrico de la Ensefianza para la Comprension (EpC), puesto que como lo
precisa Stone (1999a):

El marco conceptual de la Ensefianza para la Comprension (EpC) estructura la
investigacion para ayudar a los docentes a analizar, disefiar, poner en practica y
evaluar practicas centradas en el desarrollo de comprension de los alumnos. (p.
25)

Finalmente, la propuesta de investigacion sobre la que se reporta en este
articulo tenia como propoésito responder la pregunta: ;Como posibilitar la
comprension del concepto de simetria en los estudiantes del grado décimo, a
partir del doblado de papel y en el marco de la EpC?

OBIJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Se plante6 como objetivo general: Analizar la comprension del concepto de
simetria en los estudiantes de grado décimo, a partir del doblado de papel co-
mo estrategia didéctica, bajo el marco tedrico de la EpC.

Los objetivos especificos se precisaron asi:

* Proponer actividades practicas a partir del doblado de papel, en una
unidad curricular bajos los parametros de la EpC, que permitan a los
estudiantes comprender el concepto de simetria.

* Describir como los estudiantes pueden alcanzar los niveles referidos en
la EpC, en la comprension del concepto de simetria.

ENSENANZA PARA LA COMPRENSION

Bajo el marco tedrico que propone la EpC, la pregunta fundamental que surge
en el planteamiento de una pedagogia de la comprension, es sin lugar a duda:
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,qué es la comprension? Perkins (1999) argumenta que “comprender es la
habilidad de pensar y actuar con flexibilidad a partir de lo que uno sabe. Para
decirlo de otra manera, la comprension de un topico es la capacidad de
desempeiio flexible con énfasis en la flexibilidad” (p. 70).

Elementos para la comprension: Segiin Acevedo (2011), constituyen la
pauta para la planificacion de la ensefianza; no son lineales, cada uno de los
elementos contribuye a la realizacién de actividades en el aula en cuanto
permite la organizacién de los contenidos que se pretenden trabajar; ademas
nos permite validarlos. De acuerdo con Stone (1999b), los elementos para la
comprension incluyen: los fopicos generativos, los cuales son preguntas e
ideas que buscan despertar la atencion de los estudiantes; estan conformados
por conceptos disciplinares y situaciones propias del contexto de los
estudiantes; las metas de comprension, que delimitan lo que se espera que los
estudiantes comprendan; los desemperios de comprension, en los cuales se
concibe la comprension como la capacidad de usar el conocimiento en
diferentes contextos y situaciones de manera creativa y novedosa; tales
desempeios se dividen en categorias progresivas (Fase de exploracion, Fase
de investigacion guiada y Fase de proyecto final de sintesis); y evaluacion
diagnostica continua, que permite reforzar y evaluar el aprendizaje del
estudiante, ademds pretende que los estudiantes reflexionen sobre sus
practicas y el desarrollo de sus actividades.

Dimensiones de comprension: De acuerdo con Acevedo (2011), son ideas
generales necesarias para la comprension, que pueden ser desarrolladas en
cualquier disciplina. Al respecto, Boix y Gardner (1999) mencionan: el
contenido, el cual evaltia el progreso del conocimiento intuitivo de un
estudiante hacia el conocimiento académico; el método, el cual evaltia en los
estudiantes la capacidad para utilizar métodos confiables, para reflexionar
criticamente sobre algin conocimiento o afirmacidon que se le presente; los
propositos, que se refieren a la relacién que establece el estudiante entre el
conocimiento cientifico y la realidad social, lo cual permite determinar los
topicos o conocimientos necesarios y dignos de ser estudiados en el aula, y las
formas de comunicacién (e. g., visual, verbal y audible) mediante las cuales el
estudiante da muestras de su comprension.

Niveles de comprension: Boix y Gardner (1999) afirman que los niveles para
la comprensién permiten diferenciar los desempefios débiles de otros mas
avanzados en la comprension de algin conocimiento; estan divididos en:
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ingenuo, desempefios que se basan en el conocimiento intuitivo, no se realizan
reflexiones frente al conocimiento, a su construccion y a la forma en la que
este se comunica; novato, en el que el conocimiento se constituye como un
aprendizaje repetitivo, donde dificilmente se relacionan los conceptos con
otras areas del conocimiento o con su vida fuera del aula; aprendiz, en el que
el estudiante comienza a usar y relacionar el conocimiento disciplinar con su
cotidianidad; y maestria en el que el estudiante tiene la capacidad de utilizar
su conocimiento para interpretar y actuar en su mundo y para reflexionar sobre
el para qué y por qué se construye.

METODOLOGIA

Apoyados en los argumentos de Hernandez, Ferndndez y Baptista (2010), se
establece que el proyecto es una investigacion cualitativa, puesto que se hizo
necesario estudiar, observar y analizar las practicas existentes, utilizar
diferentes instrumentos para la recoleccion de la informacion; ademas, no se
pretendia generar teoria, sino, por el contrario, refinar y construir hipétesis. El
disefio de investigacion elegido para obtener la informacion, fue el estudio de
casos, puesto que como lo refiere Stake (1998) permite abarcar la complejidad
en un caso particular, con el propdsito de llegar a comprender, mediante su
estudio, su comportamiento en circunstancias importantes. En la investigacion
participaron cuatro estudiantes de estrato socioecondémico 1 y 2, que cursaban
grado décimo en una institucién educativa de Medellin. Ademas de tener
dificultades en la comprension del concepto, ellos presentaron inconvenientes
en la utilizacidon del doblado de papel.

La ruta metodoldgica se dividid en tres partes, de acuerdo a las fases sefialadas
anteriormente. En la fase de exploracion se aplicod a los estudiantes un
cuestionario sobre el concepto de simetria; ademds, se realizaron rectas
perpendiculares, paralelas y construcciéon de la mediatriz con doblado de
papel; estos instrumentos se aplicaron a todos los estudiantes de grado décimo,
con el fin de seleccionar de ese grupo, cuatro estudiantes que tuvieran
problemas relacionados con la comprensién del concepto de simetria y la
utilizacion del doblado de papel. En la fase de investigacién guiada se
realizaron ejes de simetria, translaciones y construcciones de figuras planas y
tridimensionales con doblado de papel, ademés se trabajaron la simetria axial
y central a partir de las figuras. En la fase de proyecto final de sintesis se
expusieron los diferentes trabajos realizados por los participantes en la feria de
la ciencia institucional, con el objetivo de que ellos comunicaran a los
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asistentes lo comprendido con relacion a la simetria, a partir de todo el
proceso.

ANALISIS DE LOS DATOS Y RESULTADOS

El proceso para realizar el andlisis de la informacion consistié en hacer: un
relato de las diferentes observaciones realizadas en el proceso investigativo; la
transcripcion de los diferentes videos registrados en algunas actividades; la
transcripcidn o el registro de los cuestionarios realizados por los estudiantes y
por sus familiares; la codificacion, categorizacién y tematizacion de los
diferentes datos obtenidos, con el propdsito de hacer una comparacion de la
informacién con las tablas de descriptores y, asi, evidenciar los niveles de
comprension, referidos en el marco teorico EpC, alcanzados por cada uno de
los participantes.

A partir de las actividades realizadas con los participantes se fueron
construyendo unos descriptores de desempefios, que se fueron refinando con
la informacion obtenida y a través del analisis de la misma. Estos desempefios,
a su vez, junto con las actividades permitieron la creacién de una unidad
curricular basada en el marco teérico de Ensefianza para la Comprension, la
cual cuenta con un tépico generativo, metas de comprension, actividades y
desempeios que se dividen en las tres fases mencionadas anteriormente en la
ruta metodoldgica; ademads, considera un método de evaluaciéon diagnodstica
continua para realizar en todas las actividades trabajadas.

CONCLUSIONES

Con la realizacion del proyecto de investigacion se pudo evidenciar la
importancia del doblado de papel en la ensefianza de la simetria, puesto que
esta estrategia permitid facilitar la ensefianza del concepto y dinamizé los
diferentes procesos de aprendizaje en los estudiantes. Ademas, permitido que
los participantes establecieran relaciones entre el concepto geométrico y su
contexto por medio de las figuras realizadas, las cuales representaban objetos
o seres de la naturaleza conocidos. Por otra parte, se lograron alcanzar
diferentes desempenos de comprension en cada uno de los participantes, lo
que posibilitd establecer los niveles de comprension logrados por ellos. Se
hizo evidente también un considerable progreso en la comprension del
concepto de simetria.
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Los diferentes logros en la comprension del concepto de simetria, alcanzados
por medio de las actividades realizadas y planificadas de acuerdo a los
elementos para la comprension, abren las puertas para el disefio de otras
actividades que puedan ser utilizadas a favor de la comprension de otros
conceptos geométricos. El desarrollo del proyecto permitid reconocer la
importancia de utilizar estrategias didacticas; en particular, el doblado de
papel para la ensefianza de la geometria. Ademas, permitid establecer la
necesidad de seguir reflexionando respecto a las diferentes metodologias que
se pueden construir para establecer un didlogo entre los estudiantes y el
conocimiento geométrico, para tratar de solventar todas esas dificultades que
se presentan en el aprendizaje y la ensefianza de esta rama de las matematicas.
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El pasatiempo de los cuadrados magicos se puede emplear en el aula como ob-
jeto de estudio, con el proposito de acercar a los estudiantes al estudio de con-
ceptos aritméticos, algebraicos, geométricos y otros. Al no mantener ajenos es-
tos conceptos al contexto escolar y de diversion de los estudiantes, se puede
propiciar el quehacer matematico en el saléon de clases. A continuacidon se ex-
ponen algunas consideraciones sobre cuadrados magicos que pueden llegar a
convertirse en ideas para el desarrollo de las clases de geometria a nivel escolar.

PRELIMINARES

Una matriz A de tamafio mXn es un arreglo rectangular de m - n numeros
reales dispuestos en m filas y n columnas, escritos entre corchetes como sigue a

continuacion:
a}1 a}z a'lj a?n
A= a:l-l a;Z . a:i i a;n
a,,'l1 a;nz a,'n e Qmn

donde los subindices indican la fila y la columna de localizacion en la matriz de

cada nimero real; a los a1, a4, ..., Qmy se les llama elementos o entradas de
la matriz. (Si m = n, la matriz recibe el nombre de cuadrada). (Jiménez, 2004,
p- 2)

Una sucesion aritmética (B,) es una sucesion de la forma: b, (b + ¢), (b +
2¢), (b + 3¢), (b + 4c), ... es decir,

by=b,b,=b+c,bs=b+2c,...,bpb=b+(h—-1c,...,b,=b+(n—1)c

El nimero b € Z corresponde al primer término de la sucesion; ¢ € Z y es la di-
ferencia comun de la sucesion (Stewart, Redlin y Watson, 2012, p. 795).

Dominguez, L. y Medina, 1. (2015). Consideraciones sobre cuadrados magicos. Memorias
del Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 22, 111-118.



DESCRIPCION DEL METODO

Muchos de los estudios sobre cuadrados magicos se enfocan en la busqueda de
métodos de construccion de los mismos. Uno de los mas relevantes, segun lo
manifiesta Bulajich (2009), lo publicé el matematico, escritor, poeta y
diplomatico francés Simén de la Loubére en 1693; este método se conoce
como siamés o hindu y se utiliza en la construccion de cuadrados magicos de
orden impar, es decir, cuadrados magicos de lado impar. A continuacion, se
hara una descripcidn detallada del método.

Cuadrado magico

Un cuadrado magico construido segun el método hindi es una matriz de
tamano nxn, con n = 2k + 1, k € N, donde sus entradas (a;q, @42, -,
(,y) corresponden a los n? términos de una sucesion aritmética (B,,), que
cumple las siguientes condiciones:

(i)  Qi@k+1) corresponde al primer término de la sucesion, es decir, b;.
(i) Siby = a;j, entonces b1 = Ai—1)(j+1), cON las siguientes restricciones:
a) Sii—1=0,yj+1+# 2k + 2, entonces bp11 = A2x41)(j+1)-
b) Sii—1#0,yj+1=2k+ 2, entonces b1 = qgj_1)1-
¢c) Sii—1=0,yj+1=2k+2, entonces bpy1 = Az(z+1)-
d) Sien ag_q)+1)se tiene un término de la sucesion by tal que g < h, entonces

bp+1 = Qi+1)j-

Como consecuencia de lo anterior se cumple que la suma de las entradas
pertenecientes a cada fila es igual a la suma de las entradas pertenecientes a
cada columna e igual a la suma de las entradas pertenecientes a cada diagonal.

Como ejemplo del método de construccion se presenta el siguiente cuadrado
magico de lado 5, es decir, una matriz 5 X 5, cuyas entradas son los términos
de la sucesion: 15,13,11,9,...,—31, —33 (sucesidén cuyo primer término es
15 y de diferencia comun —2); asi, k = 2,b = 15,¢c = —2.

1) El nimero 15 corresponde a la entrada a3, de acuerdo a la condicion (i).

2) El siguiente término de la sucesion, es decir el nimero 13, corresponde a la entrada
as,, de acuerdo a la restriccion a) de la condicion (ii).
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3) El término 11 corresponde a la entrada a,s de acuerdo a la condicion (ii) y el siguiente
a este, es decir el nimero 9 se asigna a a3, segun se indica en la restriccion b) de la
condicion (ii).

4) El término 7 corresponde a la entrada a,, de acuerdo a la condicion (ii) y el siguiente
término, es decir, el nimero 5 se asigna a a3, segin se indica en la restriccion d) de la
condicion (ii).

5) Los términos de la sucesion 3 a —13 se localizan en forma andloga a los pasos descri-

tos anteriormente. EI nimero —15 corresponde a la entrada a,z, segun se indica en la
restriccion c) de la condicion (ii).

a;; Q12 15 1 -13
aszq 7 3 —-11 -15
9 5 -9 az azs
-3 =7 Au3 Gy 11
-5 as; as3 13 -1

6) Finalmente, se localizan los términos restantes de la sucesion de acuerdo a las anterio-
res condiciones, dando como resultado el siguiente cuadrado magico:

-17 =31 15 1 -13
—29 7 3 —-11 -15

9 5 -9 =23 =27
-3 -7 =21 =25 11
-5 -19 -33 13 -1

Obsérvese que la suma de las entradas de cada una de las filas es igual a la
suma de cada una de las columnas y de cada una de las diagonales; siendo este
valor de —45.

CONSIDERACIONES

De la construccion a la simetria axial

El método de construccion abordado no es el unico para la construccion de
cuadrados magicos de lado impar. Al reflejar el cuadrado respecto a un eje de
simetria se encuentran variaciones del método antes descrito.

Primera variacion del método

Al reflejar el cuadrado magico obtenido con la construccién del método des-
crito al inicio de este documento, con k = 2, b = 1, ¢ = 1, respecto a un eje
vertical, se obtiene una primera variacidn como se registra en la Figura 1.
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17 (24 |1 |8 |15 15 (8 (1 (24 |17
23 (5 |7 |14 |16 16 (14 |7 |5 |23
4 |6 |13 |20 |22 22 (20 |13 |6 |4

10 (12 |19 |21 |3 3 (21 |19 |12 |10
11 (18 (25 |2 |9 9 (2 |25 |18 |11

Figura 1. Reflexion respecto a un eje vertical

Se puede observar que el arreglo matricial resultante de la reflexion conserva
las condiciones que lo hacen ser cuadrado magico, sin embargo, unos cambios
pueden evidenciarse en la manera en que debe ser construido, estos son:

(i)  @iq+1) corresponde al primer término de la sucesion, es decir, b;.
(ii) Siby = aj, entonces by,1 = A(;_1)(j-1), con las siguientes restricciones:
a) Sii—1=0,yj—1%0,entonces bpy1 = A2k+1)(j-1):
b) Sii—1+#0, yj—1=0,entonces b1 = Agi—1)2k+1)-
c) Sii—1=0,yj—1=0,entonces bp,1 = ay;.
d) Sien a_q)j-1) se tiene un término de la sucesion b, tal que g < h, entonces
bp+1 = Qi+1)j-
Segunda variacion del método

La segunda variacién que sera considerada es la reflexion respecto a un eje
horizontal del cuadrado obtenido en la primera reflexion (ver Figura 2).

En este caso, la construccion se modifica asi:

(i)  a@k+1)k+1) corresponde al primer término de la sucesion, es decir, b;.
(ii) Siby = aj, entonces by11 = A(i11)(j-1), cON las siguientes restricciones:
a) Sii+1=2k+2, yj—1+0,entonces b1 = y(j_1)-
b) Sii+1#2k+2 yj—1=0,entonces bpyy1 = Ai41)2k+1)-
¢) Sii+1=2k+2,yj—1=0,entonces bpy1 = Ap;.-

d) Sien ag4qyj-1) s tiene un término de la sucesion b, tal que g < h, entonces

bp+1 = agi-1)j-
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17 (24 |1 |8 |15 15 18 |1 |24 |17
23 (5 |7 |14 |16 16 |14 |7 |5 |23
4 |6 |13 |20 |22 22 120 |13 |6 |4

10 (12 (19 |21 |3 3 121 |19 |12 |10
11 |18 (25 |2 |9 9 12 |25 |18 |11

22 120 |13 |6 |4

16 |14 |7 |5 |23

15 18 |1 |24 |17

Figura 2. Reflexion respecto a un eje horizontal

Tercera variacion del método

El tercer movimiento se realiza haciendo reflexion del cuadrado obtenido en la
segunda variacion (ver Figura 3), respecto a un eje vertical; en este caso el
método de construccion se modifica de la siguiente manera:

(i) A@k+1)(k+1) corresponde al primer término de la sucesion, es decir, b;.
(ii) Siby = a;j, entonces by11 = A(i11)(j+1)> CON las siguientes restricciones:
a) Sii+1=2k+2 yj+1+#2k+2,entonces bpyq = Aq(j41)-

b) Sii+1#2k+2, yj+1=2k+2,entonces bpyq = Ais1)1-
¢c) Sii+1=2k+2, yj+1=2k+2,entonces by.1 = Azx(2k+1)-

d) Sien ag4q)j+1) s€ tiene un término de la sucesion b, tal que g < h, entonces

bpi1 = ag—1y;-
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17 124 |1 |8 |15 15 (8 (1 |24 |17
23 |5 |7 |14 |16 16 (14 |7 |5 |23
4 |6 |13 |20 |22 22 (20 |13 |6 |4
10 |12 |19 |21 |3 3 (21 |19 |12 |10
11 (18 |25 |2 |9 9 (2 |25 |18 |11
11 (18 |25 |2 |9 9 (2 |25 |18 |11
10 |12 |19 |21 |3 3 (21 |19 |12 |10
4 |6 |13 |20 |22 22 (20 |13 |6 |4
23 |5 |7 |14 |16 16 (14 |7 |5 |23
17 124 |1 |8 |15 15 (8 |1 |24 |17

Figura 3. Reflexion vertical del segundo movimiento'

De la construccion del cuadrado magico a otra representacion

Un cuadrado magico de nxn, con n = 2k + 1, k € N, resulta ser la
disposicién conveniente de n? términos de una sucesion aritmética b,,, sin
embargo, no es la tinica manera de presentar esta sucesion. A continuacion, se
presenta (ver Figura 4) una representacion alterna de la sucesion de términos
que componen el cuadrado magico normal de orden cinco (ver Figura 1).

Esta representacion se construye haciendo uso de los elementos de la sucesion
y del cuadrado de la siguiente manera:

* En la primera fila se sitian los términos b,, de la sucesion,

* La columna del lado izquierdo representa los nimeros de cada una de
las columnas del cuadrado, para este caso cinco numeros. La primera
columna (C,)), corresponde a los C,, = k + n(mod 2k + 1).

! Este movimiento es similar a reflejar el cuadrado magico original sobre el eje horizontal.
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Los simbolos x marcados en cada fila representan los nimeros que se
encuentran en cada columna del cuadrado magico, en el ejemplo, en la
columna 5 del cuadrado se encuentran los nimeros 3,9, 15,16, 22.

Ca

b,

1234567891011 12

13

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Ci=3 x X

X X X

X X

Figura 4. Representacion del cuadrado mégico de orden cinco

CONCLUSIONES

El estudio de los cuadrados magicos de orden impar y su construccién por el
método hindu se podria abordar en la escuela, haciendo uso de un lenguaje
menos formal. A continuacion se presenta una propuesta. La descripcion de la
construccion del método hindu puede ser:

(i)
(i)

El primer nimero se ubica en la mitad de la primera fila.

El namero siguiente se ubica en la celda ubicada arriba a la derecha, teniendo en cuen-
ta las siguientes condiciones:

a)

b)

c)

d)

Si el namero se sale del cuadrado magico por las filas, entonces el nimero se ubi-
cara en la ultima fila avanzando una columna.

Si el namero se sale del cuadrado magico por las columnas, entonces el nimero
se ubicard en la siguiente fila y primera columna.

Si el namero se sale tanto por las filas como por las columnas, entonces el nimero
se ubicard en la siguiente fila y misma columna.

Si la casilla en la que el nimero se ubicaré se encuentra ocupada, entonces el ni-
mero se ubicara en la siguiente fila conservando la columna.

En el Instituto Pedagogico Nacional se proponen espacios de orientacion
llamados talleres en los que participan estudiantes del grado sexto a noveno.
En uno de estos espacios se presentaron algunos cuadrados magicos
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construidos mediante el método hindu. Se les pidid, entre otras cosas, que
encontraran una manera general de construir un cuadrado magico de lado
impar. Luego de discutir en clase algunos de los resultados hallados por los
estudiantes, se obtuvieron pasos similares a los descritos en la primera con-
clusién, sin embargo, por “economia” los discentes describen la construccion
realizada como “diagonal derecha hacia arriba o abajo”.

Teniendo en cuenta el lenguaje “econdmico” de los estudiantes, la descripcion
de la construccion de los cuadrados magicos al ser reflejados seria: Primera
variacion: “diagonal izquierda hacia arriba o abajo”. Segunda variacidn:
“diagonal izquierda hacia abajo o arriba”. Tercera variacion: ‘“diagonal
derecha hacia abajo o arriba”.

El método de construccién hindi y las variaciones estudiadas pueden ser
consideradas como operaciones definidas en el conjunto de los cuadrados
magicos. Es natural, entonces, preguntarnos por las propiedades que cumpliria
una estructura algebraica asi definida.

En la representacion alterna descrita en este documento es posible encontrar
regularidades relacionadas con la ubicacion y cantidad de marcas por fila.
Regularidades que podrian resultar tutiles para abordar procesos de gene-
ralizacion, y para estudiar sucesiones en la educacion basica secundaria.

Reconociendo los patrones encontrados en la representacion alterna es posible
obtener una descripcion distinta del método hindu.

Por la experiencia obtenida en el espacio de taller desarrollado en el Instituto
Pedagogico Nacional, hemos podido mostrar que el estudio de objetos
matematicos no habituales en la escuela, como los cuadrados méagicos, resulta
interesante a los estudiantes, lo que los mantiene motivados y permite su
acercamiento al quehacer matematico en el aula.
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La investigacion aqui presentada se oriento a caracterizar la comprension de los
conceptos de perimetro y area y la independencia de sus medidas en el contexto
de la agricultura del café, en tres estudiantes del grado 5° de una institucion
educativa en el suroeste antioqueno. El planteamiento del problema presenta la
historicidad y vigencia de los conceptos, las dificultades de comprension y el
contexto como insumo de aprendizaje. El marco conceptual expone los aparta-
dos que se utilizaron en mayor medida para la investigacion: definicion, ele-
mentos, dimensiones y niveles. La metodologia aborda dos asuntos: el para-
digma que dio el caracter humanista y naturalista a la investigacion, y el
método que posibilitod realizar la descripcion de la comprension de cada uno de
los participantes. Finalmente, se presentan algunas conclusiones.

EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

En este apartado se presentan la historicidad de los conceptos objeto de estu-
dio de la investigacion realizada, las dificultades de comprension, la contex-
tualizacion del aprendizaje y el planteamiento del problema.

El area y el perimetro en la historia de la geometria

Diversas culturas (e. g., babilénica, egipcia, sumeria) resolvieron problemas
concernientes al area de poligonos, a la superficie contenida en una circunfe-
rencia y a las relaciones que pueden establecerse con las areas contenidas tan-
to por las curvas como por los poligonos; para ello, utilizaban técnicas de tra-
zo y formulas que se encuentran en documentos historicos como papiros y
tablas de arcilla (Cortés, 2012).

Posteriormente, con el surgimiento de nuevos retos, tanto practicos como
deductivos, se llego a lo que Larson y Hostetler (1990/1986) denominan “El
problema de las areas” (p. 113), que consiste en hallar el area contenida en una

Gonzalez, D., Santa, Z. y Londofio, R. (2015). Comprension de los conceptos de perimetro
y area y la independencia de sus medidas, en el contexto de la agricultura del café. Memo-
rias del Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 22, 119-126.



curva o la longitud de la linea que la define. Otros autores, como Fandifio y
D’Amore (2009), aseguran que fue de gran importancia la relacion de la
longitud de la circunferencia con el area en ella contenida. Este asunto
interesé a personalidades como Arquimedes, quien lo abordé usando el
método exhaustivo (Parra, 2009); posteriormente, este método se perfecciond

con el pas6 al limite y la nocion de infinito, lo que llevo a la aparicion del
calculo (Gonzalez, 2014).

Dificultades en la comprension de los conceptos de perimetro y area
y de la independencia de sus medidas

La experiencia como docente de educacion bésica de quien fuera el investiga-
dor del estudio sobre el que se reporta en este articulo, y el rastreo bibliografi-
co de diversas fuentes nos permitieron identificar algunas problematicas como
la reduccion del area a la aplicacion de una formula o la falsa dependencia de
aquella con relacién al perimetro. Al respecto, Corberan (1996, p. 10) senala:

Esta “falsa” relacion entre el area y el perimetro, que se ha constatado que esta
muy arraigada en los alumnos, pone de manifiesto que éstos piensan en el area
y en el perimetro como en dos propiedades de la superficie intimamente ligadas
[...] Se ha constatado que para una mayoria de alumnos de primaria el area se
reduce a la expresion “longitud x anchura” [...] Este tipo de ensefianza conduce
a los alumnos ha [sic] desarrollar una pobre concepcion numérica del area, aso-
ciando ésta a una formula de célculo. Esta extrema pobreza de su instruccion
contrasta con su rico contexto en la naturaleza, la cultura y la sociedad.

Con relacion a esto mismo, Fandifio y D’ Amore (2009, pp. 85-86) sostienen:

... la literatura de investigacion (y también la historia y la leyenda) han demos-
trado ampliamente que un gran nimero de estudiantes de todas las edades estan
convencidos de que existe una relacion de estrecha dependencia entre estos dos
conceptos sobre el plano relacional, del tipo: Si A y B son dos figuras planas,
entonces: si (perimetro de A > perimetro de B) entonces (area de A > area de
B); idem con <; idem con = (por lo cual: dos figuras iso-perimétricas son nece-
sariamente equi-extensas). Y viceversa cambiando el orden “perimetro-area”
con “area-perimetro”.

Otra situacion que refuerza el conflicto en la comprension de ambos conceptos
y su unidad de medida, es a la que Gonzalez (2014, p. 39, citando a Chamorro
et al., 2008) se refiere como “dificultad en el proceso de decantacion entre
longitud y superficie”.
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Contextualizacion del aprendizaje

En la educacion matematica, una de las formas de entender el contexto esta
asociada a los ambientes sociales que favorecen el aprendizaje y la compren-
sidon de conceptos; en este sentido, el Ministerio de Educacidén Nacional (Co-
lombia) (1998) lo explica de la siguiente forma:

El contexto tiene que ver con los ambientes que rodean al estudiante y que le
dan sentido a las matematicas que aprende. Variables como las condiciones so-
ciales y culturales tanto locales como internacionales, el tipo de interacciones,
los intereses que se generan, las creencias, asi como las condiciones economi-
cas del ambiente social en el que se concreta el acto educativo, deben tenerse en
cuenta en el disefio y ejecucion de experiencias didacticas. (p. 36)

Teniendo presente lo anterior, y que las familias del corregimiento' en el cual
se llevd a cabo la investigacion obtienen el sustento de las acciones inherentes
a la comercializacion del café (la siembra del café es la principal actividad de
la region), se tomd la decision de indagar si el contexto agricola es un insumo
util para la comprension de conceptos geométricos.

Planteamiento del problema

En Gonzalez (2014), se encuentra una alusién a lo que deben ser el aprendiza-
je de las matematicas y la comprension de los conceptos que en ella se estu-
dien. Al respecto, afirma que:

El aprendizaje de las matematicas tiene que ir mas alla de la aplicacidon “en se-
rie” de algoritmos que despejan X, expresan el cuadrado de un binomio o el
grado de rotacion de una figura, establecen semejanzas entre tridngulos, calcu-
lan el area o estiman el perimetro de figuras planas. (p. 77)

Santa, Londofio y Gonzélez (2013), respecto a la investigacion aqui reportada
y en pro de hacer frente a las dificultades en la comprension, se propusieron:

[...] enfocar esfuerzos para lograr que los estudiantes avancen en la compren-
sion de los conceptos objeto de estudio, utilicen lo aprendido en diferentes si-
tuaciones y lo expresen correctamente. (p. 65)

! Centro poblado, de zona rural, que no cuenta con recursos propios ni de la Nacién, por lo
cual depende administrativamente del municipio al que pertenece.
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Lo anterior condujo a adoptar un marco tedrico cuyo foco de atencién fuera la
comprension y que, ademads, orientara la manera de caracterizarla o analizarla.

La problematica descrita llevo a formular la siguiente pregunta de investiga-
cion:
(Como comprenden los estudiantes del grado 5° de la I. E. Santa Rita los con-
ceptos de perimetro y area, y la independencia de sus medidas, en el contexto

de la agricultura del café, segiin el marco conceptual de la Ensefianza para la
Comprension? (Gonzalez, 2014, p. 78)

Los elementos y herramientas de investigacion utilizados para responder la
pregunta se exponen a continuacion.

MARCO DE REFERENCIA CONCEPTUAL: ENSENANZA PARA LA
COMPRENSION

El marco conceptual que se adoptd presenta una definicion de comprension,
establece unas dimensiones que permiten describirla y niveles que posibilitan
caracterizar el progreso en la misma. Ademds, proporciona elementos que
orientan la planeacién curricular enfocada en la comprension.

Segin Perkins (1999), la comprension tiene que ver con la capacidad de
desenvolverse con flexibilidad y eficiencia a partir de lo que se sabe, de usar
el conocimiento en diferentes contextos y escenarios y, ademads, de expresarse
con fluidez y coherencia disciplinar. La teoria de la Ensefianza para la Com-
prension postula elementos para guiar la planeacion curricular; segin Stone
(1999), estos son:

Topicos generativos: buscan alinear los aspectos centrales de la disciplina con
los intereses de los estudiantes y las intencionalidades del docente.

Metas de comprension: definen y especifican aquello que se espera que los
estudiantes comprendan.

Desemperios de comprension: dado que la comprension no se cuantifica sino
que se observa o aprecia, el marco sugiere tener desempefios claramente
establecidos con los que pueda caracterizarse.

Hilo conductor: durante la implementacion de la planeacidon pueden aparecer
nuevos intereses que desviarian la atencion de lo estipulado en el topico
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generativo y las metas de comprension; la funcion del hilo conductor es
mantener la estructura de la unidad curricular.

La teoria de la Ensefianza para la Comprension propone cuatro dimensiones
desde las que se puede evaluar la comprension. La que se ocupa de los
métodos examina si los estudiantes usan o no de manera coherente los
procedimientos disciplinares; la de contenido, evalua si los conceptos o
argumentos son claramente relacionados y si las creencias intuitivas han sido
satisfactoriamente transformadas; la de praxis se centra en observar el grado
de conciencia en el uso del conocimiento y de las implicaciones que conlleva
hacerlo; por ultimo, la de formas de comunicacion se ocupa de evidenciar
como se presenta el conocimiento, si se utilizan diferentes medios y se hace
con soltura, sin perder exactitud y rigor (Boix y Gardner, 1999).

Como ya se dijo, para determinar el grado y el progreso de la comprension se
establecen unos niveles de comprension. Presentados en complejidad creciente
son: nivel de novato, en este se encuentran quienes no logran establecer
relacién entre el saber cultural y el académico o en quienes las creencias
intuitivas prevalecen; nivel de ingenuo, en este se catalogan aquellos que
establecen minimas relaciones entre lo aprendido de una disciplina y sus
saberes previos, ademds se evidencia escepticismo hacia sus creencias
iniciales; nivel de aprendiz, los desempefios en esta escala de la comprension
se caracterizan porque las relaciones entre el saber de una ciencia y el cultural
son coherentemente comparados y se establecen relaciones logicas, ademas, el
nuevo conocimiento se somete a andlisis con rigor y especificidad; por ultimo
se tiene el nivel de maestria, en este se encuentran quienes logran redes de
conocimiento entre diferentes ramas o saberes especificos, usan los métodos
disciplinares adecuados y sus expresiones denotan dominio tanto del saber
académico o cientifico como del publico hacia el cual se dirigen.

METODOLOGIA

A continuacién se presentan el paradigma, el método y el tratamiento de la
informacidn que se utilizaron para la investigacion.

La investigacion estuvo orientada hacia el analisis de la comprension de los
participantes, para llegar a responder el interrogante planteado sobre como
comprenden ellos en un contexto sociocultural especifico. Asi que, el investi-
gador tuvo que adentrarse en el contexto para entenderlo; esto, en palabras de
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Vasilachis (2006), determina el caracter naturalista del estudio. Puesto que la
informacién recopilada no se utilizd para corroborar juicios (inductiva), que
los participantes y su contexto se consideraron como unidad (holistica) y, por
tanto, humanista (Taylor y Bogdan, 1987), y que la interaccidn entre el inves-
tigador y la unidad contexto-participantes fue una “realidad epistémica” (San-
doval, 2002, p. 28), es posible asegurar que la investigacion se dio bajo el pa-
radigma cualitativo.

Por tratarse de una investigacion en la que la descripcidon de la comprension y
el andlisis del proceso de su evolucion se dieron para cada uno de los partici-
pantes, se eligio el método de estudio de casos. Autores como Stake (1999)
validan esta decision; sobre el método en mencion, Stake dice que permite
ocuparse de “la complejidad de un caso singular, para llegar a comprender su
actividad en circunstancias importantes” (p. 11). En este sentido, se presto
especial atencion a si el lenguaje coloquial usado para expresar situaciones
propias de la practica agricola y las formaciones de los sembrados se podian
considerar un contexto propicio para la comprensioén de los objetos de estudio
aqui tratados.

La informacion recopilada en las entrevistas, las practicas de campo, los talle-
res de aula, los didlogos grupales y las interacciones con grupos colaboradores
se contrastd con lo consignado en una rubrica de caracterizacion, denominada
rubrica de descriptores de categoria por nivel. Esta se elabord con categorias
establecidas a priori, lo mismo que los descriptores, pero estos ultimos se fue-
ron refinando debido a circunstancias emergentes. Ambos aspectos se estable-
cieron para cada una de las dimensiones y niveles. Todo el conjunto se cons-
truyd a partir de lo que algunos autores del marco denominan “tablas de

relaciones de dimensiones por rasgos y niveles” (Boix y Gardner, 1999, pp.
246-247).

CONCLUSIONES

La segmentacion o subdivision de una finca en terrenos de sembrado (lotes) y
de estos en porciones menores (tajos) dio significado al hecho de que el area
puede establecerse a través de la suma de superficies (Viedma, 1970).

La evocacion, es decir, la frecuente mencidon que los participantes hacian de
los nombres empleados para las distribuciones de los terrenos destinados a la
siembra (e. g., finca, lote, tajo) ayudo a favorecer la clara distincién entre lon-
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gitud y superficie, con lo que se hizo frente a este “claro obstaculo epistemo-
logico” (Chamorro et al., 2008, p. 248).

Los participantes comprendieron, a través de la manipulacién de almacigos y
recortes de fotografias de lotes de café, que el area es una propiedad de la su-
perficie, que se conserva a pesar del cambio de forma y la variacion del peri-
metro, y viceversa.

La rubrica de descriptores de categoria por nivel permitidé que a lo largo de la
interaccion del investigador con los participantes, se caracterizara la compren-
sion de los conceptos objeto de la presente investigacion. La rubrica también
permitid, finalizada la investigacidn, establecer hasta qué nivel, para cada di-
mension, habia progresado cada uno de los participantes, y con ello realizar el
analisis de la comprension. Terminado este, se evidencio que el minimo nivel
alcanzado fue el de aprendiz.
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RECONSTRUCCION DE CURVAS CERRADAS A PARTIR DE
LA FUNCION ANGULAR EN EL PLANO

Claudia Loaiza y Milton Lesmes
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Se presenta una breve introduccion a la Teoria de reconstruccion de curvas, con
base en el articulo titulado Fourier descriptors for plane closed curves de Char-
les T. Zahn y Ralph Z. Roskies. Dada una curva regular a trozos, se calcula su
respectiva funcion angular y, a partir de esta funcidn, se reconstruye la curva.
Este procedimiento puede ser significativo cuando, por ejemplo, una curva co-
mo la circunferencia se reconstruye a partir de un segmento de recta.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Al realizar una lectura general de Zahn y Roskies (1972) se observa la
necesidad de desarrollar la reconstruccion de una curva segin el com-
portamiento de sus angulos; por este motivo, es necesario entender el desa-
rrollo de esta teoria, y surge el siguiente interrogante: ;Cuales son los
conceptos que intervienen en la reconstruccidon de curvas cerradas y regulares
a trozos en el plano euclideo, a partir de su correspondiente funcién angular?

MARCO CONCEPTUAL DE REFERENCIA

Una curva regular en el plano es una funcion y:(a,b) » R? a <b,
derivable y tal que % #+ 0, para todo t € (a, b). Una curva regular se dice de

clase C? si es derivable y esa derivada es continua (Millman y Parker, 1977).

Una curva regular a trozos es una curva regular junto con un conjunto finito
de puntos a = sy < 57 < -+ < 5, = b tal que la restriccion de la curva a los
intervalos [s;, s;;1] son segmentos de curvas regulares.

La longitud de un segmento de curva regular y: [a, b] - R? es f: ”%” dt.

L=1() = f; ”%” dt define un parametro denominado longitud de arco,

[(b) = L es la longitud de la curva.

Loaiza, C. y Lesmes, M. (2015). Reconstruccion de curvas cerradas a partir de la funcién
angular en el plano. Memorias del Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 22, 127-
131.



Se considerardan curvas regulares cerradas y:[a,b] » R%, es decir que
y(a) = y(b), definidas por y (1), donde [ es la longitud de arco, 0 = [ = L.

El calculo de la funcion angular, (1), funciéon que determina la direccion del
recorrido, de acuerdo a un vector fijo, se puede realizar usando el producto
punto entre el vector fijo y los vectores tangentes de la curva y la formula
a-b= ||a||||b||cos 0 (do Carmo, 1976). La funcion angular depende de la
eleccidon de un punto sobre la curva y la direccion para iniciar el recorrido.

Teorema de reconstruccion

Si la curva y es descrita por 6(l) y un punto inicial Z(0) (Figura 1), la
posicion del punto Z(l) se puede obtener mediante la expresion (Roskies,
1972):

Z() = Z(0) + [, e¥@d.

Si Z(0) = (0,0), la expresion anterior se reduce a:

l
Z() = jo [cos (9 (;‘—;)) ,sen (9 (ZL—;))] dt
lo cual reconstruye la curva segiin su funcion angular.

Si Z(0) = (0,0), y la curva es cerrada, la expresion se reduce a:

20 = [ foos (0(5)) sen (o (2))

(X(0).Y(0)) = Z(0)

-1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1

Figura 1. Recta tangente y funcion angular de una curva
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EJEMPLOS

En lo que sigue, se presentan tres ejemplos que ilustran aspectos particulares
de la aplicacion de la Teoria de Zahn y Roskies. Fueron tomados del articulo,
y nos apoyamos en Geogebra y Derive para tener las representaciones graficas
que se muestran.

El corbatin

Consideremos el corbatin como una funcién continua a trozos, que al
evaluarla con el vector v = [1,0] genera la siguiente funcion angular 6(t):

0(t) = x(0,t,vV2)(—m/4) + x (V2,t,V2 + 2)(1/2) + x(V2 + 2,t,3V2 + 2)(51/4)
—x(3V2 4 2,t,3V2 + 4)(11/2) + x(3V2 + 4,1, 4V2 + 4)(—11/4)

Con 6(t) como funcién angular, se aplica el Teorema de Reconstruccion. La
respectiva reconstruccion se presenta en la Figura 2.

l I

3
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I e o e o
1 =P34 56780

Figura 2. Reconstruccion de un corbatin

El ocho acostado

Consideremos la curva resultante de unir dos circunferencias tangentes y del
mismo radio, que tiene apariencia de ocho acostado. En este caso, la
circunferencia tiene como funcidén angular un trozo de recta (Figura 3).
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Figura 3. Funcion angular de la circunferencia
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La ecuacion de la funcion angular es:
0(t) =x(0,t,m)(2t —m/2) + x(m, t, 2m) (7 — 2t)

Y al aplicarle el Teorema de reconstrucciéon con el vector v = [1,0] y el
conjunto de tangentes, determina la funcidén angular 8(t), y su respectiva
reconstruccion (Figura 4).
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Figura 4. Funcién angular de un ocho acostado

Curva de Lissajous

Consideremos ahora la funcion paramétrica a(t) = [sen(t), —sen(2t)] con
t € [0,2m] y (0, 0) su punto de partida en el plano cartesiano. Desarrollando el
proceso para obtener la funcion angular con el vector v = [1,0] se tiene que
derivar y normalizar. Como la curvatura de esta curva no es ni cero ni
constante, se genera la siguiente funcion angular n(t):

n() =—x00,t,m/4)g(t) + x(/4,t,3n/4)g(t) — x Br/4,t,51/4)(g(t) — 2m)
+ x(57/4,t,7n/4)g(t) — x(Tmt/4,t,2m) g(t)

donde g(t) es la funcion

. cos(t)SIGN(cos(Zt)))
g(t) = aCOt( 2(2 cos(t)?-1)

En la Figura 5 se muestra la reconstruccion obtenida.

1
1 -
VAR TR D@

Figura 5. Reconstruccion de una curva de Lissajous
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CONCLUSIONES

Al conocer la teoria que implicaba el Teorema de reconstruccion de curvas
cerradas en el plano euclideo se observa que:

* Aunque la Teoria de reconstruccidn se puede aplicar a cualquier curva
cerrada, en el caso de algunas curvas, el célculo de la integral para la
correspondiente reconstruccion, de acuerdo a la funcion angular, puede
ser tedioso, incluso si se cuenta con un software matematico.

* Respecto a las curvas consideradas en los ejemplos se puede observar
que si la funcidn no es inyectiva en todo el intervalo, no se puede con-
siderar una funcion de reconstruccion total; en estos casos, se deben
realizar traslaciones y rotaciones del vector inicial, con el fin de com-
pletar la funcion angular de la reconstruccion.

* La Teoria de reconstruccidén de curvas cerradas se puede aplicar a cur-
vas abiertas y a descriptores de Fourier, entre otros.
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Las matemadticas y la construccion epistemologica de las mismas han desarro-
llado distintas formas de apropiacion y aproximacion de los conceptos matema-
ticos. En este articulo, por medio de instrumentos historicos se presenta una re-
flexion sobre la construccion de elipses en tres etapas distintas de la historia de
la matematica y las relaciones entre tales construcciones, sin importar su distan-
cia cronoldgica. La reflexion hecha permite entrever una posible ruta de apren-
dizaje de las conicas en el aula.

INTRODUCCION: HISTORIA Y EPISTEMOLOGIA

La construccion de objetos mentales y la generacion del campo semantico que
permite su utilizacidon y cognicidon se desarrollan a partir de fendmenos que
hacen posible, con su estudio y andlisis, la evolucion del pensamiento. Estos
fendmenos que se pueden estudiar desde una perspectiva didactica-
epistemoldgica deben no solo dar cuenta y razon de los usos actuales de los
conceptos por trabajar, sino también del uso y razéon de ser en el momento
mismo de su creacion (Puig, 1997). Es por esto que en el marco de la
formacion de docentes se crea, en el periodo académico 2014-1, una
comunidad de practica en el proyecto curricular Licenciatura en Educacion
Basica con Enfasis en Mateméticas de la Universidad Distrital Francisco José
de Caldas, cuyo proposito es realizar andlisis historicos sobre procesos de
instrumentacion y curvas en un espacio electivo, del cual surge el siguiente
informe previo de investigacion.

El analisis histérico de dichos fendmenos o de los conceptos que los crean
permite poner en juego, ademas, las matematicas desde las que se sustentaban
los conceptos (matematicas que evolucionan y se transforman como los
conceptos mismos), y entender asimismo que en cada época particular un
mismo concepto matematico puede incluso mostrar distintas definiciones,
propiedades o métodos de construccidon. El trabajo que reporto aqui, surge

Martinez, D. (2015). La elipse a través de la historia: concepciones epistemologicas de la

elipse en tres momentos historicos diferentes. Memorias del Encuentro de Geometria y sus
Aplicaciones, 22, 133-140.



como una iniciativa de exploracion de dichas concepciones para un objeto
matematico especifico, la elipse, y se desarrolla desde las practicas mate-
maticas en cada periodo historico en que tal objeto se construye, entendiendo
que todo concepto surge en la interaccidon entre distintos sistemas de practicas
sociales (Godino y Batanero, 1994), y que existen practicas sociales de la
comunidad de matemadticos que configuran medios de hacer y demostrar en
matematicas.

EPOCAS DISTINTAS, MIRADAS OPUESTAS

Desde sus inicios, el desarrollo de las matematicas ha sido influenciado por
decisiones politicas, sociales, culturales (Jaramillo, 2010); por este motivo, lo
que conocemos del pensamiento matematico depende de quién lo cuente. La
historia se encarga de validar los conocimientos, pero también de valorar
algunos como menos cientificos que otros.

Es en este transito donde surgen las primeras aproximaciones de ciencia. En
Grecia, cerca del siglo 111 a. C., la ciencia se definia por su cardcter deductivo
y logico, gracias a los matematicos de ese siglo y los aportes de siglos
anteriores. Euclides presenta su trabajo de recopilacion del conocimiento cien-
tifico (es decir axiomatico y deductivo) en Elementos, que fue el tratado de
geometria mas importante hasta el desarrollo de nuevas axiomadticas en el
siglo xviI (Boyer, 2001/1999). Sin embargo, esta historia de la geometria dejo
a un lado muchos hechos y conocimientos que incluso existian antes del
nacimiento de Euclides (fuera este un hombre o una escuela de Alejandria).

La historia de estos conocimientos marginados por la geometria tuvo que
construirse y narrarse desde otras disciplinas, como las artes y la teologia, o
creando ciencias propias como la mecdnica. Las cdnicas como objeto mate-
matico fueron relegadas al olvido por la geometria euclidiana debido a la
imposibilidad que esta tenia de construirlas con los elementos geométricos de
Elementos. Sin embargo, desde esa época de esplendor griego se desarrollé un
estudio sobre las conicas, siendo Apolonio de Pergamo el principal referente
de estas curvas especiales.

La seccion conica de Apolonio

La definicioén de cdnicas que se tiene desde la antigiiedad no serd modificada
hasta los trabajos de Descartes en el siglo XVII; es por esto que la elipse, como
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una de tales curvas, es definida por construccion: Apolonio la presenta como
una posible seccién de un cono bajo circunstancias especiales; posterior-
mente, en un estudio de la seccion ya construida presenta algunas de sus
caracteristicas (Lugo, 2014).

Respecto a las conicas en Apolonio es necesario destacar que su construccion
se realiza en 3D, refiriéndonos a que el hecho de seccionar un cono no es una
operacion realizable en un plano (aunque las representaciones encontradas
sean en dibujos de dos dimensiones). Para entender como define la elipse
Apolonio es necesario pensar los objetos en las tres dimensiones, operar con
estos mediante cortes de solidos y planos y, sin embargo, demostrar y afirmar
sus propiedades desde la geometria plana.

El Renacimiento

Entre los siglos Xv y xvI, la humanidad afront6 un periodo de transicion, de
reacomodacion de las estructuras de pensamiento que impulso las ciencias y la
razon como los elementos constituyentes del conocimiento. En este cambio,
los matemadticos, con renovadas energias intentan comprender el mundo y
solucionar sus problemas utilizando instrumentos y maquinas para estos
cometidos —sin que se diga que antes de esta época no hubieran existido
maquinas o que no se solucionasen problemas— (Ruiz, 2003).

En esta época de renovacion del pensamiento, la civilizacion occidental siguid
buscando maneras de solucionar sus problemas y de teorizar y demostrar las
teorias emergentes. Es asi como cientificos de la época dejan de lado sus
concepciones teocéntricas y empiezan a buscar las soluciones en la naturaleza,
como referente conceptual que luego intentarian imitar mediante maquinas. El
mayor desarrollo de estos artilugios se logréo mediante la incorporacion de la
mecanica y los sistemas de maquinas simples al conocimiento de la huma-
nidad; es por esto, que en este siglo es de suma importancia garantizar
cualquier conocimiento mediante un instrumento que demostrara de manera
exacta el concepto.

En matematicas este proceso se instaura como una practica comun en el
quehacer de un matematico. Junto con la correspondencia y la racionalidad
que caracterizan este siglo, instrumentalizar se convierte en la practica mas
usada (o una de las mdas usadas) para la construcciéon de nuevos objetos
matematicos.

135



El elipsografo de da Vinci

Leonardo da Vinci fue un inventor, artista, escultor, pintor, filésofo, entre
otras muchas cosas. Normalmente se le considera como el mas claro ejemplo
del proyecto cientifico-humanistico del Renacimiento. De sus manuscritos se
puede entender un afan por construir, desarrollar e inventar maquinas de todo
tipo. Entre sus producciones se encontrd un instrumento que traza elipses con
cierta facilidad convirtiendo un movimiento lineal en una curva; este
instrumento, un elipsografo, no fue el primero en construirse, pero se presenta
como uno de los més sencillos de manejar.

El elipsografo da Vinci es una maquina que no busca analizar las propiedades
de una elipse pero que, sin embargo, busca trazar una elipse de la manera mas
exacta posible. Estd compuesto por un rombo articulado y un punto de traza
sobre uno de los lados.

m=34

o El funcionamiento del elipsografo es bas-
tante sencillo (como se ve en la Figura 1).
Para trazar una elipse es necesario mover
uno de los vértices del rombo por su diago-
nal correspondiente, haciendo que el punto
de traza construya la elipse al asegurar las
proporciones continuas.

Figura 1. Elipsografo de da Vinci

La instrumentalizacién como practica matematica aseguraba, mediante estos
instrumentos, que la comunidad matemadtica validara los objetos construidos;
sin embargo, la idea de matematicas existente en el Renacimiento aun
dependia de la nocion euclidiana de ciencia en la que cualquier demostracién
debe depender de la axiomadtica y el trabajo de proporciones expuesto por
Euclides. Este trabajo demostrativo que se separaba de la practica constructiva
de la elipse usaba el rombo articulado y sus propiedades como objeto
geométrico (congruencia de lados y articulacion que permite su transfor-
macidn) para poder validar las matematicas presentes en el instrumento.
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El inicio de la modernidad

El paradigma matematico de la antigliedad se rompe gracias a los trabajos
cartesianos, en los que se pueden vislumbrar los inicios de la modernidad y un
cambio decisivo sobre las concepciones de la matematica. Descartes, con su
heuristica diferente, con el principio que adoptd de dudar y demostrar, es el
precursor de una nueva geometria (posteriormente Illamada geometria
analitica). Gracias a sus trabajos, las representaciones simbolicas de los
objetos matematicos tomaron fuerza sin precedentes, llegando incluso a
desplazar otras representaciones que primaban hasta ese momento como la
grafica o el lenguaje natural.

En este contexto histérico de cambio y reestructuracién de las matematicas
encontramos a Franz Von Schooten quien, apoyado por su padre y gracias a
una nutrida correspondencia con Descartes y la consecuente lectura de los
trabajos cartesianos, crea su propio elipsografo. El elipsografo de Von
Schooten es, segun algunos autores, una simplificacién (o, mas bien, una
unificacion) de los elipsografo de Proclo y da Vinci. Es bien sabido que en la
época renacentista la referencia a la antigliedad clasica es parte del nuevo
pensar cientifico, por eso no sorprende que se haya vuelto a plantear el
problema de Proclo (trazar una elipse con dos ejes ortogonales y ciertas
condiciones del movimiento de una particula), tampoco, que haya resurgido la
instrumentalizacion en su elipsografo ni que este haya sido validado desde las
matematicas de su tiempo.

El elipsografo de Von Schooten (hijo), ;como se construye?

El elipsografo de Von Schooten revive el problema de Proclo, con dos ejes
ortogonales y un segmento de longitud fija, cada uno de cuyos extremos esté
en uno de los ejes. En este elipsografo el punto de traza es cualquier punto del
segmento y el movimiento se realiza haciendo que los extremos del segmento
se desplacen por los ejes (Figura 2).

La reproduccion del instrumento mediante geometria dinamica permite, mas
alld de construir una Unica elipse determinada por dos ejes, entender las
relaciones entre el punto de traza y los ejes que restringen su movimiento y
como tales relaciones caracterizan la curva. El objetivo del instrumento es
asegurar ciertas propiedades del punto de traza, para asi demostrar que la
figura dibujada es una elipse.
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. Siendo J el punto de traza, el elipsografo de Von
Schooten permite que con el movimiento de la
recta GM por los ejes ortogonales se pueda
pensar en la elipse como el lugar geométrico de J
que dicho movimiento produce.

_M

l N\

Figura 2. Elipsografo de Von Schooten

El momento historico en el que estd inscrito, le permite a Von Schooten
demostrar dichas propiedades y, por tanto, validar su instrumento desde las
matematicas cartesianas; muy al estilo de Descartes, nombra con simbolos las
magnitudes de los segmentos, y para asegurar que el punto de traza pertenece
a una elipse inscribe el instrumento en un sistema de referencia y llega a la
ecuacion general de la elipse (Figura 3).

Para todo punto P con coordenadas (x, y),

‘1 7 'A
H \ P d ¢ ay=db
o ec—ex : 2 v
dx = ec — ex b_a__\ =1
= d e? d..
dx + ex = ec
' a‘\, = eC
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Figura 3. Demostracion geométrica elipsdografo Von Schooten

RELACIONES Y DIFERENCIAS

Al considerar la construcciéon de Apolonio, las practicas de instrumenta-
lizacion y los elipsografos de da Vinci y de Von Schooten podemos ver coémo
aun cuando estos autores plantean definiciones, construcciones y validaciones
o demostraciones del mismo objeto matematico, el momento cultural,
histérico y social en el que viven condiciona sus formas de actuar y sus
resultados.
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Las concepciones de Apolonio, aunque las conocieron los matematicos de la
antigiiedad, no se tomaron como parte del conocimiento matematico, a pesar
de los esfuerzos de Apolonio por demostrar sus conocimientos a la manera
euclidea.

Da Vinci, con su instrumento y rodeado de una visidon holistica de las ciencias
(esto, gracias a su formacién de artista e inventor), ain necesita del paradigma
euclideo para validar matematicamente la construccion de su instrumento; es
el lenguaje de las proporciones y de los invariantes geométricos lo que permite
en el elipségrafo la caracterizacion de la elipse; sin embargo, es importante
aclarar como para da Vinci la elipse trazada con su instrumento esta
determinada por el punto que la dibuje; la elipse, de hecho, se considera como
el conjunto de puntos dibujados, y el interés real de la demostracién es
garantizar la existencia de la elipse a partir de la traza de los mismos.

Por el contrario, con el elipsdégrafo de Von Schooten el interés de validacion
recae en la existencia del punto de traza asegurando que se cumplan ciertas
propiedades. En las matematicas posteriores a Descartes, la elipse se visualiza
como lugar geométrico, como el conjunto de los puntos del plano que cum-
plen determinada condicion.

Pero, si bien cada instrumento estd contextualizado en un momento y lugar
especifico, surgen cuestionamientos sobre su relacion y la posibilidad de
entender en este objeto matematico una evolucion del pensamiento
constructivo y demostrativo. Gracias a la inclusidon de software geométrico en
el estudio (una especie de instrumentacion de la actualidad), se puede afirmar
que los trabajos de Von Schooten, Proclo y da Vinci estan basados en un
mismo tipo de elipse, y que, de hecho, su construccion es la misma. El rombo
articulado de da Vinci permite a uno de los lados del instrumento moverse
entre dos ejes ortogonales como en la construccion de Proclo, es por esto que
algunos autores mencionan que Von Schooten simplifica estos dos
instrumentos.

Ahora bien, la brecha epistemologica, la razén de ser de este articulo, esté
presente en la definicion de elipse que juega para cada instrumento. No
importa que tracen el mismo objeto matematico, no importa que sus sistemas
de construccion sean similares, cada instrumento, cada matematico responde a
las necesidades culturales de su €poca, y utiliza las herramientas y recursos de
los que dispone.
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REFLEXION FINAL Y CONCLUSIONES

En la actualidad existe una corriente didactica que busca la implementacion de
instrumentos historicos que trazan cdnicas o curvas matematicas en el aula.
Personalmente creo que el trabajo con estos instrumentos nos muestra mas
sobre la historia y la filosofia de las matematicas, que sobre el instrumento
mismo o la elipse. Si esperamos llegar a la geometria analitica con nuestros
estudiantes partiendo del uso de instrumentos (ya sean digitales o mecanicos)
debemos tener en cuenta una reflexion historica de la existencia de diferentes
matematicas a lo largo de la historia; sin embargo, creo que es una estrategia
valida y 1util como recurso didactico.

Hablando de practicas matematicas como la instrumentalizacion renacentista,
en la actualidad el uso de software geométrico en la educacion matematica se
ha convertido en lo que parece ser un invariante en la ensefianza; el potencial
que tiene el uso de estos programas —bien sea dentro o fuera del aula— es
inmenso y por esto creo que la practica social o matematica mas usada por los
docentes es el uso de la tecnologia y no podemos intentar desligarlos de la
misma, por el contrario debemos aprovecharla como recurso para el estudio de
practicas antiguas o para la innovacion de conceptos geométricos, siempre
teniendo en cuenta cudl es el objetivo del uso de esta practica.
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Con un objetivo académico, se analiz6 la Catedral Metropolitana de Medellin,
aplicando herramientas y conceptos de la geometria euclidiana para formular
hipotesis relacionadas con la solucion formal de la edificacion y la relacion
existente entre el espacio y las formas geométricas que lo componen. Tomando
esto como base fundamental para la concepcion del disefio arquitectonico, se
descarta la posible composicion al azar de los diferentes espacios. Sin embargo,
es necesario apropiarse de conceptos de geometria euclidiana plana y del espa-
cio, geometria descriptiva y percepcion tridimensional, entre otros, para leer el
proyecto y atreverse a hacer conjeturas sobre su origen y concepcion formal.

INTRODUCCION

El anélisis de la geometria de un proyecto permite leer, analizar y comprender
los espacios arquitectonicos ya construidos y proponer hipotesis relacionadas
con la concepcidn del proyecto. El objeto de andlisis del trabajo que se reporta
en este articulo es la Catedral Basilica Metropolitana de la Inmaculada
Concepcion de Maria, también llamada Catedral de Villanueva o Catedral
Metropolitana de Medellin, ubicada en el Parque de Bolivar, en pleno centro
de la ciudad de Medellin (Colombia).

Su construccion es producto de un momento histérico de la ciudad: momento
de crecimiento y afirmacién como centro poblacional principal. En ese
contexto, la municipalidad plantea la necesidad de construir un espacio monu-
mental para el culto religioso. Debido a los cdnones tipicos de la época, se
emplea un estilo romanico en el que uno de sus elementos formales y repre-
sentativos es el arco de medio punto.

Para iniciar el andlisis formal de la catedral se utilizan conceptos y
herramientas de la geometria euclidiana plana y la geometria descriptiva,

Merchan, D. y Echeverri, M. (2015). Aplicacion geométrica en el analisis formal de una
obra arquitectonica. Caso: Catedral Metropolitana de Medellin. Memorias del Encuentro de
Geometria y sus Aplicaciones, 22, 141-147.



como bases tedricas y practicas para entender la organizacioén de los espacios
y la concepcidn del disefio.

CONTEXTO HISTORICO

Con la creacion de la didcesis de Antioquia en 1868 surgio la necesidad de
construir un templo de aspecto monumental que albergara la sede principal,
ubicada inicialmente en Santa Fe de Antioquia, localidad que mantenia una
diferencia politico-regional con Medellin. Cuando esta ciudad gand su
posiciéon como capital, la organizacion episcopal se traslado al centro de la
ciudad y se ubicé en la Iglesia de Nuestra Sefiora de la Candelaria, mientras se
construia un templo con caracteristicas catedralicias. Este fue el momento en
que tal iglesia paso a ser una basilica menor y la Catedral Metropolitana ocupo
un lugar de mayor importancia como sede de la didcesis, convertida luego en
arquidiocesis.

NAVE LATERAL

b ABSIDE

CRUCERO

NAVE Encima
CENTRAL TRANSEPTO esta el

cimborrio

Figura 1. Elementos principales del estilo romanico arquitectonico (tomado de
https://jaimeensociales.files.wordpress.com/2012/11/3229465486 d234636179.jpg)

El disefio de la catedral es obra del arquitecto francés Charles Carré quien,
siguiendo los cdnones de la época, disefid una edificacion de estilo roménico,
caracterizada por la combinacion de elementos constructivos y ornamentales.
Tal estilo predomin6 en Europa en los siglos XI y XII; algunos de sus rasgos
caracteristicos (Figura 1), que estan presentes en la catedral, son:

* pilares de base cuadrada, rectangular u octogonal,
* absides semicirculares en planta,
* arco de medio punto,

* planta en cruz, naves principales y laterales, transepto, crucero, capi-
llas auxiliares,
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* cielo falso y cubiertas abovedadas.

APLICACION DE LA GEOMETRIA

Para analizar la planimetria de la catedral, con miras a formular hipotesis
sobre la forma del proyecto, se recurre a conceptos y herramientas como:
simetria, congruencia, semejanza visual', composicién®, proporcion, seccion
aurea, determinacion del centro de una circunferencia dada, circunferencia
inscrita y circunscrita, interseccion de objetos geométricos, superposicion,
distintas figuras geométricas planas y las relaciones entre ellas, area de figuras
planas.

8
13
2] .
<
Figura 2a. Crecimiento proporcional basado en Figura 2b. Andlisis de la fachada del
una aproximacion al numero atreo (tomado de Partenon de Grecia, usando la relacion

http://historiaybiografias.com/divina proporcion/ atrea

Por ejemplo, la proporcidn 4urea, tan utilizada en las obras de arquitectura del
periodo clasico, también estd presente de manera reiterada en la naturaleza y
se puede definir en términos simples, como una proporcion entre medidas, de
manera que al dividir un segmento dado en dos, el segmento menor es al
segmento mayor, como este es al segmento dado. La espiral que se muestra en
la Figura 2a, desarrollada a partir de la sucesion de Fibonacci (i. e., 1, 1, 2, 3,
5, 8,13, (8 + 13), (13 + 21), ...) representa una condicion de crecimiento
proporcional basada en el nimero aureo ya que la razén entre dos nimeros
consecutivos de la sucesion, en el orden mayor-menor, forma una sucesion de
numeros que se aproxima al niimero aureo (1++5)/2). Este tipo de creci-

' Aqui, semejanza visual hace referencia a una relacion entre dos planos, dos objetos, etc.
que tienen la misma expresion visual.

? La composiciéon de un espacio arquitectonico refiere a la adecuacion de cierto tipo de
elementos, de manera que puedan aportar un significado al usuario.
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miento es aplicable al anélisis de obras de arquitectura y de elementos de la
naturaleza. Como ejemplo del uso de la proporcidén durea, podemos ver el
esquema proyectado en la representacion de la fachada del Partenon, y cémo
los diferentes cuadrados definen alturas y detalles del edificio (Figura 2b).

Al analizar el dibujo de la planta arquitectoénica (corte horizontal de los
elementos construidos, a una altura de 1,20 m para dibujar lo que se ve hacia
abajo) de la catedral, es posible hacer varias lecturas del espacio y su
composicion espacial, con elementos y conceptos de la geometria. Por
ejemplo, en los esquemas de la Figura 3 podemos ver la presencia de la
proporcion aurea en la relacidon que tienen el largo y el ancho de la totalidad
de la catedral. También en el interior de la catedral se detecta la presencia de
relaciones aureas en la distribucion de varios espacios.

Figura 3. Plantas arquitectonicas de la catedral, con analisis segun la seccion qurea

En la Figura 4a se puede observar la simetria que indica que la mitad derecha
del templo es igual a la mitad izquierda del mismo. La simetria es un rasgo
muy caracteristico del estilo romanico, ya que lo que buscaban posteriormente
era que la iglesia tuviera forma de cruz como se puede visualizar en la Figura
4c, en la que se resalta el transepto y las naves longitudinales central y
laterales de la edificacion. En la Figura 4b hay semejanza visual mas no
igualdad de elementos. Por ejemplo, el transepto (cuadro superior azul) se ve
repetido en una dimension mayor en el atrio principal (cuadro inferior azul), y
también se pueden hallar elementos geométricos y su distribucion semejantes
en las dos naves laterales (cuadros rojos del extremo derecho e izquierdo).
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(a) Simetria (b) Semejanza (¢) Cruz de San Antonio

Figura 4. Analisis de la cruz de San Antonio

La geometria descriptiva y la axonometria se usan como herramientas para la
percepcion tridimensional del espacio arquitectonico: permiten analizar la cruz
que aparece en el aspecto formal del templo. Al hacer un axonométrico
explotado (Figura 5) se encontrd que solo a los 33 metros de altura se logra
ver la cruz mencionada. Posteriormente, en el andlisis con geometria plana,
utilizamos cuadrados girados 45° (Figura 7) para averiguar la altura de la
catedral; encontramos que sus vértices laterales también se encuentran a 33
metros de altura.

Figura 5. Plano axonométrico explotado con énfasis en la cruz de San Antonio

En la Figura 6 se analizan la fachada principal y la planta de cubiertas, a partir
de algunas figuras geométricas basicas de la geometria euclidiana plana, como
triangulo, rectangulo, rombo y circulo, con las cuales es posible identificar
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algunas formas, que al proyectarlas permiten encontrar relacion entre puntos
basicos de la catedral, como la altura total de las torres, el ancho total de la
fachada, la ubicacion de las ventanas del nivel del coro, el eje de simetria que
determina la ubicacion de la puerta y los elementos ornamentales de la nave
principal, entre otros.

Figura 7. Geometria euclidiana encontrada en las fachadas laterales

La lectura y el andlisis de la fachada lateral se puede realizar a partir de un
cuadrado dispuesto de manera que una diagonal sea vertical y represente la
altura del edificio: al construir otro cuadrado —congruente al primero,
dispuesto de la misma manera y con un vértice comun con el anterior— se
puede ver que la suma de las dos diagonales horizontales representa el largo
de la catedral. Ademads, la medida de lado del cuadrado duplicada da la
medida de cada uno de los lados congruentes de un triangulo isdésceles cuya
base representa el largo de la iglesia, solo si cada uno de esos dos lados es
paralelo a dos de los lados de un cuadrado pero no a los del otro; la altura del
triangulo sobre la base del mismo es la misma altura de la catedral. Cada uno
de los dos cuadrados pequefios que se forman en el interior del tridngulo
i1sésceles cubre la cuarta parte del area del cuadrado inicial (Figura 7).
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CONCLUSIONES

Este analisis permite evidenciar que la geometria euclidiana esta presente en el
disefio de la catedral, la cual fue concebida con un proposito definido y un
orden espacial. En el andlisis formal del edificio, corroboramos que herra-
mientas tales como la simetria, la semejanza visual, el nimero 4ureo, entre
otras, son claves fundamentales para entender la distribucion espacial, cada
uno de los elementos geométricos y la relacion existente entre ellos,
conformando la totalidad de la obra arquitectdnica.

Dentro de la concepcidn de un espacio, los elementos formales y compositivos
convergen en un sentido estratégico que el arquitecto quiso implementar.
Estos elementos, aunque espacialmente se encuentren distantes entre si, tienen
relacion con la totalidad del ente espacial, lo que se da a entender a través de
las herramientas proporcionadas por la geometria.

Esto ultimo es la razén para poder afirmar que la distribucion espacial de este
proyecto es consecuencia de un proceso 16gico formal, con lo cual se elimina
la posibilidad de una organizacion espacial sin sentido.

La implementacion de la geometria es indispensable tanto para la realizacion
de los grandes proyectos arquitectonicos como para dotarlos de un sentido
profundo de identidad. Esto es evidente en el caso de la catedral que ha sido
objeto de andlisis en este articulo.
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Una herramienta para filtrar imagenes son los operadores morfolégicos difusos,
los cuales permiten desde obtener informacion del objeto de estudio hasta mod-
ificarlo sin alterar su estructura global. Esta implicacion (no alterar la estructu-
ra global) tiene una relacion directa con la construccion de los operadores de
apertura y cerradura. En este articulo se hace énfasis en tales operadores debido
a las propiedades que los caracterizan y la relacion difusa que inducen.

ALGUNOS CONCEPTOS PREVIOS

Conjuntos difusos

Para atender este concepto, se toma en principio la definicidon correspondiente
dada por Zadeh (1965), que se ha constituido en la nociéon primitiva por
excelencia.

Definicién 1. Sea X un espacio de puntos. Se denota por x un elemento
genérico de X. Un conjunto difuso A en X esta caracterizado por una funcién
de membresia f,(x) la cual asocia a cada punto de X un nimero real en el
intervalo [0, 1], este valor f,(x) representa el grado de pertenencia de x en A.

Reticulos residuados

La teoria de reticulos permite dar los cimientos del trabajo de la matematica
morfoldgica tanto clasica como difusa; hace énfasis en la estructura de reticulo
del intervalo [0, 1], debido a que en tal intervalo la operacion es una t-norma
en el caso difuso.

Definicién 2. Un conjunto parcialmente ordenado (X, R) es un conjunto X con
una relacion binaria R, la cual satisface las siguientes condiciones para todo
x,y,Z €X:

1. xR x (reflexiva).

Ochoa, C. y Forero, W. (2015). Operadores morfolégicos difusos. Memorias del Encuentro
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2. Six Ry, y R xentonces x =y (antisimetria).
3. Six Ry, y R zentonces x R z (transitividad).

Para citar un conjunto parcialmente ordenado, usualmente se usa la
abreviatura “poset” que proviene de la expresion inglesa partially ordered set.

Definicion 3. Un poset (L, <) es un reticulo si cualquier par de elementos
a,b € L posee maxima cota inferior y minima cota superior.

Si ¢ es la maxima cota inferior de a y b se escribe c =a Ab, si d es la
minima cota superior, se escribe d = a v b. Asi, un reticulo es una estructura
(L, <, A, V). Un reticulo es completo si para cada uno de sus subconjuntos
existen maxima cota inferior y minima cota superior; en tal caso, si A es un
subconjunto del reticulo, donde ¢ es la maxima cota inferior de A, se escribe
¢ = AA,sid eslaminima cota superior de A4, se escribe d = VA.

Definicién 4. Sea (L, <, A, V) un reticulo y * una t-norma definida en L, se
dice que (L, <, A, V, *) es un reticulo residuado si existe una operacion binaria
— en L, que satisface:

a*x f <y oa < p -y

Si (L, <, A, V) es un reticulo completo, L tiene cota superior, la cual se nota
con 1, y tiene cota inferior, la cual se nota con 0. (L, <, A, V, *, =) es un
reticulo entero si 1 actia como médulo de * (i. e, a * 1 = a, para todo
a €L).

Tiene especial interés tomar L = [0, 1], debido al campo de aplicaciones. De
esto dan evidencia los trabajos de Zadeh (e. g., Zadeh, 1965) que se han
constituido en la génesis de esta teoria.

Teorema 1. Si ([a, b], <, A, V, *, =) es un reticulo residuado, entonces es una
t-norma semicontinua a izquierda y ([a,b], <, A, V, *, =) es un reticulo
residuado entero.

Demostracion. Sean * una t-norma y {x,} una sucesion de términos no
decrecientes en [a,b]. * es no decreciente en ambos argumentos, entonces
para cada [ se tiene que { x; < vy ¢ {X;}}, por lo tanto

Xi*y < Viep {xj}* v,
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de donde se sigue
Ve (O *¥) = vgepy () * Y-
Debido a que {x,,} es no decreciente en [a, b], se tiene en consecuencia,
Vi<iy (G *¥) S (%) * y
asi,
Vien (6 *¥) < viep (X)) ¢ y.
De lo anterior se desprende
Vien (5% ¥) = vgep () * v

Por tanto, es semicontinua a izquierda. A su vez, es facil ver que 1 actiia como
modulo en ([a, b], <, A, V, %, =) y es el maximo de [a, b]. Es decir, ([a, b], <,
A, V, *, =) es un reticulo entero.

Algunas propiedades que se desprenden del teorema anterior son:

Corolario 1. Sea el reticulo ([a, b], <, A, V, *, =). Se cumple que:

- Ny ) *x Y = Agep (G *Y)

- xx(y-oz2)S y-o (x*x2)

- Yy < y,implicaquex -y, <x -y,

- y; < y,implicaquey, »x <y; = Xx.

La demostracion de este corolario se encuentra en Hohle y Klement (1995).

Operadores consecuentes

Un operador es una aplicacion que permite relacionar dos o mas términos, el
cual puede clasificarse segiin las caracteristicas que tenga o las condiciones
que se le impongan. En esta seccion, se hace énfasis en el operador
consecuente y algunas implicaciones que posee en la matematica difusa.

Definicion 5. Un operador C: P(X) — P(X) es un operador consecuente en X
si satisface las siguientes propiedades:
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1. A < C(A) paratodo subconjunto A € P(X);

2. A < Bentonces C(A) < C(B) paratodo 4,B € P(X);

3. C(C(A)) = C(A) paratodo A € P(X).

Las propiedades 1 y 2 en matematica morfoldgica se llaman propiedad de

extension y de crecimiento, respectivamente.

Es pertinente recordar que L* denota el conjunto de todas las funciones de X
en L, esto es, el conjunto de todos los subconjuntos L difusos de X.

Definiciéon 6. Un operador C: L¥ — L* es un operador consecuente difuso en
X si se verifica:

1. u < C(w) para todo subconjunto difuso u € L¥,
2. Wy < Uy, entonces C(uy) < C(uy) para todo py, u, € LX,

3. C(C(u)) =C(w) paratodo u € L.

Operadores coherentes

Antes de dar inicio a la presentacion del operador coherente se exhibe la
funcion pulso.

Definicién 7. Sean (L, <, A, V, *, =) y X un conjunto, para x € X se designa

por X la funcién pulso, dada por:

1 six=a
x(a) =
0 en otro caso

Definicion 8. Sean (L, <, A, V, *, =), X un conjunto y C: L* - L*. Se dice que
C es coherente si

pla) * C(®)(a) < C(W(x)
paratodo u € LX y paratodo (a,x) € X X X.
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Operadores morfologicos difusos

Mediante los operadores morfoldgicos es posible abarcar el reconocimiento de
imagenes con el estudio de ciertos detalles especificos, sin llegar a alterar la
imagen global sino actuando sobre detalles estructurales que se definen
previamente; esto se logra a partir de los operadores de dilatacidon y erosion,
los cuales son el pilar de cualquier otro operador que se pueda definir. Esto
ocurre gracias a que cualquier operador morfoldgico que se intente definir se
expresa como algun tipo de funcion determinada por los operadores de
dilatacién y erosion. En las lineas que siguen se entendera por elemento
estructural un subconjunto del conjunto de estudio.

Sea un conjunto arbitrario X y una relacion difusa R, que es la proyeccion del
concepto de elemento estructural, denominada, entonces, relacion estructural.

Definicion 9. Dada una relacién difusa R € L¥*X | los operadores erosion y
dilatacion de A € L* son,

er(A4) = Ny ex}{ RP(x,y) - A(y) }
6r(A) = vy ex3{ R%P(x,¥) x A(Y) }

donde R°P(x,y) = R(y,x).

Con la composicion de los operadores, antes definidos, es posible crear
operadores que nos brinden mayor exactitud en el reconocimiento de detalles
especificos de una imagen (Elorza, Fuentes-Gonzalez, Bragard y Burrillo,
2013). Uno de ellos es el operador apertura, agp, que consta de la com-
posicion del operador erosion seguido del operador dilatacidon; aquel operador
se usa especialmente para eliminar regiones pequeiias y protuberancias.

Si se compone el operador dilatacion seguido del operador erosion se obtiene
el operador clausura, yg, usado, entre otras cosas, para rellenar pequefos
agujeros, faltas.

Es claro que los operadores erosion y dilatacién no son consecuentes pues no
son idempotentes, pero si son coherentes, es decir:

Teorema 2. Sean (L, <, A, V, *, =), X un conjunto y R una relacion en X, los
operadores erosion y dilatacion son *-coherentes.
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Al considerar el operador apertura se tiene que ag (1) < u lo cual impide que
sea un operador consecuente, pero si es un operador coherente, ademas es
monotono, es decir si y; < u, entonces agp(i;) < az(u,) e idempotente (i.

e., ag(ap(y)) = ap(uy).

Teorema 3. Sean (L, <, A, V, *, =), X un conjunto y R una relacion en X, el
operador apertura difuso ai es un operador coherente.

El operador mas detallado respecto a propiedades es el operador clausura, lo

que se evidencia en el siguiente teorema (Elorza, Fuentes-Gonzélez, Bragard y
Burrillo, 2013):

Teorema 4. Sean (L, <, A, V, *, =), X un conjunto y R una relacion en X, el
operador clausura difuso y es un operador consecuente coherente.

CONCLUSIONES

* Los operadores erosion, dilatacion y apertura son coherentes pero no
consecuentes; ademas, son monotonos (si y; < U, entonces C(u;) <

C(u2))-

* El operador apertura es idempotente.

* El operador clausura difuso es un operador consecuente coherente.
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El grupo de investigacion Aprendizaje y Enserianza de la Geometria
(“Z - G) hace una propuesta curricular para el nivel universitario que tiene como
objetivo, entre otras cosas, que los estudiantes den sentido a cuestionarse sobre
la existencia de los objetos geométricos en el marco de una teoria especifica, y
perciban que no tiene mucho significado hablar de objetos cuya existencia no se
ha justificado. En este articulo se pretende exponer la clasificacion de los teo-
remas de existencia incluidos en el libro Geometria plana: un espacio de
aprendizaje, desde dos perspectivas: en la primera, se mostrara la clasificacion
de los teoremas teniendo en cuenta su enunciado; en la segunda, la clasificacion
se describird segun su demostracion. El libro mencionado sintetiza la propuesta
del grupo £ - G.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Cuando en un curso universitario se pretende cuestionar la existencia de los
objetos que hacen parte de un sistema teodrico especifico, pensar en una
justificacion para garantizar tal existencia parece no tener sentido para los
estudiantes. Claro, consideran que la existencia de los objetos es algo natural o
sencillamente piensan que es suficiente la definicion de los objetos para
justificar su existencia. En relacion con esto, de Guzman (1998, citado en
Selden, 2012) comenta que una de las dificultades més notorias que enfrentan
los estudiantes, en su transicion de la secundaria al nivel universitario, tiene
que ver con las demostraciones de existencia de objetos, dado que no es facil
para ellos reconocer la necesidad de garantizar tedricamente tal existencia. En
general, los objetos matematicos se introducen en la escuela mediante una
definicion, se estudian a partir de la manipulacion de diferentes tipos de
representacion, y la justificacion de su existencia no es un tema que
usualmente se trate; en este contexto, la existencia de los objetos geométricos
no se cuestiona.
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En cuanto a lo anterior, el grupo Aprendizaje y Enserianza de la Geometria
(Z-G) hace una propuesta curricular para el nivel universitario, uno de cuyos
objetivos es que los estudiantes den sentido a cuestionarse sobre la existencia
de los objetos geométricos en el marco de una teoria especifica (para este ca-
so, la geometria plana euclidiana), y perciban que no tiene mucho significado
hablar de objetos (salvo unos pocos —punto, recta y plano) cuya existencia no
se ha justificado. De manera concreta, el estudio reportado en este articulo, si
bien no pretende concentrarse en una propuesta didactica para tratar teoremas
de existencia, si pretende contribuir a abordar la problematica planteada con
un andlisis de los teoremas de existencia desde un punto de vista matematico.
Consideramos que hacer un tal estudio contribuye a que asuntos como los que
destacamos a lo largo de este documento, sean tenidos en cuenta por profeso-
res cuando disefien propuestas que aborden estos teoremas en la universidad
(y por qué no, en el nivel secundario). Asi nuestra intencién no sea formular
una propuesta didactica, presentamos una clasificacion de los tipos de ta-
reas/problemas que el libro Geometria Plana: un espacio de aprendizaje
(Samper y Molina, 2013) incluye para abordar los teoremas de existencia que
trata. Con ello, damos ciertas luces, un tanto especificas, para un potencial di-
sefo didactico sobre el asunto.

MARCO CONCEPTUAL DE REFERENCIA

En primera instancia, se expone la idea de teorema en Mariotti (1997). En
seguida, se hace referencia a la clasificacion de las definiciones desde la
perspectiva de dos autores, y se explica su pertinencia/utilidad en el trabajo'
que se esta desarrollando.

Teorema desde la perspectiva de Mariotti

Segin Mariotti (1997), la caracteristica principal de un teorema es estar
enmarcado por una teoria conformada por un conjunto de principios y reglas
que permitan validar el enunciado mediante el cual se le formula. Trabajando
esto desde la perspectiva matematica, lo que se busca es demostrar la validez
de enunciados que sean ciertos y que consigan validez en correspondencia con

! Este articulo constituye un informe parcial del trabajo de grado, que lleva su mismo titulo,
para optar por el titulo de Licenciado en Matematicas de la Universidad Pedagogica
Nacional.
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determinada teoria. Partiendo de esto, la autora afirma que un teorema es un
un sistema de tres elementos: afirmacion o enunciado, demostracion, y teoria.

El enunciado estd conformado por una estructura légica y un contenido
geométrico. En la estructura logica del enunciado se vinculan la hipdtesis y la
tesis de la proposicion condicional con la que se expresa el enunciado del
teorema; por otra parte, el contenido geométrico del enunciado del teorema
esta constituido por los objetos y propiedades de indole geométrica que estan
involucrados en el enunciado, y por la relacion de dependencia que liga dichos
objetos con algunas propiedades.

En cuanto a la demostracion del teorema se consideran dos elementos
importantes: la garantia y la necesidad de aceptacion. Maturana (1988, citado
en Mariotti, 2006) explica la importancia de estos dos elementos y la relacion
que existe entre ellos; dicha relacién inicia cuando el sujeto valida un
enunciado, y continua cuando este enunciado se acepta como parte de la teoria
en la que se estd trabajando y, por tanto, se convierte en una potencial
garantia; la importancia de este proceso radica en que el estudiante, con base
en los enunciados que valida, construye un marco teorico sobre el que puede
fundamentar las demostraciones que haga.

En otras palabras, se puede hablar de demostracion cuando hay un enunciado
que contiene elementos que pueden ser justificados y cuando existe un marco
tedrico en el que esos argumentos tienen validez (Mariotti, 2012). En relacion
con lo anterior, se considera importante el tercer elemento mencionado por
Mariotti, la teoria. Disponer de una teoria implica tener un sistema de
principios compartidos y reglas de deduccion que estan relacionadas entre si, y
los cuales soportan los argumentos para garantizar que un enunciado es
verdadero. Una teoria matematica esta compuesta por postulados, teoremas y
definiciones. A proposito del marco tedrico, es necesario realizar una
descripcion de la teoria de Birkhoff, modelo usado por el libro Samper y
Molina (2013) para abordar el estudio de la geometria plana euclidiana.

Birkhoff y la geometria euclidiana

Algunos matematicos que trabajaban con la geometria de Hilbert quisieron
enfatizar en la ensefianza de la geometria en el ciclo de secundaria, para lo
cual debieron adaptar los axiomas formulados por Hilbert. Respecto a esto,
Birkhoff hizo una propuesta que se publicd en 1940 en el texto escolar Basic
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Geometry. El sistema propuesto por Birkhoff incluye cuatro postulados de
geometria euclidiana; se caracteriza por cumplir una serie de propiedades que
se pueden confirmar con la elaboracidon de construcciones que se abordan con
regla y transportador. A continuacioén se describen algunos de los elementos
de la teoria de Birkhoff. Los postulados que caracterizan esta teoria son los
siguientes:

Los puntos A4, B, ... de cualquier recta se pueden colocar en correspondencia
(1,1) con el conjunto de los nimeros reales, para que |xz — x4| = d(A, B) para
todos los puntos A4, B. Definiendo de esta manera distancia.

Las semirrectas [, m, ... a través de cualquier punto O puede ser puesto en co-
rrespondencia (1,1) con los nimeros reales (mod 2m), por tanto, si A # 0 y
B # O son puntos de [ y m respectivamente, la diferencia a,, — a;(mod 2m) es
la medida del angulo £AOB. Ademas, si el punto B en m varia continuamente
en una recta r que no contiene al vértice O, el nimero a,, varia continuamente
también.

El sistema teoérico usado por Samper y Molina (2013) se basa en la propuesta
de Moise (1963), que a su vez se fundamenta en el modelo de Birkhoft.

Definiciones como parte del sistema teorico

Las definiciones en un sistema teorico desempeiian un papel crucial. A través
de las definiciones, se introducen los objetos de la teoria: las definiciones ex-
presan las propiedades caracteristicas de los objetos; por tanto, otras propieda-
des de los objetos definidos, las relaciones entre ellos y los objetos de la teoria
se pueden establecer mediante procesos de deduccion.

Expuesta la importancia de las definiciones dentro de un sistema teorico, a
continuacion, se muestran dos perspectivas, la de Aristoteles y la de Mariotti,
en relacion con dicho asunto; ello dara cierto contexto para el estudio que se
pretende realizar.

Definiciones desde la perspectiva de Aristoteles

Aristoteles clasificod las definiciones en nominales y reales. En términos de
hoy, podemos decir que las nominales proveen una lista de propiedades que
caracterizan complemente al objeto sin aludir a otros objetos mas que los que
conforman al objeto mismo (Harari, 2004). Tales propiedades no se pueden
obtener directamente en el marco de un sistema teorico especifico, es decir, no
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existen elementos (i. e., postulados o teoremas) del sistema tedrico que
explicitamente y de manera inmediata provean un objeto con dichas
propiedades. Por otro lado, las definiciones reales se reconocen por proveer
una lista de propiedades del objeto que se vale de otros objetos de la teoria
(que no necesariamente componen a la figura) cuya existencia previamente ha
sido demostrada en el marco del sistema teorico. De esta lista de propiedades
se pueden deducir las propiedades del objeto dadas en la definicién nominal.

Por ejemplo, si se toma la definicién nominal del objeto geométrico rectas
paralelas (1. e., dos rectas que son coplanares y no se intersecan), solo se
pueden listar las propiedades que caracterizan completamente a este objeto, es
decir, la propiedad de ser coplanares y la de no intersecarse, sin embargo no se
puede realizar un construccién directa de dicho objeto, puesto que la
definicion no provee otros elementos distintos a los antes mencionados.

En cuanto a la definicion real del mismo objeto: (i) dos rectas son paralelas si
y solo si son perpendiculares a una misma recta, o (i1) dos rectas son paralelas
si y solo si al trazar una trasversal a ellas, los dngulos alternos internos son
congruentes, se observa que se alude a propiedades de otros objetos con los
cuales es posible construir el objeto asi definido. Por ejemplo, si se toma como
definicion real la expuesta en (i), basta con construir dos rectas
perpendiculares a una misma recta y comprobar que dichas rectas resultan ser
paralelas. Por otro lado, si se toma la expuesta en (ii), se hace necesario
construir dos rectas, trazar una recta transversal, y comprobar que las rectas
resultan paralelas si los angulos alternos internos son congruentes.

Definiciones desde la perspectiva de Mariotti

Mariotti y Fischbein (1997) sostienen que en matematicas todos los objetos
deben ser declarados y claramente definidos. Se refieren a dos tipos de defini-
cion: (a) la definicion para introducir los objetos basicos de la teoria, y (b) la
definicion para introducir nuevos elementos en la teoria. Las definiciones del
primer tipo se declaran a través de los axiomas que caracterizan los objetos (e.
g., la definicion de grupo en la teoria del Algebra Abstacta), mientras que para
las del segundo tipo, se permite la introduccion de un nuevo elemento median-
te algun teorema que afirme la existencia de tal elemento dentro de la teoria.

En esta perspectiva, y teniendo como marco el sistema de Birkhoff se pueden
distinguir objetos que se clasifican en el tipo b de definiciones mencionado
por tales autores; claro, salvo los objetos primitivos del sistema, todos los ob-
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jetos involucrados en €l se introducen mediante un teorema de existencia. Los
objetos primitivos, si bien no son definidos, existen en dicho sistema producto
de postulados (axiomas en términos de Mariotti y Fischbein, 1997).

METODOLOGIA

La metodologia general del trabajo es un andlisis de texto. Las etapas del
estudio fueron: busqueda de referentes tedricos, construccion del marco
tedrico, construccion de categorias de andlisis, analisis de los teoremas de
existencia expuestos en el libro en cuestion. Para presentar el andlisis se
utilizaron tablas que sintetizan la clasificacion realizada. Las categorias de
analisis, como se dijo antes, atienden a los referentes tedricos encontrados.
Hicimos dos clasificaciones: una relativa al enunciado y otra, a la
demostracion; los tipos de cada clase son de nuestra autoria.

ANALISIS

A continuacion se presenta, grosso modo, una caracterizacion de las categorias
empleadas en el estudio.

Clasificacion de teoremas de acuerdo al enunciado

Enunciado que atiende a una definicion (ED): Enunciado de teorema que
provee existencia de un objeto o una relacién cuya definicion se ha provisto
previamente.

Entre los enunciados que atienden a definiciones precisamos dos tipos: El
primero (ED1) incluye enunciados que explicitan la existencia de un objeto
que previamente ha sido definido; un ejemplo de este tipo de enunciado es
aquel que provee la existencia de la bisectriz de un angulo, objeto que
previamente se ha definido en el marco del sistema teodrico. El segundo tipo
(ED2) corresponde a enunciados que proveen existencia de objetos que
cumplen condiciones especificas (que no hacen parte de la definicion del
objeto, si este la tiene) explicitadas en el mismo enunciado. Esas condiciones
son relaciones que cumple el objeto con respecto a objetos dados en el
antecedente del enunciado.

Enunciado que atiende a un postulado (EP): Enunciado de teorema que
provee existencia de un objeto o una relacién que no posee definicidon previa
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(se trata de objetos y relaciones primitivos del sistema). Vale la pena precisar
que en este caso la existencia de los objetos la garantiza un postulado.

Enunciado que atiende a condiciones especificas (ECE): Enunciado de
teorema que provee existencia de un objeto que cumple una propiedad
especifica; en otras palabras, el consecuente da la existencia de un objeto que
cumple propiedades que dependen de las condiciones nombradas en el
antecedente. Estos objetos pueden ser primitivos o no del sistema.

Clasificacion de teoremas de acuerdo a la demostracion

Demostracion inmediata (DI): Demostracion en la que las aserciones de sus
argumentos proveen las condiciones de teoremas o postulados que de manera
inmediata dan la existencia del objeto en cuestion.

Demostracion mediata (DM): Demostracion de existencia de un objeto cuya
definicion hace parte del sistema. La demostracion se conforma con varios
argumentos que, articulados, generan condiciones suficientes para que un
objeto inicial resulte ser el objeto cuya existencia se quiere demostrar; en otras
palabras, los argumentos usados no contienen garantias que provean de
manera inmediata las propiedades del objeto en cuestion segun su definicion.

CONCLUSIONES

Los enunciados de los teoremas de existencia en el libro que se analiz6 en el
estudio, en su gran mayoria, atienden a una definicion o a un postulado; sin
embargo, los teoremas cuyos enunciados atienden a condiciones especificas
desempenan un papel preponderante en el sistema tedrico, dado que se usan
con frecuencia en situaciones de construccion.

La clasificacion realizada de los teoremas de existencia proporciona al docente
una forma de abordar dichos teoremas en clase; ello debido a que se
profundiza en la estructura del sistema tedrico en el cual se trabaja.
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Este articulo tiene por objeto mostrar resultados observados durante el trabajo
en un Club de Geometria. La propuesta se fundamenta en el uso de software de
geometria dindmica como mediador y una metodologia de trabajo basada en re-
solucion de problemas. El andlisis de las soluciones a dos problemas de cons-
truccion geométrica evidencia tres diferentes estrategias; también se analizan
los estados en el proceso de transicion del razonamiento intuitivo a uno de ca-
racter deductivo. Finalmente, se muestran evidencias del aporte del uso del
software en los procesos comunicativos tanto orales como escritos.

INTRODUCCION

En Bucaramanga (Colombia) tuvo lugar un movimiento importante alrededor
del uso de nuevas tecnologias en el aula, especificamente en cuanto al uso de
calculadoras graficadoras en instituciones educativas de nivel medio; por
diversas circunstancias, estos recursos no tienen hoy dia el mismo nivel de
popularidad y hay pocas evidencias de la incorporacion de estos o de nuevos
recursos (e. g., software de geometria dindmica) en el curriculo de
matematicas. Sin embargo, la Escuela de Matematicas de la Universidad
Industrial de Santander (UIS) ha mantenido el compromiso con este proyecto
desde la formacion de futuros profesores de matematicas y como area de
investigacion del grupo EDUMAT.

De otro lado, en uno de los principales escenarios de practica docente de los
estudiantes de Licenciatura de la UIS, la Instituciéon Educativa Las Américas,
se viene trabajando en la preparacion del Grupo de Olimpiadas, conformado
por voluntarios con gusto por las matematicas asi como por estudiantes
talentosos interesados en participar de competencias como las Olimpiadas
Regionales de Matematicas. En particular, el desempefio en esta competencia
ha evidenciado deficiencias a la hora de responder preguntas denominadas
“tipo ensayo”, que son preguntas abiertas donde se exige procedimiento; en el
caso de geometria, el procedimiento consiste en una demostracion deductiva.

Parada, I., Rivera, T. y Urbina, J. (2015). Andlisis del desempefio en resolucion de proble-
mas en estudiantes que hacen parte de un Club de Geometria. Memorias del Encuentro de
Geometria y sus Aplicaciones, 22, 163-170.



MARCO CONCEPTUAL DE REFERENCIA

Respecto a la resolucion de problemas en el ambito de la geometria se utilizod
como referencia la aproximacion metodoldgica de Camargo y Samper (2014)
que incluye como elementos bdsicos: una secuencia de problemas de
construccion geométrica, el uso de un programa de geometria dinamica y un
profesor motivador de acciones en pro de una generalizacion deductiva. De
otra forma, la preparacion de los participantes en las Olimpiadas de
Matematicas se hace usando el material dispuesto por las Instituciones
Educativas Colombianas de Educacién Superior que administran estas pruebas
y que se limita a mostrar solucionarios o documentos que explican los
métodos de demostracion con ejemplos para las diferentes areas.

De otro lado, nuestro trabajo acepta los tipos de demostracion empirica y
deductiva propuestos por Gutiérrez (2005); adicionalmente, el autor describe
las opciones metodoldgicas para el andlisis de datos a la hora de investigar y
estudiar los procesos de aprendizaje de la demostracién matematica basada en
software de geometria dindmica y referencia los aportes hechos por Balacheff
(1988), Harel y Sowder (1998) para clasificar las formas de resolver
problemas de demostracion realizadas por los estudiantes; el texto nos sitia en
un amplio contexto en cuanto a que se considera como demostracién
cualquier intento por justificar o argumentar (Godino y Recio, 2001).

Adicionalmente se tuvo en cuenta la etapa del desarrollo cognitivo, segiin
Piaget, en la que se encuentran los estudiantes, objeto de nuestra propuesta; al
respecto, los integrantes del Club estan haciendo el transito de las operaciones
concretas a las operaciones formales (11 a 13 afios). En este sentido, los nifios
son capaces de realizar en forma eficiente tareas que implican seriacion,
clasificacidn, conservacidn (reconocer que un objeto permanece igual a pesar
de cambios superficiales en su forma o aspecto fisico), cuentan con las
condiciones para realizar abstraccion reflexiva, condicion que les permite
razonar logicamente respecto al nimero y el volumen sin que los confunda la
apariencia fisica; hacia los 12 afios se cree posible que empiece a desarrollar
un sistema coherente de logica formal (Meece, 2000).

METODOLOGIA

El grupo estd formalmente constituido como Club Interinstitucional de
Geometria, con sede en la Institucion Educativa Las Américas. Lo integran 28
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alumnos, de entre 12 y 15 afios, provenientes de 4 instituciones educativas de
Bucaramanga (Las Américas, Bicentenario de la Independencia de la
Republica de Colombia, Comunitario MINCA y Santa Isabel de Hungria).
Actualmente, el Club estd dividido en dos grupos; en el nivel I se ubican
alumnos de los grados 6°y 7°, y en el nivel II, alumnos de los grados 8°y 9°.

El Club se retine una vez a la semana. El lugar de encuentro cuenta con
recursos tecnoldgicos como equipos de computo y proyector. En cada sesion
se presentan problemas para resolver con o sin el uso del software Cabri II
Plus; los problemas se abordan en forma individual y luego grupal. Cada
actividad involucra un objeto geométrico particular o una construccion, no se
hace un trabajo previo de revision de conceptos o propiedades, se orienta el
trabajo de forma tal que la solucidon que el grupo presenta es aquella que va
acompafiada de un razonamiento que los integrantes consideraron acertado.

Una breve descripcion de las actividades iniciales del Club es la siguiente:

Actividades Nivel 1: Fase de iniciacion

Exploracion del software Cabri 11 Plus: manejo del programa, dibujo de figuras geo-
métricas comunes, edicion (manejo del color, medicién, nombres y etiquetas), ejerci-
cios con circunferencias.

Dibujo de triangulos isdsceles y equilateros, arrastre, deduccion de relaciones y pro-
piedades correspondientes a sus angulos, lados, areas y relaciones entre triangulos.

Resolucion de problemas: problemas estaticos y de construccion en los que debe usar
lo aprendido en las actividades anteriores.

Actividades Nivel 11: Fase de entrenamiento

Problemas de demostracion que requieren un razonamiento deductivo basico en
cuanto a que se basa en el uso apropiado de la informacion dada en el enunciado.

Problema estatico, por ejemplo, mostrar las caracteristicas que deben tener dos
triangulos para ser considerados congruentes.

De esta manera, las actividades que se realizan en el Club no solo se enfocan
en el descubrimiento de propiedades o relaciones, sino que también se van
planteando problemas geométricos tanto estaticos como de construccion en los
que el estudiante debe hacer uso de un razonamiento deductivo para justificar,
basado en los conocimientos que ha adquirido en actividades anteriores.
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ANALISIS DE RESULTADOS

Estrategias de construccion

Estrategia empirica: La totalidad de los estudiantes en las actividades
iniciales de Nivel I usan herramientas de medicion y la percepcion como
estrategia de solucion, considerando asi no una representacion sino un dibujo.

1.

cm

006
0O0DSDE

Figura 1. Estrategias de un estudiante del Nivel I, para construir un tridngulo isésceles

La Figura 1 muestra la produccion de un estudiante del Nivel 1 donde quedan
registradas las estrategias utilizadas para resolver el problema de construir un
triangulo isosceles usando Cabri. Como se ve, en las diferentes secuencias se
involucra uso de la circunferencia; sin embargo, el primer intento obedece a
una estrategia empirica pues consiste en dibujar un triangulo cualquiera sobre
una circunferencia y medir hasta ajustar los lados del tridngulo para conseguir
que sea isOsceles. La segunda y tercera estrategia evidencian que se supera la
estrategia empirica y se avanza hasta llegar a una construccion que obedece a
elementos tedricos.

Estrategia experimental: En ocasiones, los estudiantes suelen usar objetos
geométricos que responden de manera perceptiva y no tedricamente a sus
necesidades estratégicas. En esta fase, los estudiantes tienen claridad en
cuanto al orden de uso o relacion de dependencia entre las propiedades de los
objetos, considerandose esta como una construccion débil ya que a diferencia
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de la anterior no se basa directamente en procesos de medicidn y perceptivos,
sino que muestra rasgos de un razonamiento un tanto deductivo.

La Figura 2 muestra las estrategias de solucion al problema de construir un
cuadrado a partir de triangulos congruentes. En todas ellas es evidente el uso
de objetos geométricos (circunferencias, segmentos, rectas y rectas paralelas)
que, al parecer, segin como los ubiquen sirven para llegar a una construccion,
siendo el arrastre proceso fundamental para la validacion de las propias cons-
trucciones. De acuerdo con los procedimientos mostrados, los estudiantes
cuentan con ideas no tan lejanas de como hacer la construccion de un cuadra-
do a partir de triangulos congruentes.

O
, Q Q (:) (:) (:)

A U 0 N
LN N

Figura 2. Estrategias de un estudiante del Nivel II, para construir un cuadrado a partir de
triangulos congruentes

Estrategia deductiva: En el Nivel 11 cerca de 90% de los estudiantes usaron
un razonamiento deductivo para resolver el problema de construir un cuadrado
mediante tridngulos congruentes, la solucion se construyé a partir de los
conocimientos adquiridos en actividades anteriores para llegar rapidamente a
construcciones como la que se muestra en la Figura 3, alli inferimos que para
ellos resultara facil pasar a la fase de comunicar en forma oral o escrita el
procedimiento seguido.
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Figura 3. Diferentes estrategias de un estudiante del Nivel 11 para construir un cuadrado
mediante triangulos congruentes

Procesos argumentativos

Experimento mental: Solo 10% de los estudiantes usa un ejemplo que
contextualice el problema para organizar mejor sus ideas. Inferimos lo anterior
del siguiente razonamiento en el que, al parecer, el estudiante asocia los
segmentos con trozos de cinta o algo similar, para hacer consistente su
justificacion:

Profesor: Pruebe que AB = DE, dado que AC = DF y BC = EF.
A B ¢
D E F
Estudiante: El segmento AC y DF son iguales o sea los 2 segmentos son iguales. Y la
distancia que hay de BC y EF es la misma y como se dijo que los dos seg-
mentos son iguales si imaginamos que la distancia o el segmento BC y EF no
existen como los dos segmentos miden lo mismo son iguales, también se po-
dria decir que la resta de AC y BC es la misma que la resta de DE y EF.

Pruebe que AIHG = AFGH dado que:
£FGH y £1HG son éangulos rectos y

21 = 22
F N
J
2
-“1 <] 6W= HG
G H Alve-alcw

Figura 4. Demostracion analitica o teorica de un estudiante de Nivel 11 sobre congruencia
triangular
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Analitica o teodrica: Al finalizar nuestro trabajo en el Club, las soluciones
planteadas por los integrantes del Nivel I se basan Unicamente en
razonamientos deductivos y operaciones mentales, abandonando el uso de
ejemplos para sus argumentaciones, incluso no es necesario el uso del
software Cabri para llegar a descubrir propiedades o pistas que les puedan
ayudar (ver en pagina anterior la Figura 4).

Uso del lenguaje, escritura y comunicacion

Las evidencias muestran el alto nivel de apropiacidon por parte de los estudian-
tes del lenguaje técnico, notacidon y terminologia, para expresar y escribir sus
razonamientos, a continuacion se transcribe parte de un video donde un estu-
diante presenta la solucion al problema indicado:

Profesor: Pruebe que los segmentos BC y EF son congruentes, dado que:
LA = /D A D
AB || DE
AB =DE - p . .
B E (o4 F

Estudiante: Esta es una paralela, entonces esta recta es infinita y esta también; y esto
podria ser una secante, entonces este y este son angulos correspondientes y
serian iguales, entonces por angulo lado angulo se tiene.

CONCLUSIONES

Los estudiantes del Nivel I, tipicamente adoptan varias estrategias de solucion
a un problema de construccion, enmarcadas por el tipo experimental y
empirico; el software les permite combinar diferentes elementos, pero es el
arrastre tipo test el que finalmente sirve de criterio para indicar si la solucion
es consistente. Hay avance en el proceso de comunicacioén oral pero aun hay
limitacion a la hora de presentar una justificacion en forma escrita.

Los estudiantes del Nivel II son capaces de afrontar problemas que demandan
una argumentacion deductiva sin utilizar ejemplos o experimentacion; al
contar con un entrenamiento mas amplio y un razonamiento logico mas
avanzado (acorde a su edad) resultan ser més eficientes a la hora de escribir
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una demostracion deductiva, su actitud es mdas analitica que dependiente del
uso del software.

En general, los integrantes del Club han mostrado, en un periodo corto,
avances importantes en el desarrollo del razonamiento matematico, la
capacidad argumentativa, el pensamiento logico, la actitud critica y la
capacidad de comunicacidn, elementos indispensables para un desempefio
exitoso tanto a nivel competitivo como de su futuro profesional.
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En este articulo se presentan los avances parciales de un experimento de ense-
flanza desarrollado en mi propuesta de trabajo de grado de maestria. En esencia,
esta tiene como objetivo favorecer un ambiente indagativo en la clase de geo-
metria y, asi, posibilitar la participacion y el protagonismo de los estudiantes en
la validacion y justificacion de las soluciones a los problemas propuestos. Para
poder alcanzar este objetivo, busco promover el uso de programas de geometria
dinamica y la argumentacion en un contexto de actividad demostrativa. Estoy
convencido de que la combinacion de estos dos ingredientes, sumada a la ges-
tidén del profesor, hacen posible la generacion del ambiente indagativo y la cul-
tura de la argumentacion en la clase de geometria.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Actualmente existen diversos desafios en la educacién matemadtica que hacen
evidente la necesidad de reflexionar sobre el quehacer del docente. Este
contexto me ha llevado a cuestionar mi propia practica como docente de
matematicas, y resultado de estas reflexiones he encontrado que mis clases de
matematicas no promueven un protagonismo de los estudiantes en la
validacidn, justificacion y produccion de conocimientos. Ademas, si se hace
un andlisis de las practicas usuales que se desarrollan en las clases de
geometria de la educacién media es evidente que en estas no se involucran la
argumentacion y la actividad demostrativa. Este panorama, sin duda, ha sido
el punto de partida para mi propuesta de trabajo de grado. Esto porque un
escenario en el que los estudiantes no juegan un papel determinante en la
construccion y validacion de sus conocimientos, y donde la actividad
demostrativa —actividad fundamental y caracteristica del saber mateméatico—
no hace parte de las practicas usuales de las clases de geometria pone de
manifiesto una problemdtica digna de estudio por parte de quienes nos
desenvolvemos como docentes de matematicas y que demanda un cambio en
los curriculos y maneras de desarrollar la clase de matematicas en las
instituciones educativas.

Puentes, J. (2015). Ambiente indagativo y argumentacion en un contexto de geometria di-

namica: una experiencia en grado séptimo. Memorias del Encuentro de Geometria y sus
Aplicaciones, 22, 171-178.



Asi mismo, el hecho de que las tecnologias digitales no se hayan incorporado
en las clases de matematicas hace aun mas evidentes los cuestionamientos,
reflexiones y posibles cambios sobre la forma y esencia de la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas. Por tal razén, la propuesta que he venido
desarrollando pretende poner de manifiesto estas preocupaciones y, en lo
posible, plantear una ruta de acercamiento para la solucion de los problemas
antes mencionados. Con tal fin, mi propuesta de trabajo se soporta
conceptualmente en los estudios realizados, en la linea de argumentacion y
prueba, por el grupo de investigacion Aprendizaje y Enserianza de la Geo-
metria de la Universidad Pedagogica Nacional (Colombia), y recibe apoyo
financiero de la Secretaria de Educacion Distrital. El grupo tiene como uno de
sus supuestos que la interaccion de los estudiantes con programas de
geometria dindmica les posibilita el descubrimiento de propiedades de los
objetos geométricos, lo que a su vez les da pie para proporcionar conjeturas
relacionadas con los diferentes problemas que resuelven, conjeturas que
mediante la gestiéon del docente se justifican con base en un sistema tedrico
local definido y disefiado para la solucion de diversos problemas. En sintesis,
y acudiendo a lo expuesto por Mariotti (2006), intento planear una
intervencion de ensefianza que garantice la interaccion y el protagonismo de
los estudiantes en la clase de geometria a través del uso de argumentos y
hechos geométricos.

MARCO TEORICO

La presentacion de los conceptos y referentes que estructuran mi propuesta la
he dividido en dos apartados que ayudan a entender la naturaleza del trabajo
realizado. De este modo, en el primero, planteo la definicién de ambiente
indagativo que adapté para mi investigacion y, en el segundo, aludo a las
condiciones y practicas que, desde mi perspectiva, posibilitan la creacion del
ambiente indagativo.

Ambiente indagativo

Se define ambiente indagativo (1. e., ambiente para indagar en la clase de
matematicas) como el conjunto de circunstancias que propicia el profesor para
que los estudiantes, a partir de la resolucién de problemas, puedan llegar a
participar en la clase de matemdticas mediante la expresion de ideas, la
argumentacion, la refutacion y la gestion de acuerdos y reflexiones finales que
apunten a la generacion de conocimientos matematicos (Goos, 2004). A partir
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de esta definicion, concibo que la creacion de un ambiente indagativo se
posibilita a través de la gestion del profesor y la interaccion de los estudiantes
con el conocimiento matematico y con las experiencias propias y las de los
demas integrantes de la comunidad. De este modo, se crean escenarios en los
que es necesario: intentar convencer a otros de la validez de la solucién dada a
un problema, complementar y utilizar los argumentos de los miembros de la
comunidad del aula para llegar a acuerdos, y plantear contra argumentos que
enriquezcan la indagacién sobre el saber matematico. Esto, sin duda, es un
ambiente propicio para fomentar la argumentacion en la clase de geometria y
promueve una nueva cultura en la clase de matematicas.

Condiciones que favorecen la creacion del ambiente indagativo
Argumentacion y actividad demostrativa

Siguiendo a Krummheuer (1995), el acto de argumentar, entendido en un
sentido amplio, refiere a un fenomeno social de interaccidon, que solo se hace
evidente cuando se expresa de manera verbal y/o escrita, en el que una per-
sona intenta convencer a otros de la validez de sus afirmaciones. Teniendo en
cuenta lo anterior, se hace necesario configurar un escenario en el que los
estudiantes puedan argumentar y que repercuta en el ambiente indagativo.

De i1gual modo, otro de los escenarios que contribuyen a la creacion del
ambiente indagativo es el contexto de actividad demostrativa. Este contexto
involucra los procesos de conjeturacion y justificacion relacionados entre si
(Perry, Samper, Camargo y Molina, 2013), de manera que toda conjetura se
justifica. En este contexto de actividad demostrativa se posibilita Ia
argumentacion como herramienta para pasar del proceso de construccion de la
conjetura a la justificacion y se hace evidente su repercusion en un ambiente
de interaccion e intercambio de ideas como lo es un ambiente indagativo.

Ahora bien, los procesos de construccion de la conjetura y produccion de su
justificacion inducen a los estudiantes a dar, inicialmente, argumentos
sustanciales, pero luego de la interaccion con el lenguaje matematico y la
gestion del docente ellos pueden dar argumentos analiticos. En este sentido, y
referenciando a Toulmin (1958, citado en Krummbheuer, 1995), se entiende
por argumento sustancial el que carece de rigor matematico, es decir, carece
de la estructura ternaria premisa—garantia—consecuencia, pero que resulta de la
interaccidn con el problema planteado, el sistema tedrico local y el programa
de geometria dinamica. El argumento analitico posee la estructura ternaria
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mencionada anteriormente, presenta el rigor matematico asociado a la
deduccién en matematicas. La produccion de este tipo de argumentos por
parte de los estudiantes, es en esencia el objetivo de esta propuesta ya que
presupone que su participacion en la comunidad matemadtica sera respaldada
por el uso de hechos geométricos lo cual proporciona validez a las
indagaciones que se producen en la comunidad.

Geometria dinamica

La mediacion de la geometria dinamica en los procesos de construccion de
conjeturas, argumentos y justificaciones es fundamental. Por ello, es necesario
hacer referencia a los planteamientos de diversos investigadores que sefialan a
la geometria dinamica como una herramienta que posibilita una ambiente que
favorece la argumentacion en el contexto de actividad demostrativa y que
deriva en insumos para el ambiente indagativo. En este sentido, Laborde
(2001) plantea las bondades del uso de Cabri-Geometry, que van desde el
ahorro de tiempo y la facilidad de hacer construcciones con el uso de las
herramientas del programa, hasta el descubrimiento de propiedades
geométricas que en un ambiente de papel y lapiz no se evidencian, a menos
que se expliciten verbalmente. Las bondades de la geometria dinamica, sin
lugar a dudas, posibilitan el disefio de tareas que apuntan a la interaccion entre
los estudiantes y que promueven su participacion en la clase intentando
resolver los problemas, para hacer un énfasis en los procesos y participaciones
de los estudiantes en la solucidén de los mismos. De igual modo, configuro mi
hipotesis de que el trabajo con Cabri-Geometry favorece la argumentacioén en
la clase de geometria, referenciando el trabajo realizado por Camargo y
Samper (2012), el cual pone de manifiesto las bondades de Cabri-Geometry
para el disefio de tareas y problemas, ya que brinda herramientas de
construccion, verificacion y control con las cuales descubrir, verificar y
justificar propiedades que se descubren en la resolucion de los problemas;
este tipo de tareas en la clase de geometria promueve la interaccion de los
estudiantes y el intercambio de argumentos y reflexiones, lo que es
fundamental en el ambiente indagativo que se quiere fomentar.

METODOLOGIA

La investigacion que desarrollé se ubica en una perspectiva sociocultural de la
educacion matemadtica en la que se reconoce la incidencia de los factores
sociales y culturales en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las
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matematicas (Blanco, 2011). De igual modo, se reconoce también que cada
interaccion entre sujetos individuales los modifica mutuamente, produciendo
caracteres nuevos y transformaciones en sus maneras de pensar (Rocher, 1996
citado en Blanco, 2011). Teniendo en cuenta estas caracteristicas, la inves-
tigacion en curso parte de la hipotesis de que es posible promover un ambiente
indagativo en la clase de matematicas (Goos, 2004) mediante el disefio de un
escenario que tenga como protagonistas a los estudiantes y las interacciones
de estos en un contexto de actividad demostrativa y el uso de programas de
geometria dinamica. Para lograr los supuestos de nuestra hipodtesis se hace
necesario propiciar la creaciéon de una cultura diferente en la clase de
geometria, en la que los estudiantes tengan una mayor participacion en la
construccion y validacion de los resultados que se obtienen en las diferentes
actividades propuestas en la clase.

En esencia, la metodologia utilizada en mi investigacion tiene como
fundamento las fases de un experimento de ensefianza (Molina, Castro,
Molina y Castro, 2011). Por tal razon, para poder llevar a cabo la
investigacion se parte de una fase de disefio y planeacion de la secuencia de
problemas. Asi, se disefidé una serie de seis problemas de exploracion que se
encadenan mediante los hechos geométricos que conforman un sistema tedrico
local. Los problemas propuestos partieron de la construccién de segmentos
congruentes, puntos que equidistan de un punto fijo y tridngulos isosceles
mediante el uso de la circunferencia y la definicion de la mediatriz como
punto de llegada. El disefio de estos problemas nos permitié establecer una
ruta hipotética de aprendizaje y de ensefianza, en la que suponemos lo que los
estudiantes pueden llegar a responder, explorar y experimentar con los
problemas planteados; en la ruta se prevén diferentes situaciones que el pro-
fesor debe tener en cuenta para ser un guia y facilitador para los estudiantes
cuando no encuentran una estrategia para dar solucion a los problemas o no
aluden a los hechos geométricos que posibilitan las construcciones que pueden
ser la solucion a los problemas planteados. Tras esta fase inicial de planeacion
y disefio, se procede a ejecutar este disefo inicial y poner en juego el expe-
rimento. En esta fase se recoge la informacidon que puede ser de interés para el
analisis; por tal razén, mediante video camaras se graba a los estudiantes
interactuando en pequefios grupos, alrededor de los problemas planteados y
con el uso del programa de geometria dindmica. De igual manera, en los
momentos cruciales de puesta en comun en los que se propicia el ambiente
indagativo se graban las sesiones donde, en grupo grande y con la compaiiia
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del profesor, se promueve una nueva cultura de clase en la que el
protagonismo pasa del profesor a los estudiantes. En esta fase pueden encon-
trarse resultados parciales que generen ajustes sobre la marcha y que requieran
de la modificacién del disefio inicial, ajustes necesarios si se quieren obtener
datos significativos y que evidencien el propdsito de la investigacion.
Finalmente, se hace un analisis retrospectivo de la informacion recolectada,
que incluye una depuracion de la informacién para determinar los datos
necesarios que seran analizados y que dardn cuenta y razén de las hipotesis
trazadas en la investigacion y que, por tanto, revelaran los efectos que el
experimento de ensefianza tuvo.

ANALISIS Y RESULTADOS PARCIALES

En este apartado esbozo uno de los andlisis que he venido desarrollando, ya
que al mismo tiempo en que ha sido escrito este articulo, estoy haciendo el
analisis de la informacion que obtuve en mi investigacion. De este modo, uno
de los datos que puede mostrar un ambiente indagativo es la siguiente
transcripciéon de un fragmento de la clase donde se ponen en comun los
resultados de la exploracion de un problema planteado por el profesor, que
consistia en caracterizar y justificar el por qué del comportamiento de varios
puntos dispuestos en el programa de geometria dinamica. Unos de los puntos
estaban sobre dos circunferencias, la interseccion de estas dos o no estaban en
las circunferencias, pero las circunferencias estaban ocultas.

Profesor: [...] jPero escuche aca!

Quiero que reflexionen sobre algo que dijo Laura porque hay varios que
estan de acuerdo. [El punto] B es el centro de una circunferencia. ; Todos
estan de acuerdo? ;Si o0 no?

Coro: i Si, profe!

Profesor: Pero quiero que me digan ;por qué creen que [el punto] B es el centro de
una circunferencia?

Daniel: Porque los otros [puntos] estan a la misma medida

Profesor: [Los puntos] Estan a la misma medida ;Cuales [puntos]? ;Cudles estan a la
misma medida [del punto B]?

Harold: [Los puntos] J, Hy K

Profesor: (Estan de acuerdo [que los puntos J, H y K estan a la misma medida de B]
con lo que dice Daniel?
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Coro: i Si!

Profesor: (Quiénes [qué puntos] estdn a la misma medida?

Coro: [Los puntos] J, Hy K

Profesor: Entonces, ;qué pasaba cuando ustedes movian [el punto] B?

Coro: Se mueven todos [los puntos J, H, K, L]

Ronaldo: Pero cuando se unen [los puntos] B y F desaparecen [los puntos] C y L

El fragmento intenta ilustrar lo que puede llegar a obtenerse, en términos del
ambiente indagativo, al promover una nueva cultura en la clase de matemati-
cas, en la que los estudiantes tienen una gran participacion en el desarrollo de
la clase y la validacidn del saber matematico. En el fragmento puede observar-
se que el profesor gestiona la discusidén sobre un tema y que a partir de pre-
guntas promueve en los estudiantes una cultura de argumentar y participar en
la solucién del problema planteado. Si bien este es uno de los primeros frag-
mentos que se ha analizado y contrastado con la teoria y los objetivos de la
investigacion, puede evidenciarse que el grupo de estudiantes con el que se
llevo a cabo el experimento de ensefianza desarrolld practicas diferentes a las
que eran habituales en la clase, de modo que intentar convencer a otro o sefia-
lar un punto de vista a partir de argumentos matematicos fue un aspecto que se
puede destacar de la propuesta metodoldgica; esto es un indicio de la cultura
que es posible propiciar en un ambiente indagativo en la clase de matematicas,
todo esto resultado de las condiciones previstas e implementadas para el desa-
rrollo del mismo.

COMENTARIO FINAL

En un sentido muy general, pueden destacarse aspectos relevantes en la mane-
ra en que los estudiantes aluden a los hechos geométricos para argumentar y
justificar la solucidn de los problemas planteados, no solo en pequefio grupo
sino en las puestas en comun en grupo grande. Si bien los estudiantes se refie-
ren a los hechos geométricos con un lenguaje informal, cabe destacar que los
estudiantes argumentaron. En este sentido, los beneficios que aporta el trabajo
con programas de geometria dinamica son fundamentales, no solo porque
permite que los estudiantes puedan explorar y llegar a conjeturar, sino porque
promueven un ambiente indagativo que motiva a los estudiantes a participar
en las practicas que se desarrollan en la clase.
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ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LA SIMETRIA AXIAL A TRAVES DE
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Se presentan los avances que se han obtenido de una experiencia de aula rela-
cionada con procesos de ensefianza y aprendizaje de la simetria axial a través de
situaciones adidacticas mediadas con Cabri. Se muestra que los estudiantes han
logrado diversas formas de aprendizaje por adaptacion, planteadas en la Teoria
de las Situaciones Didécticas, y coémo persisten otros tipos de aprendizaje.
También se muestran aciertos y dificultades del profesor. Ademas se tienen
evidencias de como se modifican los roles del docente y de los estudiantes.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

De acuerdo con mi experiencia docente en matematicas muchos estudiantes
presentan dificultades y poco interés por la matematica. En particular, en
geometria observo que hay muchas dificultades. Los estudiantes muestran
conceptos y procesos geométricos muy limitados, no tienen suficiente claridad
conceptual al definir diferentes objetos geométricos, no reconocen ni dife-
rencian las propiedades importantes de dichos objetos.

Ademas, he observado que en la mayoria de instituciones educativas hay
pocas horas para la ensefianza y el aprendizaje de la geometria; algunos
docentes prefieren tomar un Unico periodo académico para intentar de-
sarrollarla y otros manifiestan que no les gusta o prefieren no ensefiar geo-
metria; otros dicen que no estan dispuestos a utilizar herramientas tec-
nolodgicas porque no se sienten preparados para hacerlo.

Esta situacidon es inaceptable y requiere una intervencion adecuada. Por
consiguiente, es urgente dar respuesta a la siguiente pregunta: ;Como mejorar
los procesos de ensenianza y aprendizaje de la geometria en los estudiantes de
educacion basica?

Los métodos de ensefianza actualmente utilizados no estdn produciendo los
resultados esperados; por lo tanto, es necesario modificarlos. Se deben utilizar
nuevas estrategias didacticas que permitan a los estudiantes una verdadera

Ramon, B. (2015). Ensefianza y aprendizaje de la simetria axial a través de situaciones adi-
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construccion y asimilacion del conocimiento geométrico. En muchos paises,
incluyendo Colombia, se estan implementando politicas educativas que pro-
mueven el uso de computadores para apoyar los procesos de ensefianza (ver,
por ejemplo, Castiblanco, Urquina, Camargo y Acosta, 2004).

Surge con esto un segundo aspecto por considerar: ;jComo usar las
herramientas informdaticas en el proceso de ensenianza para lograr un mejor
aprendizaje de las matematicas?

La tarea de transformar las practicas de ensefianza de la geometria utilizando
tecnologias informaticas no debe hacerse de manera empirica. Se debe
fundamentar este cambio desde una perspectiva tedrica de la didactica de las
matematicas. Por lo tanto, podemos formular una tercera pregunta: ;Como
orientar teoricamente las practicas de enserianza que se quieren desarrollar?

El Proyecto Institucional de Uso de Geometria Dinamica, desarrollado en la
Universidad Industrial de Santander (Colombia), responde las tres preguntas
aqui formuladas: propone la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) como
referente tedrico para analizar las practicas de ensefianza y organizar estra-
tegias para lograr un mejor aprendizaje de la geometria, aprovechando el
potencial del software Cabri Geometry. Por lo tanto decidimos replicar esa
experiencia en el Colegio Las Américas, en la ciudad de Bogota, para evaluar
la transferibilidad e identificar ventajas y posibles dificultades de la propuesta.

REFERENTE CONCEPTUAL

Con base en la TSD, se busca producir un aprendizaje por adaptacion,
producto de la interaccion del sujeto con el medio. Para que se produzca
dicho aprendizaje el docente solicita a los estudiantes desarrollar una tarea. A
la idea de aceptar la solicitud del profesor se le denomina intencion; si se
presentan algunos estudiantes que no quieren aceptar la solicitud, el docente
debe motivarlos y hacerlos cambiar de decision. Con la intencion, el estu-
diante comienza a desarrollar la tarea por medio de acciones sobre el medio
(software), modifica las condiciones iniciales del ambiente, este a su vez
reacciona a través de retroacciones. Estas son respuestas a las acciones para
permitir avances o bloqueos en el desarrollo de la tarea; se pueden disefiar
gracias a las herramientas del software. Luego el estudiante interpreta sus
acciones y las retroacciones del medio, desarrollando asi un proceso de
validacion de la situacion. Si la validacioén es positiva, es decir, si permite
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avances en el desarrollo de su tarea, el estudiante refuerza sus acciones; en
caso contrario, si la validacion es negativa, el estudiante observa que sus
acciones y las retroacciones del medio no le permiten avanzar en su tarea,
entonces cambia o modifica sus acciones.

Los cinco elementos mencionados y resaltados hacen parte de una situacion
adidactica propuesta desde la TSD (Brousseau, 2007). Dicha teoria plantea la
posibilidad de lograr aprendizaje por adaptacioén. Este se produce cuando un
sujeto (estudiante) interacttia con un medio, y se puede lograr proponiendo al
estudiante una situacion adidactica. Durante el desarrollo de toda actividad
adidactica se pretende que el estudiante construya conocimiento o que aprenda
a través de sus errores o dificultades, se espera que el profesor no intervenga
en el desarrollo de esta tarea y que el mismo estudiante sea el que decida si su
tarea quedd bien o mal.

Esta situacion adidéctica esta inmersa en una situacion didactica en la que se
involucra el profesor con el proposito de relacionar el conocimiento adquirido
por los estudiantes con el saber matematico que quiere institucionalizar. Con
la institucionalizacidn, los estudiantes dotan de sentido la relacion entre el
saber matematico, su conocimiento, y el medio; tal sentido se hace evidente en
la actuacidn de los estudiantes al aplicar su conocimiento en el desarrollo de
tareas similares a la inicial. Toda la interaccidon descrita se denomina situacion
didactica. La Figura 1 resume el proceso.

A C Aprendizaje por adaptacion

B (6]

E N

R 8 Intencion Acciones

0 I >
F| € > ™ o

; I Validacion

c E < :

I N Retroacciones

L o Interpretacion

Institucionalizacion

Situacion adidactica

Figura 1. Esquema de la denominada situacion didactica
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Es importante aclarar que durante el desarrollo de la situacién adidéctica se
pretende desarrollar el campo de la percepcion de los estudiantes y cuando se
desarrolla la actividad didéactica se hace un cambio para introducir procesos
con fundamentacion tedrica. Cada una de las actividades propuestas pretendid
desarrollar un equilibrio entre lo perceptivo y lo tedrico con el fin de hacer una
acertada institucionalizacion del saber matematico.

METODOLOGIA

Se adopta una metodologia de ingenieria didactica en la que se busca controlar
el medio con el que interactuan los estudiantes y las formas de intervencion
del profesor.

Se grabaron las sesiones de clase enfocando la participacion de los estudiantes
en el desarrollo de las actividades y tareas propuestas, para identificar sus
aprendizajes. Se grabd la puesta en comun enfocando las intervenciones del
profesor y los estudiantes, con el fin de identificar aciertos y desaciertos en la
apropiacion de la teoria por parte del docente.

ANALISIS DE DATOS

Las evidencias de la experiencia se tienen en formato de video, informacion
que actualmente se ha terminado de trascribir con el software Elan. Las
trascripciones permitiran hacer el respectivo andlisis. Ademads, se tienen
evidencias, en formato escrito, provenientes de instrumentos de apoyo al
desarrollo de las actividades.

Se pretende hacer el anélisis a posteriori de los datos recolectados durante el
desarrollo de la experiencia. Es aqui donde mediante un riguroso proceso de
lectura y andlisis de las transcripciones se quiere buscar evidencias de las
categorias de andlisis definidas para esta experiencia.

Para el andlisis se consideran dos categorias: tipos de aprendizaje y
apropiacion de la teoria; en cada categoria se hace una clasificacién y para
cada clase se definen indicadores como se muestra a continuacion:
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CATEGORIAS

CLASES

INDICADORES

Tipos de
aprendizaje

Por adaptacion

Tras una accion y la observacion de la retroaccion
del medio, el estudiante cambia o refuerza la ac-
cion.

Por imitacion

Tras observar resultados de un compatfiero en una
tarea, el estudiante cambia o refuerza la accion.

Por autoridad

Tras recibir instrucciones del profesor o de un
compaiiero, el estudiante replica las acciones.

Apropiacion de
la teoria

Comportamientos
del profesor,
coherentes con la
TSD

Durante la fase adidactica
Solicita al estudiante que ¢l mismo valide.

Solicita al estudiante que ensaye diferentes accio-
nes.

Solicita al estudiante que tome conciencia de las
retroacciones del medio.

Durante la puesta en comun

Regula el comportamiento de los estudiantes para
reforzar actitudes de escucha y respeto por la pala-
bra.

Solicita al estudiante que describa su experiencia
con el software.

Acepta que los estudiantes expresen sus conoci-
mientos personales y hagan referencia a su expe-
riencia con el software.

Comportamientos
del profesor, no
coherentes con la
TSD

Durante la fase adidactica

Interviene directamente: comunica al estudiante.
las acciones que debe realizar para resolver el pro-
blema.

Juzga explicitamente el trabajo del alumno.

En la puesta en comun

Descalifica las referencias que hacen los estudian-
tes a conocimientos personales o a su experiencia
con el software.

Espera que los estudiantes hagan referencia al sa-
ber.

Con estas categorias esperamos poder responder las siguientes preguntas:
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(Cudles el impacto del uso del software en el aprendizaje de la geometria?

(Como se transforma la ensefianza para potenciar el aprendizaje de la geometria
por medio del usodel software?

Segun la TSD, el software puede desempefiar un rol importante en el aprendizaje
si funciona como un medio de interaccion para producir aprendizaje por
adaptacion. Buscaremos, entonces, evidencias de tres tipos de aprendizaje como
se muestra en la tabla. Por otro lado, buscaremos evidencias de la gestion de la
clase para determinar si los comportamientos del profesor muestran o no una
apropiacion de la TSD durante la experiencia.

Se espera encontrar una cantidad considerable de evidencias de aprendizajes
por adaptacién, ya que la experiencia estd fundamentada en la TSD; pero es
probable la presencia, en menor cantidad, de aprendizajes por imitacion y por
autoridad. Se esperan aprendizajes por imitacion debido a que en todo
proceso de clase, los estudiantes tienden a compartir sus experiencias, Sus
formas de trabajo y siempre buscan apoyo en sus compaifieros. Respecto
de los aprendizajes por autoridad, se espera que el docente en algunos
momentos deba intervenir para indicar como usar algunas herramientas o
procedimientos debido a que los estudiantes no han tenido previamente
ningun tipo de contacto con el software.

Respecto a la la apropiacion de la TSD por parte del docente, se espera
encontrar evidencias de comportamientos del profesor coherentes con los que
promulga dicha teoria, tanto en la fase adidactica como en la fase didactica. Se
buscaran comportamientos del docente no coherentes con la teoria, que den
muestra de la falta de apropiacion de dicha teoria.

Las puestas en comun son espacios en los que la interaccion principal ocurre
entre el profesor y el grupo de estudiantes. Nos interesa determinar si el
docente permite que los estudiantes expresen sus experiencias con el
software y expliciten sus conocimientos, o si prevalece un ambiente de
interrogacién y juicio de parte del profesor. Por eso buscaremos indicadores
variados que permitan ver si el profesor monopoliza la discusion, si el estilo
del didlogo es pregunta-respuesta, si los estudiantes tienen la oportunidad de
expresar lo que piensan y justificar sus afirmaciones, y si el profesor promueve
ladiscusion entre los estudiantes.
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Se quiere verificar si el docente hace uso adecuado de las intervenciones de
los estudiantes, si escucha y reflexiona sobre las ideas y opiniones que ellos
aportan, especialmente cuando utilizan su propio lenguaje y, posiblemente,
en algunas expresiones no usan un lenguaje matematico como lo esperaria el
docente.

Respecto a las intervenciones de los estudiantes, se espera que al iniciar
la experiencia ellos vayan analizando e interpretando las situaciones, que
luego expresen sus ideas en sus propios términos pero con la mayor exactitud
posible; se espera que, poco a poco y especialmente en las etapas finales del
proyecto, ellos manejen un discurso con términos mas precisos y haciendo
uso mas formal de los conceptos y procesos relacionados con la simetria
axial en términos matematicos.

Esperamos encontrar evidencias que muestren las diferentes formas en que los
estudiantes estan de acuerdo o no con las respuestas del otro, la manera como
el docente valora o maneja dichas intervenciones; y las formas como
estudiantes y docente aprovechan las intervenciones para relacionar dichos
aportes en pro de una construccion colectiva de conocimiento.

El profesor debe garantizar las condiciones para favorecer las intervenciones
de los estudiantes; lo puede hacer a partir de las intervenciones individuales de
ellos; también debe garantizar que sea posible el desacuerdo con otros, en
términos respetuosos. Al mismo tiempo debe permitir involucrar otros aportes
que muestren las diversas formas de razonamiento que presentan los
estudiantes mientras se desarrollan las discusiones o se comparten ideas o
estrategias. Todo esto con el proposito de lograr una construccion colectiva de
conocimiento, para que luego el profesor logre formalizar el conocimiento
matematico relacionado con la simetria axial.

PARA TERMINAR

En el andlisis hecho hasta el momento se ha encontrado que los estudiantes
han logrado la construccion de conocimiento geométrico a través de las
situaciones adidacticas propuestas, y han desarrollado habilidades comu-
nicativas, utilizan diversas formas de expresion y evidencian la asimilaciéon de
los conceptos y procesos geométricos relacionados con las actividades. Se
observa un alto nivel de motivacion y participacidon en los estudiantes y un
buen ambiente de didlogo y respeto.
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Respecto de las dificultades para el desarrollo del proyecto podrian
mencionarse: problemas de disponibilidad de los recursos informaticos y
tecnologicos necesarios para el desarrollo de la actividad (e. g., cdmaras,
proyector, sala de computadores). No se han experimentado dificultades en lo
didactico, metodolégico o matematico.

Las oportunidades de interaccion de los estudiantes con el software, el
profesor y sus compaifieros hacen posible el desarrollo de habilidades
comunicativas y la construccion de conocimiento geométrico.

El disefio de las actividades permite que el docente abandone un rol de
trasmisor de conocimiento y se convierta en un facilitador de la construccion
de conocimiento en los estudiantes.
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ACTIVIDAD DEMOSTRATIVA DE ESTUDIANTES DE GRADO OCTAVO
DEL COLEGIO PAULO VI - IED

Ana Rodriguez y Leonor Camargo

Universidad Pedagogica Nacional
eu.rodriguez@hotmail.com, lcamargo@pedagogica.edu.co

Se presentan avances de un trabajo de grado para optar al titulo de Maestria en
Docencia de la Matematica, que tiene como proposito impulsar la actividad
demostrativa de estudiantes de un colegio distrital, con el apoyo de un progra-
ma de geometria dindmica. El documento presenta un marco conceptual de refe-
rencia donde se definen el constructo actividad demostrativa y la argumenta-
cion. Se incluyen los elementos centrales del marco metodoldgico de la
propuesta y un ejemplo ilustrativo del andlisis realizado en el trabajo de inves-
tigacion en el que se basa esta ponencia.

INTRODUCCION

En este articulo presentamos avances de un estudio en curso que tiene como
proposito impulsar la actividad demostrativa de estudiantes de grado octavo de
educacion basica secundaria del colegio Paulo VI - IED, ubicado en la
localidad de Kennedy en Bogotd (Colombia). Este estudio se interesa por la
ensefianza de la geometria con mediacion del programa de geometria dinamica
Cabri, cuyo uso contribuye a la trasformacién de los ambientes de clase y
favorece procesos de argumentaciéon y justificacion. La investigacion
contempla el disefio, la experimentacion y la evaluacion de una intervencion
de ensenanza relacionada con el estudio de propiedades de la circunferencia,
congruencia de segmentos, perpendicularidad, simetria y propiedades de
tridngulos.

MARCO DE REFERENCIA

La actividad demostrativa, como la concibe el grupo de investigacién
Aprendizaje vy FEnsefianza de la Geometria (Z-G) de la Universidad
Pedagogica Nacional, es un constructo que articula los procesos de conje-
turacion y justificacion por medio de los cuales se descubren hechos y validan
propiedades en un ambiente que favorece la argumentacidon (Perry, Samper,
Camargo, Echeverry y Molina, 2012). El proceso de conjeturacion tiene como

Rodriguez, A. y Camargo, L. (2015). La actividad demostrativa de estudiantes de grado
octavo del Colegio Paulo VI - IED. Memorias del Encuentro de Geometria y sus Aplica-
ciones, 22, 187-194.



meta, segin lo expuesto por Perry, Samper, Camargo y Molina (2013), la
formulacion de conjeturas, es decir, enunciados condicionales (tacitos o
explicitos) de caracter general que se fundamentan “en la observacion y
analisis de indicios cuyo valor de verdad no lo tiene definido el sujeto, pero
este tiene un alto grado de certeza sobre su veracidad” (p. 17), y que pueden
ser validados con hechos que se han aceptado previamente. Involucra otros
procesos y acciones como: visualizar, explorar, formular una conjetura y
verificarla.

El segundo componente de la actividad demostrativa corresponde a las
acciones de justificacién, que permiten encadenar argumentos con el fin de
explicar matematicamente lo que se piensa puede ser la validacion de una
conjetura formulada. Segin Perry et al. (2013) el proceso de justificacién
incluye: identificar elementos, ya sean tedricos o empiricos, que puedan
sustentar la afirmacién en relacion con las propiedades identificadas en la
figura, organizarlos y formular un argumento, y construir una justificacion
deductiva. Tanto en los procesos de conjeturacion como de justificacion, los
estudiantes elaboran argumentos, razon por la cual la actividad demostrativa
promueve la argumentacion. En el presente trabajo partimos del supuesto de
que un argumento es un enunciado, oral o escrito, con el que se valida una
asercion surgida a partir de una exploracion. Diferenciamos dos tipos de
argumentos, de acuerdo con Toulmin (citado por Krummheuer, 1995):
argumento sustancial y argumento analitico. Generalmente, un argumento
sustancial comienza con la asercion y contintia con la mencion de los datos,
como apoyo a la asercidon. En un argumento analitico se mencionan los datos y
la asercion pero, a diferencia del sustancial, la asercidén se sostiene con un
hecho geométrico previamente aceptado que constituye lo que Krummheuer
(1995) denomina garantia.

METODOLOGIA

La metodologia de investigacion corresponde a un enfoque cualitativo,
descriptivo. El disefio es un experimento de ensefianza, de acuerdo con la
perspectiva de McClain (2011). Se llevd a cabo con la participacion de una
docente investigadora que guia la clase y quien fue apoyada en el disefio de
una secuencia de ensefianza, su aplicacion y andlisis por el equipo de
investigacion Z-G. El experimento de ensefianza se desarrolld en tres fases:
disefio, experimentacion y analisis retrospectivo.
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P2
P3

P4

P5
P6

P7

P8

P9

ENUNCIADO
Dado un punto A, determine diez puntos que estén a la misma distancia de A.
Construya dos segmentos, AB y AC, congruentes que tengan un punto en comun.

[Los estudiantes reciben un archivo en el que los puntos H, D, ] giran alrededor de A,
una circunferencia oculta de centro A. C y F son puntos libres, se mueven en cual-
quier direccion. G, E e I giran alrededor del punto B. Las circunferencias estan ocul-
tas.] Describa el comportamiento de cada punto, diciendo qué cambia y qué no cam-
bia. Identifique las relaciones geométricas.

Construya un segmento AC a partir de dos puntos A y B tal que B sea el punto medio
del segmento.

Construya un segmento AB. A partir de este, construya un rectangulo ABCD.

Dado un segmento AB, uselo para encontrar puntos que equidisten de A y B.

Dada una recta [ y los puntos A, B y P, descubra y explique las caracteristicas del
comportamiento de B al arrastrar a A. [Los estudiantes reciben un archivo en el que
se ha hecho la siguiente construccion, que no se les explica: A es simétrico de B con
respecto a [. P pertenece a [.]

Dada una recta [, un punto P que pertenece a [ y un punto A libre, halle el punto C,
simétrico de A con respecto a [ , sin usar la opcidn “simetria axial de Cabri”.

Dado dos puntos 4, B y una recta [ que contenga a B pero no a A, construya el simé-
trico de A con respecto a [ y llamelo C. Caracterice y justifique el lugar geométrico de
C cuando se arrastra [.

Tabla 1. Secuencia de problemas

La trayectoria de ensefianza involucra una secuencia de nueve problemas que
estimulan la actividad demostrativa (ver Tabla 1). Los datos se obtuvieron a
partir del registro de la interaccion en clase durante nueve sesiones de trabajo;
se realizo la recoleccion de los mismos en video y mediante la elaboracion de
un diario de campo que sirvid como registro para la discusidén posterior con el
grupo de investigacion Z - G. El andlisis de la informacidon se realizé con base
en las tres categorias surgidas a partir del marco tedrico propuesto y una
mirada preliminar a los datos. Para cada categoria se establecieron indicadores
que nos permitieron describir e interpretar lo que los estudiantes decian o
hacian (ver Tabla 2).
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CATEGORIA

INDICADORES

CODIGO

Procesos que apoyan la actividad demostrativa

Visualizacidon

Identifica elementos y propiedades que compo-
nen la figura.

Visual

Exploracion con
geometria dina-
mica

Realiza una construccion auxiliar con herra-
mientas de Cabri como circunferencias, rectas
perpendiculares, rectas paralelas, triangulos,
entre otras.

GD-ConstAux

para validar con-
jeturas)

Utiliza la opcion “traza” para obtener la trayec- | GD- Traza
toria que describe un objeto al moverse.
Utiliza la opcion “arrastre” para mover objetos. | GD-Arrastre
Utiliza la opcidn “animacion’ para obtener el GD-Anima
desplazamiento de un objeto de forma automa-
tica.
Usa la geometria dinamica para obtener medi- | GD-Medidas
das de longitud y de angulos.
Actividad de- Detecta propiedades de las figuras en el proce- | AD-DetProp
mostrativa so de construccion o exploracion de las mis-
o (Conjeturacion) | Mas-
-% Verifica propiedades de las figuras haciendo AD-VerProp
£ uso de la geometria dinamica.
]
é Formula conjeturas en lenguaje informal al AD-ForConj
= comunicar el resultado de una exploracion.
<
.2 | Actividad de- Elabora argumentos de tipo sustancial. AR-Sust
< | mostrativa
- Elabora argumentos de tipo analitico. AR-Analit
(Argumentacion

Tabla 2. Categorias de analisis

EJEMPLO ILUSTRATIVO DEL ANALISIS REALIZADO

Para ilustrar el analisis (ver Cuadro 1), seleccionamos un extracto de un frag-
mento que corresponde a una discusion grupal en relacién con la resolucion
del problema P. 8 de la secuencia, en donde los estudiantes, por medio de la

190




interaccion en el aula con el grupo completo y con la profesora, generan
argumentos de tipo sustancial y analitico. Previamente se habia establecido la
construccion de una circunferencia como herramienta auxiliar de verificacion
del movimiento del punto C.

9

30
31
32

33

34
35
36
37
38

39
40
41

Camila:

Profesora:
Jefferson:

Profesora:

Lina:

Coro:
Profesora:
Coro:
Profesora:

Jessica:

Profesora:
Camila:

Profesora:

[Realiza la construccion que indica Lina] [Figura 1]  GD-ConstAux

(Para qué utilizaron la recta perpendicular?
Para hallar el punto A, el punto C (corrige).
(Para qué creen ustedes que utilizaron la recta per- AD- DetProp

pendicular?
AR-Sust

Con la recta [queriamos] formar un angulo de 90
grados.

Para formar angulos rectos de 90 grados.
Ok, ;Estan de acuerdo con la construccion?
Si.

[...] {Donde debe ir el punto C?

En la interseccion de la circunferencia y la recta per-

pendicular. [Figura 2]

A
Ubiquen el punto C.
[Completa la figura], [Figura 2] GD-ConstAux
(Por qué creen que ahi debe ir el punto C ? AD-ForConjet
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42 Lina: Porque equidista B de A y [de] C.
43 Profesora: ;Y coémo saben que [B] equidista [de Ay C]?

44  Jessica: Porque son radios de la circunferencia de centro B. AR- Analit

Cuadro 1. Ejemplo de analisis

En la interaccion que se muestra en este fragmento, los estudiantes se valen
del programa de geometria dinamica para identificar un procedimiento de
construccion del punto C, simétrico del punto A. La actividad demostrativa
corresponde a las acciones de exploracion de la figura construida. Reportan a
la profesora la construccion de una recta perpendicular a [ que les permite
ubicar el punto C, simétrico de A, en la interseccion de la recta construida y la
circunferencia de centro B. Los estudiantes conjeturan que B equidista de A y
de C, y justifican por qué usan una circunferencia y una recta perpendicular
para verificar las propiedades identificadas. El argumento que presenta
inicialmente Lina (Figura 1) corresponde a un argumento sustancial porque los
estudiantes justifican con base en lo que hicieron o en lo que pretendian, pero
no en los hechos geométricos.

DATOS: Para hallar el punto C ASERCION: C es el punto si-

{3 1 usa;nos uze.l pe;pendlcular a < métrico de A con respecto a /.
arectal por A; se forma un 38]

angulo de 90°. [33]

Figura 1. Argumento sustancial

En el siguiente argumento (Figura 2), en el que participan Lina y Jessica se
combinan un argumento analitico y un argumento sustancial. El sustancial
sucede cuando Lina explica que C es el simétrico de A porque “equidista B de
A y [de] C” refiriéndose a una de las propiedades de la simetria, pero no a la
perpendicularidad del segmento AC con respecto a l. El argumento analitico
sucede cuando Jessica responde a la profesora por qué puede decir que B
equidista de A y de C: “Porque son radios de la circunferencia de centro B”
[44], con lo que se refiere a la congruencia de los radios de una circunferencia,
hecho geométrico estudiado previamente.
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DATOS: ASERCION
tos BAy BC son Bequidistade Ay C ASERCION:
radios de la circun- 1
ferencia de centro B [42]

[40]

v

C simétrico de

A con respecto a
[ [40]

A

A\ 4

GARANTIA: HG2. Los puntos de una circun-
ferencia equidistan del centro de la misma

Figura 2. Argumento analitico

COMENTARIO FINAL

El impulso de la actividad demostrativa de estudiantes de educacidon bésica es
posible con la implementacion de una intervencion de ensefianza basada en
una secuencia de problemas de construccion geométrica con el apoyo del
programa Cabri de geometria dindmica. La actividad demostrativa en el aula
favorece la produccion de argumentos de tipo analitico en los estudiantes al
posibilitar la proposicion de conjeturas y la justificacion de las mismas
utilizando como garantia hechos geométricos previamente establecidos en el
desarrollo de la aplicacion de la secuencia de problemas.

Por medio de la aplicacion de la secuencia de problemas disefiada se promovié
un cambio en la forma tradicional de ensefiar geometria en el colegio Paulo VI
- IED. Se impulsé la utilizacion de la herramienta Cabri durante todo el
proceso y se realizaron actividades de puesta en comun que permitieron a los
estudiantes comunicar las conjeturas y los argumentos producidos. La
actividad demostrativa desarrollada en las clases permitié a los estudiantes
familiarizarse con el lenguaje geométrico y gener6 la produccion de
argumentos de tipo sustancial inicialmente y analiticos a medida que se
avanzaba en la secuencia de problemas.
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CONSTRUCCION DE SECCIONES CONICAS APOYADA POR GEOMETRIA
DEL DOBLADO DE PAPEL Y GEOMETRIA DINAMICA

Sandra Gémez y William Cardenas
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dma_sgomez913@pedagogica.edu.co, dma_wcardenas989@pedagogica.edu.co

Mediante un software de geometria dinamica se relacionan los pliegues por do-
blado de papel con las rectas tangentes en la construccion de las conicas.

Ramirez y Jaramillo (2010) afirman que el doblado de papel es una alternativa
que posibilita el mejoramiento del razonamiento geométrico a partir de la
visualizacion y la experimentacidn, ya que permite al estudiante, por medio de
los pliegues realizados en el papel, identificar algunos conceptos geométricos,
y abre la posibilidad de justificar dentro de un sistema axiomadtico las
construcciones hechas. Esta idea la argumenta Royo (2002, citado en Ramirez
y Jaramillo, 2010, p. 340) cuando afirma que: “el ejercicio de doblar papel se
puede usar con fines pedagodgicos para estudiar e ilustrar la geometria
elemental plana. La clave radica en interpretar geométricamente qué se esta
haciendo cuando se dobla el papel”.

En este poster se mostrara, por una parte, el proceso de construccion de las
secciones coOnicas (i. e., parabola, elipse e hipérbola) recurriendo a la
geometria del doblado de papel; por otra parte, haciendo uso de un software de
geometria dindmica (Geogebra), se podrd ver la relacion entre los pliegues
generados en el papel y las rectas tangentes a dichas curvas.

Haciendo uso de la geometria dinamica y realizando en esta procedimientos
analogos a los efectuados con la geometria de papel para cada conica, es
posible identificar los puntos, vértices y focos y ademas, comprobar que los
pliegues trazados corresponden a las rectas tangentes de las coOnicas
construidas a partir de dichos puntos.

La Tabla 1 expone las construcciones de las secciones conicas usando
geometria del doblado de papel y también geometria dinamica.

Gomez, S. y Cardenas, W. (2015). Construccion de secciones conicas apoyada por geome-
tria del doblado de papel y geometria dindmica. Memorias del Encuentro de Geometria y
sus Aplicaciones, 22, 197-198.
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Tabla 1. Construcciones de conicas con pliegues en papel y con geometria dindmica
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UNA REPRESENTACION GEOMETRICA DE S}}!

Gimnasio La Khumbre

Miguel Hurtado
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Se expone una representacion geométrica de la suma de las potencias (S;'),
mediante la integral definida, aprovechando que en el trabajo de grado titulado
“Observaciones sobre la suma de las m-ésimas potencias de los primeros n en-
teros positivos y algunos otros resultados relacionados” (elaborado por el autor
en 2013 en la Universidad Pedagogica Nacional) se encuentran nuevos méto-
dos, mediante el calculo, para obtener las formulas de estas sumas.

INTRODUCCION

Una suma de la forma S;' = 0"+ 1" +2m 4+ 3" 4+ ...+ (n—1)™, con m
entero positivo, se llama la suma de las m-¢&simas potencias de los primeros
enteros positivos. Historicamente mediante estas sumas se obtuvieron métodos
para solucionar algunas cuadraturas, lo que hoy en dia se entiende como el
area bajo la curva o la integral definida (Gonzélez, 1995). De forma reciproca,
en lo que sigue, se muestra una representacion geométrica de estas sumas.

REPRESENTACION GEOMETRICA DE SJ'* MEDIANTE LA INTEGRAL

La siguiente tabla muestra un procedimiento para obtener las formulas de S
(Hurtado, 2013) y una representacion geométrica de las mismas.

Procedimiento recurrente

Se multiplica por m a SI*~1, se
cambia las variables i, n, por la
variable x real, y se integra:

Al lado izquierdo de la férmula,
desde limite inferior 0 hasta el
limite superior i, y

Al lado derecho de la formula, a
cada potencia m de x, desde el
1

limite inferior nm+1 hasta el limite
superior n.

Obtenciodn de las
formulas para Sy

Representacion geométrica
mediante la integral definida

n-1
Z 1=n
i=0

En particular, para
n =4 se tiene que:

l1+1+1+1=4
Y se representa de

forma geométrica
como sigue:

4 (4,4)

Hurtado, M. (2015). Una representacion geométrica de S;i*. Memorias del Encuentro de
Geometria y sus Aplicaciones, 22, 199-200.




M:
\

jl
n2

La sumatoria de las areas bajo la
curva de la funcién y = 1 en in-
tervalos de [0,1], [0,2]...[0, n-1]
es igual al area bajo la curva de la

1
funcion y = x en [nZ, n].

n-1
Z l: -
i=0

De los términos, el
primero representa
el rectangulo de
area mayor, y los
de color, azul y rojo
representan areas
correspondientes al
mismo color.

n
2

NS

El area de color rojo siempre
se suma, y el area de color azul
se resta, de tal suerte que, el
area roja resultante es la suma
deseada.

La sumatoria de las areas bajo la
curva de la funcién y = 2x en
intervalos de [0,1], [0,2]...[0, n-1]
es igual al area bajo la curva de la
funcion y = x2 en el intervalo

1
[ni, n] menos el area bajo la curva
de la funcién y = x en el interva-

lo [n%, n]

16/3

CONCLUSION

Se obtiene una representacion geométrica de Sy, mediante la integral definida.
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APLICACION DE LA GEOMETRIA EN ARQUITECTURA.
CASO: CATEDRAL METROPOLITANA DE MEDELLIN

Daniel Merchan y Marcela Echeverri
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Se realiz6 un estudio de la Catedral Metropolitana de Medellin, utilizando he-
rramientas que nos proporcionan las geometrias descriptiva y euclidiana, para
entender el planteamiento inicial del disefio arquitectonico, y las posibles rela-
ciones intrinsecas que hay en su geometria. Partimos del hecho de que la cate-
dral estd construida en su totalidad. El andlisis de indole hipotético realizado re-
fleja el orden en la construccion, otorgandole identidad al espacio.

APLICACION DE LA GEOMETRIA EN EL ANALISIS FORMAL

El andlisis de la geometria de un proyecto ya construido permite leer,
interpretar y comprender el espacio arquitectonico desde su forma, y proponer
hipotesis relacionadas con la concepcion del proyecto. El objeto del analisis
que se expondrd es la Catedral Basilica Metropolitana de la Inmaculada
Concepcion de Maria, ubicada en el Parque de Bolivar, en pleno centro de la
ciudad de Medellin.

Su construccion es producto de un momento histérico de la ciudad, del
crecimiento y afirmacién de ella como centro poblacional principal; en ese
contexto, la municipalidad plantea la necesidad de construir un espacio
monumental para el culto religioso. Por los canones tipicos de la época, se
utilizé el estilo romanico (Figura 1).

Para iniciar el andlisis formal de la catedral se utilizan, como bases teoricas y
practicas fundamentales para entender la organizacién de los espacios y la
concepcidn del disefio, conceptos como la simetria, la composicién (i. e., la
forma como se distribuyen los espacios en su interior), la proporcién, la
seccidn aurea, la semejanza visual, la congruencia de objetos, la existencia de
centros especificos y de circunferencias inscritas y circunscritas, la presencia
de las distintas figuras geométricas planas y las relaciones entre ellas (Figura

3).

Merchan, D. y Echeverri, M. (2015). Aplicacion de la geometria en arquitectura. Caso: Ca-
tedral Metropolitana de Medellin. Memorias del Encuentro de Geometria y sus Aplicacio-
nes, 22,201-202.
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Figura 3. Geometria plana presente en fachadas y cubiertas

CONCLUSIONES

En el caso estudiado se observo la presencia de geometria (Figura 2), desde el
inicio de la construccion, generando orden en el disefio, ademas de la visuali-
zacion de armonia en toda su composicion. Es asi como la geometria es una
herramienta fundamental para crear conocimiento, partiendo de formas planas
simples y su relacion con el espacio proyectual. En el anélisis formal se infiere
que hay una relacién entre la totalidad espacial y la geometria plana.
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ESTUDIO DE SUPERFICIES CON CURVATURA MEDIAH =0Y H # 0:
UN ANALISIS MATEMATICO Y FiSICO

Diego Pacheco y Leidy Suarez

Universidad Nacional de Colombia
lIsuarezr@unal.edu.co, dapachecos@unal.edu.co

Se reporta un estudio, desde la geometria diferencial, sobre el problema de su-
perficies con curvatura media H = 0 y H # 0, que se aplica a la geometria de
peliculas y pompas de jabon. Como resultado del estudio, se obtiene la ecua-
cion de Laplace-Young, de la cual podemos derivar el concepto de tension su-
perficial y mediante este comprender el fendémeno de capilaridad. Tal resultado,
se contrasta con aproximaciones realizadas por la mecénica y la termodinami-
ca, encontrando relaciones analdgicas entre estas. Por otra parte, se analizan dos
configuraciones de las peliculas de jabon, en forma de catenoide y como esfera.
Para esta ultima configuracion se discute el problema isoperimétrico.

Las pompas de jabon —juguete maravilloso y motivo para el arte— son también
objeto de estudio en la matematica. Una pompa tiene la menor area posible,
razon por la cual las superficies que obtenemos se denominan superficies
minimales. Matemadticos como Laplace, Young y Gauss mostraron que la
superficie de separacion entre un liquido y un gas obedece a una ecuacion que
sugiere un concepto matematico: la curvatura media de una superficie (H).
Segtin Deserno (2004) se cumple que una superficie es minima si

_ Kq1+K;
2

H =0.

Ademés del plano, las siguientes superficies son minimales: catenoide,
helicoide, superficies de Scherk, etc. Cabe destacar que si se toman dos aros
de alambre, muy juntos, se introducen en agua con jabdn y, al sacarlos, se
separan un poco se tendrd una superficie de forma de catenoide. Pero, no solo
la matematica ha abordado este problema de las pompas de jabdn, sino que
tales deducciones matematicas han sido usadas por la fisica. El principio por
el cual la pompa tiene forma esférica se deriva del principio fisico de la
tendencia de cualquier sistema fisico a buscar el estado de menor energia. En
la pelicula jabonosa, el estado de menor energia es la tension superficial y es
proporcional a su area. Asi, la geometria diferencial permite entender el

Pacheco, D. y Suarez, L. (2015). Estudio de superficies con curvatura media H =0y
H # 0: un andlisis matematico y fisico. Memorias del Encuentro de Geometria y sus Apli-
caciones, 22, 203-204.



concepto fisico de la tension superficial, siendo Laplace y Young quienes
mostraron que la superficie de separacion liquida obedece a la ecuacion:

Pi— Pe = —2Ho

donde o es la superficie que separa dos medios sometidos a ambos lados por
presiones p; v p.. Con la formula de Laplace se puede dar una explicacion
del fendmeno de capilaridad, para explicar el ascenso de agua a través de un
tubo de pequeno didmetro interno. De otra parte, se discute cudl es el volumen
encerrado mas pequefio por una superficie, problema isoperimétrico', que
surge como consecuencia de la ecuacion de Laplace-Young, con H constante.

RESULTADOS

En un pompa esférica con radio R, se demuestra la expresion

20

Ap :=pi — pe =
Usando aproximaciones de termodinamica y mecanica clasica, se obtiene la

expresion de Laplace-Young.

El aumento de liquido es por lo tanto inversamente proporcional al radio
interno del capilar, y la presion también sera constante, dada por:

1.2cos9 1.2 20
h=-——< =% conl, = [—.
R R glAp

En la presentacion del pdster, a partir del calculo variacional y la geometria
diferencial se analizard la forma de catenoide de las pompas, en una
configuracion particular, y se discutira el problema isoperimétrico.
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! Se pretende hallar entre todas las curvas cerradas y simples de perimetro L, la que encierra
una region de mayor area (Rousseau y Saint-Aubin, 2008).
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FLEXAGONOS

Laura Ramirez, Andrés Acosta y Rafael Angarita
LE.D. Villas del Progreso

mastervidepr@gmail.com, angaritacervantes@gmail.com

Queremos compartir las construcciones y caracterizacion de algunos flexagonos
por medio de los diagramas de Tukey-Tuckerman. Desarrollamos el trabajo en
el grupo de matematicas Henry Hopf en el IED - Villas del Progreso (Bogota,
Colombia) para fundamentar desde lo manual la representacion y creacion de
algunos fractales clasicos.

Para empezar, un flexdgono es un objeto plano con forma de poligono: cua-
drado, rectangulo, hexdgono, generado a partir de tiras de papel, con la parti-
cularidad de cambiar su cara cuando se le dobla (Gardner, 1988/1959, p. 1). El
interés que puede despertar desde el punto de vista matematico radica en su
construccion a partir de una tira de papel que se pliega sobre la tira misma,
con la pretension de obtener la mayor cantidad de caras posibles. Los flexago-
nos se nombran indicando primero la cantidad de caras y luego su forma. Por
ejemplo, un flexdgono de forma hexagonal, de seis caras, se llama hexahexa-
flexagono. Uno de los flexdgonos mas sencillos de construir es el
trihexaflexdgono.

Figura 1. Plantilla para la construccion de un trihexaflexagono

La Figura 1 muestra el diagrama para construir un trihexaflexdgono; los
numeros indicados entre paréntesis se escriben en la cara posterior de la tira,
los otros, en la cara anterior. El proceso de plegado consiste en doblar la tira
por las lineas diagonales, colocando los triangulos, uno encima de otro, de
manera que coincidan parejas de numeros iguales. Al finalizar, la pestafia
marcada solo con (3) debe ubicarse de manera que las dos caras visibles
tengan todos los tridngulos respectivos con el mismo nimero (en particular,
una de las caras debe mostrar seis treses). Con esto, basta plegar el flexdgono
de manera que podamos hacer visible la tercera cara.

Ramirez, L., Acosta, A. y Angarita, R. (2015). Flexogramas. Memorias del Encuentro de
Geometria y sus Aplicaciones, 22, 205-206.



El orden en que van apareciendo las caras, a medida que doblamos el
flexagono, puede representarse por medio de los llamados diagramas de
Tukey-Tuckerman. Por ejemplo, en el caso del trihexaflexdgono, el diagrama
queda como se indica en la Figura 2.

A/B

VA

B/C+— ¢/A

Figura 2. Diagrama de Tukey-Tuckerman para el trihexaflexdgono

Una de las variaciones del diagrama de Tuckey-Tuckerman para el
dodecahexaflexdgono es el indicado en la Figura 3. ;Puede usted obtener cada
una de las caras de dicho flexagono?

El grupo Henry Hopf ha hecho un acercamiento, desde los flexogramas, a la
representacion de los procesos de contruccion de algunos fractales con el
objetivo de hacer comprensible este tema en las clases de matematicas.

Puede encontrar una plantilla de construccidon del dodecahexaflexagono en la
direccion electronica http:// www.eighthsquare.com/12-gon.html

g, %,
AKX A
X X

Figura 3. Diagrama de Tuckey-Tuckerman para el dodecahexaflexdgono

REFERENCIAS
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ENSENANZA DE LA GEOMETRIA EN SUPERFICIES MINIMAS
ELABORADAS CON PELICULAS DE JABON

Leidy Suarez y Diego Pacheco

Universidad Nacional de Colombia
lIsuarezr@unal.edu.co, dapachecos@unal.edu.co

El trabajo que se reporta aqui busca implementar un “laboratorio” en la ense-
flanza de geometria usando figuras con peliculas y pompas de jabon. Se plantea
que mediante la elaboracion de tales configuraciones, el estudiante, a través de
lo que visualiza, puede comprender qué es una superficie minima y cémo se
forman ciertas figuras (e. g., catenoide, helicoide, superficie de Scherkm y cinta
de Mobius). Asi, el estudiante aprende geometrias poco usuales y muy usadas
en arquitectura y tecnologia. Se estudia, ademas, en las figuras con jabon, el
problema de Jakob Steiner, el punto de Fermat, el calculo del camino minimo
entre dos puntos y la aplicacion de las leyes de Plateau. Estas leyes permiten so-
lucionar problemas de recorridos minimos aplicados a la vida cotidiana.

Las peliculas de jabén son estructuras formadas por una capa de agua y de
jabon, determinadas por la tensidén superficial; estas peliculas tienden a
conseguir la configuracion minima de las superficies. Las superficies minimas
fueron objeto de estudio del matematico Joseph-Louis de Lagrange, y, mas
tarde, el fisico Joseph Plateau fue uno de los primeros en experimentar estas
superficies con peliculas de jaboén. Durante estos experimentos se dio cuenta
de que al sumergir una estructura cerrada en una disolucién jabonosa siempre
se forma una pelicula de jabon, con lo cual en 1873 plante6 el problema que
lleva su nombre y que formula que para cada curva cerrada se puede hallar la
superficie con area minima (Mufioz, 2006). Si se realizan experimentos con
placas paralelas y diferentes configuraciones de aristas verticales se observan
peliculas de jabon rectangulares que se unen para forman caminos entre dichas
aristas; al proyectar rectas a un plano superior se determina el recorrido
minimo para unir los vértices de un poligono; este recorrido tiene la propiedad
del punto de Fermat.

Tal propiedad describe que la suma de las distancias de los vértices a dicho
punto es minima y los tres segmentos que se unen en ¢l forman angulos de
120 grados. Esta y otras observaciones experimentales llevaron a Plateau a

Suarez, L. y Pacheco, D. (2015). Ensefianza de la geometria en superficies minimas elabo-
radas con peliculas de jabon. Memorias del Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 22,
207-208.



postular tres leyes que le permitieron describir la forma y configuracion de las
peliculas de jabén:

* Primera ley: Si varias ldminas de jabon se cortan, lo hacen de tres en
tres a lo largo de una linea y formando entre si angulos de 120 grados.

* Segunda ley: Cuatro de las lineas rectas, todas formadas por el corte
de tres superficies, se cortan en un punto y el angulo formado por cada
par de ellas es de 109 grados y 28 minutos.

* Tercera ley: Una pelicula de jabdn que pueda moverse libremente so-
bre una superficie, se interseca con ella formando un angulo de 90 gra-
dos.

Se han planteado numerosos problemas en los que se quiere minimizar la
distancia entre tres o cuatro puntos; especificamente, el gedémetra Jakob
Steiner generaliz6 la situacion a n puntos, enunciando el problema “Dados n
puntos en el plano, encontrar m puntos tales que los n + m puntos se
puedan unir con un conjunto de segmentos cuya longitud total sea minima’.
En la actualidad, el problema de Jakob Steiner se aplica en diferentes ramas
(e. g., disefio de circuitos integrados, disefio de redes de comunicacidn)
(Bragado, 2009).

Utilizando herramientas de la geometria euclidiana se puede dar solucion a
diferentes problemas. Estos problemas pueden ser resueltos por estudiantes de
secundaria o nivel universitario. Con la actividad que se desarrollara en la
presentacion del poster se busca que el estudiante, a través de la elaboracion
de las peliculas de jabon y la orientacién teorica del docente, pueda
comprender el concepto de superficie minima y pueda recrear este tipo de
superficies, ademés de saber por qué las pompas adoptan la superficie
esférica.
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RESUMENES DE CONFERENCIAS Y CURSILLOS DE INVITADOS
QUE NO PRESENTARON ARTICULO

UNA TESELACION DEL PLANO PARA WALLIS

Ernesto Acosta

Escuela Colombiana de Ingenieria Julio Garavito
ernesto.acosta@escuelaing.edu.co

A mediados del siglo xViI, los matemadticos estaban todavia preocupados por
resolver el problema de la cuadratura del circulo. En el intento, John Wallis
obtuvo un resultado sorprendente, que publicd en 1656 en su libro Arithmetica
Infinitorum, el cual se conoce en la actualidad como la Formula de Wallis:

2><2X4><4X6x6 _
1x3 7 3%x5 5x7""

(0
2

Se han dado muchas demostraciones de este resultado, usando diferentes
herramientas del calculo y de la variable compleja, varias de ellas propuestas
por Euler. A finales de 2007, el matematico sueco Johan Wastlund, publico
en la revista American Mathematical Monthly una demostracion de la Formula
de Wallis usando herramientas del algebra y la geometria elementales. En esta
conferencia, se presentard una version modificada de la demostracién de
Wastlund mediante la construccion de una teselacion muy particular del plano.

LA MODELACION MATEMATICA A TRAVES DE PROYECTOS

Maria Aravena
Universidad Catolica del Maule, Talca, Chile

maravenadiaz@gmail.com; maravena@ucm.cl

La conferencia se enfoca en la modelacion y proyectos para los distintos
niveles del sistema educativo. Se ofrecen orientaciones para el disefio, la
implementacion y la evaluacion, tomando como base la teoria de la actividad
y unos principios matematicos y didéacticos que ayuden a fomentar en los
alumnos el desarrollo de competencias globalizadoras. La evidencia empirica
ha demostrado que los alumnos desarrollan la capacidad de resolver
problemas con soluciones multiples; los prepara a usar la matemadtica en
contextos; fomenta el analisis critico del rol de la matematica en la sociedad,
ayuda a la comprension de los conceptos y métodos y, sobre todo, eleva

Perry, P. (Ed.) (2015). Memorias del Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, 22, 211-
225.



significativamente su capacidad de razonamiento matematico, con lo cual es
una metodologia prometedora para Latinoamérica.

UNA CAJA DE GEOMETRIAS PROVENIENTES DE DIVERSAS
COMUNIDADES DE PRACTICA

Armando Aroca

Universidad del Atlantico
armandoaroca@mail.uniatlantico.edu.co

Meteré seis veces la mano en una caja y, cada vez, iré sacando un artefacto
producido en una comunidad de practica, esto a medida que avanzan las
diapositivas. Primero, revelaré una mochila arhuaca tejida en la Sierra Nevada
de Santa Marta; luego una copa o vaso ceremonial de los pastos y quillacingas
cuyos originales reposan en Popayén; después sacaré una cimbra hecha en
Palmira y con la ayuda del publico la usaremos; posteriormente sacaré unos
monederos y una panera de palma de iraca hechos por artesanos de Usiacuri;
luego, saldra rapidamente una cometa que lamentablemente no podremos
volar, pero que, en algin momento, sirvid para pescar en Bocas de Ceniza en
Barranquilla; y por tdltimo, sacaré de la caja de geometrias un mezclador, un
trinche de dos dientes, un martillo y una bateita de madera que elaboran artesanos
en Cordoba, corregimiento de Buenaventura. Se preguntaran: ¢qué tiene que ver
esto con la geometria y sus aplicaciones? Mostraremos los resultados de estas
investigaciones desde un enfoque etnomatematico, teniendo presente que la
actividad del disefio juega un papel esencial en lo que concebimos como geometria,
y que esta es de caracter sociocultural. De esta forma, pretendemos dar respuesta a
la pregunta anterior para no salir avergonzados del recinto.

BREVE INTRODUCCION A LA TEORIA DE CONTROL GEOMETRICO

Leonardo Cano
Universidad Sergio Arboleda

leonardo.cano@usa.edu.co

En esta conferencia damos una breve introduccién a los sistemas de control en
un contexto geométrico tomando como eje de la misma dar una idea de la
prueba del Teorema de Chow-Rashevskii.
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TRAZAS REGULARIZADAS, DETERMINANTES REGULARIZADOS Y OTRAS
HERRAMIENTAS DE LA GEOMETRIA EN DIMENSION INFINITA

Alexander Cardona
Universidad de los Andes

acardona@uniandes.edu.co

Durante esta charla comenzaremos recordando algunas ideas bdsicas del
algebra lineal y presentaremos un método de regularizacion, a través de la
funcion zeta de Riemann, que permite definir y estudiar la geometria de
espacios modelados localmente por espacios de dimension infinita. También
ilustraremos la relacidon que hay entre estas herramientas regularizadas (princi-
palmente trazas y determinantes) y sus contrapartes finito-dimensionales, asi
como algunas de sus aplicaciones en fisica tedricay en el estudio dela
topologia de espacios de dimension finita.

PRUEBA Y ARGUMENTACION EN EL MARCO DE LA GEOMETRIA EUCLIDIANA
EN LA ESCUELA SECUNDARIA

Nadia Douek
Universite de Nice, Francia
ndouek@wanadoo.fr

En esta conferencia consideramos que la prueba es un tipo de argumentacion,
aunque otros tipos de argumentacion intervienen en la produccién de pruebas.
Iniciamos con una reflexioén sobre las actividades de produccion y compren-
sion de pruebas inspirada en parte del andlisis realizado por Lolli sobre los
tipos de razonamiento en la actividad matematica. Presentamos una herra-
mienta de andlisis de la argumentacion, articulando la elaboracion de Toulmin
sobre la argumentacion y el andlisis de la racionalidad propuesta por
Habermas, adaptada a la actividad matematica por Boero y Morselli. Esta
Jherramienta? permite completar la reflexion sobre algunos puntos especificos
de la geometria euclidiana.

Respecto a la ensefanza y el aprendizaje, y considerando la produccién o la
comprension de pruebas como resolucion de problemas en varios niveles,
apuntamos al enfoque dialéctico entre creatividad y control. Eso en coherencia
con el andlisis de la actividad matemaética presentada. A partir de algunas
hipotesis sobre condiciones que favorecen la actividad y el aprendizaje de los
alumnos, reflexionamos sobre la instrumentalizacién de las herramientas de

213



analisis mencionadas anteriormente, que ofrecen al docente medios para
estimular el desarrollo de competencias argumentativas y de resolucién de
problemas de los estudiantes.

Concluimos con una propuesta de secuencia didactica de produccion de
conjeturas y comprension de prueba, disefiada teniendo en cuenta el marco
tedrico vygotskiano de la didactica de los dominios de experiencia de Boero y
Douek. Esto es una espiral dindmica de producciéon individual, debate colec-
tivo e implementacion de argumentos matematicos de parte del docente que
intenta desarrollar el manejo consciente de los alumnos de los diversos modos
de razonamiento. Dicha espiral regresa a una actividad especial de narrativa de
la prueba que apunta a la asimilacidon de la construccion colectiva con la guia
del docente y la evaluacion por el docente de esta asimilacion.

MODELO PARA EL ANALISIS DE LOS PROCESOS DE ARGUMENTACION Y
DEMOSTRACION EN MATEMATICAS

Jorge Fiallo
Universidad Industrial de Santander
jfiallo@uis.edu.co

Con el objetivo de aportar herramientas para el andlisis de los procesos de
argumentacion y demostraciéon de los estudiantes, tanto para el profesor de
matematicas, como para el investigador en Educacion Matematica,
presentamos y ejemplificamos un modelo de andlisis soportado en: la
integracion del modelo cK¢ (de Nicolas Balacheff) al conocido modelo de
argumentacion de Toulmin; el método de andlisis de las argumentaciones
propuesto por Christinne Knipping; y los tipos de demostracién propuestos
por el autor de la conferencia.

GEOMETRIA Y NANOCOSMOS

Edgar Gonzilez
Universidad Javeriana
edgar.egonzalez@gmail.com

Se presenta el papel que esta jugando la geometria en la transicion hacia
las nuevas dimensiones del conocimiento que ofrecen las nuevas tecnologias
emergentes; en particular, las que se derivan de la gran revoluciéon nano-
tecnologica. Las propiedades que exhibe la materia a estas escalas se en-
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cuentran drasticamente determinadas, entre otros aspectos, por la forma
geométrica. Asi, el disefio y manufactura de nuevos materiales se hace a
partir de la programacion de la composicion, la relacion entre volumen y
superficie, y por la forma geométrica. En esta era de transformacion y
transicion hacia nuevas formas de adquirir y aplicar el conocimiento cien-
tifico, la geometria se esta convirtiendo en una de las componentes esenciales
para favorecer el desarrollo de un pensamiento creativo e integral que
se requiere para asumir, a partir de la ciencia y la tecnologia, los desafios que
debe afrontar la sociedad del siglo xxI.

{ VERSIONES HISTORICAS NO MULTIPLICATIVAS DE LA PROPORCIONALIDAD?

Edgar Guacaneme

Universidad Pedagogica Nacional
guacaneme@pedagogica.edu.co

La Historia de las Matemadticas ofrece un ambiente sinigual para ampliar la
visién usual sobre los objetos matematicos y sobre las formas de pensar en
Matematicas. La historia de la proporcionalidad brinda la posibilidad de
reconocer al menos dos teorias de la proporcion que recurren a sendos
tratamientos aditivos de las magnitudes geométricas. El estudio de aspectos
centrales de estas dos teorias logra confrontar el saber matematico usual de los
profesores e investigadores sobre las ideas de razdén, proporcion y razo-
namiento proporcional; ofrece opciones para un tratamiento curricular radi-
calmente innovador de la proporcionalidad; y abre una novedosa ventana a la
investigacion sobre el razonamiento proporcional aditivo.

ALGUNAS DIFICULTADES EN EL APRENDIZAJE DE LA PROPORCIONALIDAD
GEOMETRICA

Elgar Gualdrén
Grupo de Investigacion EDUMATEST, Universidad de Pamplona
elgargualdron@yahoo.es

La conferencia pretende exponer algunas dificultades que presentan los
estudiantes en el aprendizaje de la proporcionalidad geométrica. Tales
dificultades se evidenciaron al analizar los resultados obtenidos después de
experimentar y evaluar una unidad de ensefianza disefada sobre el tema y
dirigida a estudiantes colombianos de noveno grado (14-15 afos). Para el
disefio de la unidad experimental se tuvo en cuenta el modelo de razonamiento
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de Van Hiele, aspectos de la fenomenologia de Freudenthal, y los trabajos de
Hart y colaboradores en cuanto a proporcionalidad. Los resultados del estudio
sugieren que los estudiantes presentan serias dificultades para comprender el
concepto, principalmente comprender que la estrategia aditiva no es la
correcta.

GEOMETRIA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Mikhail Malakhaltsev
Universidad de los Andes

mikarm@uniandes.edu.co

(Coémo resolver una ecuacion diferencial ordinaria F(x,y,y") = 0? Resulta
que “los trucos magicos” que usamos para resolver varios tipos de estas
ecuaciones, en el fondo, tienen la misma base: existencia de simetria. ;Pero
qué es una simetria de ecuacidon diferencial y como usar las simetrias para
encontrar soluciones? Veremos que la geometria diferencial nos ayuda a res-
ponder estas preguntas de manera muy natural. Entonces, en la charla vamos a
presentar una descripcion geométrica de las ecuaciones diferenciales, explicar
coOmo encontrar sus simetrias y mostrar ejemplos practicos de uso de las
simetrias para resolver ecuaciones diferenciales. El contenido de la charla
podria ser utilizado para seminarios con los estudiantes de universidad.

LA GEOMETRIA DINAMICA EN LA ERA DIGITAL

Yves Martin

Universite de la Réunion, Francia
yves.martind5@orange.fr

Asi como la sociedad esta cada vez mas digitalizada, la geometria dindmica
sigue ese movimiento haciendo evolucionar las interfaces y sus poten-
cialidades. En la primera parte de la conferencia veremos las especificidades
de CaRMetal y el interés didactico de su uso en el aula. En la segunda parte
abordaremos el software DGPad para tabletas tactiles, del mismo desa-
rrollador de CaRMetal. Examinaremos la revolucion de la interfaz, con sus
nuevas paletas contextualizadas y sus posibilidades 3D. Finalmente, veremos
las expresiones algebraicas de DGPad y la integracion de widgets, y los usos
pedagbgicos de los mismos en el colegio.
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MATRICES DE RIORDAN ASOCIADAS A LA COMBINATORIA Y A LA TOPOLOGIA DE
“JOINS” ITERADOS DE COMPLEJOS SIMPLICIALES

Manuel Moroén
Universidad Complutense de Madrid, Espana

ma_moron@mat.ucm.es

Una de las herramientas principales para el estudio de la combinatoria de los
complejos simpliciales es el f-vector (equivalentemente, el f-polinomio) del
complejo que contiene toda la informacion sobre el numero y la dimensién de
las caras de dicho complejo. En esta conferencia queremos poner de mani-
fiesto que ciertas construcciones iterativas en geometria y topologia se pueden
codificar por medio de matrices de Riordan muy simples, de hecho, de
construccion muy similar a la del tridngulo de Pascal. Demostraremos ademas
que el patron general de las matrices de Riordan aparece, no solo en el
problema de contar caras, sino también en el computo de los nimeros de Betti
reducidos de dicho complejo. Mostraremos también una propiedad combi-
natoria que depende exclusivamente del complejo 0-dimensional en el que
empezamos a iterar y cuya invariancia en el marco apropiado se prueba
completamente aplicando propiedades simples de las matrices de Riordan. A
lo largo de la charla también se pondra de manifiesto como el “patrén
Riordan™ estd presente en algunos otros aspectos del estudio combinatorio y
topoldgico de los complejos simpliciales.

ESPACIOS TOPOLOGICOS EXTREMADAMENTE TO

Néstor Pachon

Escuela Colombiana de Ingenieria Julio Garavito
nestor.pachon@ escuelaing.edu.co

Usando el operador de super-interior, se presenta un nuevo axioma de
separacion, entre los espacios débilmente T2 (weakly Hausdorff) y los espacios
To, pero que no esté entre los débilmente Hausdorff y los T1, ni entre los Ti y
los To. El estudio de axiomas de separacion intermedios ha resultado ser de
utilidad en distintos campos del conocimiento, como en aquellos que hacen
uso de la topologia digital. La conferencia tiene la intenciéon de ofrecer el
estudio de este tipo de espacios, como un tema de investigacion para estu-
diantes interesados en estos temas.
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LAS CUASI PROPORCIONES EN LA GEOMETRIA DE MENGOLI

Leonardo Solanilla* y Ana Cely Tamayo**
*Universidad del Tolima, **Universidad de Medellin

leonsolc@ut.edu.co, actamayo@udem.edu.co

En esta conferencia estudiamos la nocion de cuasi proporcidén tal como
aparece en la tercera parte de los Elementos de Geometria Especiosa del
matematico italiano Pietro Mengoli (1626-1686). En primer lugar, presen-
tamos los conceptos de razon cuasi infinita, razén cuasi nula y cuasi igualdad.
Luego discutimos brevemente algunas propiedades de este tipo de razones.
Finalmente, enunciamos un teorema fundamental sobre la cuasi igualdad de
las potencias de un binomio y un polinomio de cierto grado. Estas concep-
tualizaciones y resultados ilustran el uso que Mengoli hace del infinito para
aplicarlo, posteriormente, a la cuadratura de una clase de figuras planas.

LOS FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA (ANALITICA, ALGEBRAICA, CATEGORICA)
EN LA OBRA DE ALEXANDER GROTHENDIECK

Fernando Zalamea
Universidad Nacional de Colombia
fernandozalamea@gmail.com

Se resumiran en la charla los grandes giros que propuso Alexander
Grothendieck (1928-2014) en los fundamentos de la geometria, enfatizando
sus aportes en geometria analitica (Riemann-Roch generalizado, grupo de
Grothendieck-Teichmiiller), geometria algebraica (haces, esquemas) y geo-
metria categorica (categorias abelianas, topos). La presentacién serd esen-
cialmente conceptual, enlazando las ideas y las tensiones metodologicas
mayores en juego, y resultard accesible a cualquier publico con rudimentos
minimos de variable compleja, topologia y algebra abstracta.

ROTACIONES HIPERBOLICAS EN EL PLANO CARTESIANO

Lorenzo Acosta
Universidad Nacional de Colombia
Imacostag@unal.edu.co

En este cursillo, utilizando una idea de Papy, se introduce una nueva nocién
de ortogonalidad en el plano euclidiano. Haciendo uso de esta nocién, se
definen las simetrias ortogonales y las rotaciones. En este caso, las rotaciones
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centradas en un punto constituyen un grupo no abeliano y la orbita de un
punto mediante la accion de este grupo es una “hipérbola doble”.

ESTRATEGIAS DE SOLUCION DE PROBLEMAS DE ALGORITMIA Y GEOMETRIA, EN
EL CONTEXTO DE LA RECURRENCIA, LOS SISTEMAS FORMALES Y LA MAQUINA DE
TURING

Juan Albornoz y Rail Chaparro

Escuela Colombiana de Ingenieria Julio Garavito
jalbornoz09@gmail.com, raul.chaparro@escuelaing.edu.co

En este cursillo se presentara una propuesta, a manera de reflexion, para la
ensefianza-aprendizaje de conceptos fundamentales y estrategias de solucidon
de problemas en algoritmia y geometria elemental, en el contexto de sistemas
formales, recurrencia y la maquina de Turing.

EL MODELO DE LOS VAN HIELE PARA LA ENSENANZA Y EL APRENDIZAJE DE LA
GEOMETRIA

Maria Aravena
Universidad Catolica del Maule, Talca, Chile

maravenadiaz@gmail.com; maravena@ucm.cl

El cursillo se enfoca en el estudio de los procesos geométricos, para lo cual se
presenta una propuesta de aula para la ensefianza de la geometria, tanto en la
formacion de profesores como en la formacion del alumnado de secundaria y
primaria. Se ha considerado como referente teorico para enfrentar el disefio de
actividades en diferentes temas geométricos, el modelo de razonamiento de
los esposos Van Hiele. Este modelo que ha sido ampliamente difundido en
diversos paises, lo hemos utilizado en Chile en alumnos vulnerables y con
bajos niveles de conocimiento en geometria, encontrando que estos elevan
significativamente su nivel de razonamiento y conocimiento geométrico. El
modelo presenta cinco niveles de razonamiento y unas fases de aprendizaje
que ayudan a los docentes en la elaboracidon de las actividades y a regular el
trabajo geométrico de los alumnos.
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LA INTRODUCCION DE LA TOPOLOGIA DE LAS VECINDADES EN HILBERT,
FRECHET Y HAUSDORFF

Luis Carlos Arboleda
Universidad del Valle

luis.carlos.arboleda@gmail.com

En este cursillo se trata de ilustrar cierto enfoque en el uso de la historia de las
matematicas en la formacion de docentes. Se examinara la introduccion que
Fréchet hace de las primeras estructuras topoldgicas determinadas por la
convergencia de sucesiones y la métrica (1904-1906). Asi mismo, se estudiara
la caracterizacion de la topologia del espacio abstracto por la axiomatica de las
vecindades, realizada por Hausdorff, primero en 1912 bajo la influencia de
una propuesta de Hilbert en 1904, y luego formalizada en su célebre
obra Mengenlehre de 1914. Todo ello, en el contexto de las correspondientes
filosofias de las practicas matematicas de estos autores.

( QUE ES GEOMETRIA?

Alberto Campos
Universidad Nacional de Colombia
acampos_s@yahoo.com.mx

En el cursillo se presenta informacion acerca del estudio epistemoldgico
Pensamiento geométrico, que se apoya en investigaciones anteriores del
cursillista. El estudio se ha desarrollado como implemento del programa de
Maestria en Ensefanza de las Ciencias Exactas y Naturales, en la Universidad
Nacional de Colombia sede Bogota.

LA PIRAMIDE VISUAL: EVOLUCION DE UN INSTRUMENTO CONCEPTUAL

Carlos Cardona

Universidad del Rosario
carloscardonal959@gmail.com

El cursillo presentara el marco de un proyecto de investigaciéon que pretende
ofrecer una reconstruccion racional (ajustada a las categorias de Imre Lakatos)
del programa de investigacién que defiende la elaboracion de un instrumento
conceptual (piramide visual) para plantear, explicar y resolver dificultades
asociadas a la manera como percibimos visualmente objetos externos. El
cursillo presenta el nicleo firme del programa de investigacion y discute los
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multiples movimientos del cinturdn protector que permiten evitar instancias de
falsacion del nucleo firme. Dada la naturaleza del Encuentro, el cursillo hara
énfasis en la estructura y las dificultades geométricas que debe encarar el
programa de investigacion.

RAZONAMIENTO CON REGLA Y COMPAS

Ivan Castro

Universidad Nacional de Colombia
icastroc(@unal.edu.co

Las tematicas que se abordaran en este cursillo son: concepto de conmensura-
bilidad entre los griegos, la no conmensurabilidad de la diagonal y el lado de
un cuadrado, el desmoronamiento de la teoria pitagorica y la gran crisis de la
matematica griega, la teoria de Eudoxo de Cnido sobre razones iguales, la re-
construccion de la geometria griega, a partir de la teoria de Eudoxo, ejemplos
de demostraciones empleando la teoria de Eudoxo versus el método empleado
por los antiguos pitagéricos, cuadraturas de regiones poligonales, el concepto
de lunula, tipos de lunulas, cuadraturas de linulas, criterios de no constructi-
vidad, los problemas cléasicos: cuadratura del circulo, duplicacion del cubo,
construccion del heptagono regular, y la imposibilidad de trisecar un angulo
arbitrario.

DE LA GEOMETRIA AL CALCULO: PROBLEMAS QUE PROPICIAN ACTIVIDAD
MATEMATICA EN EL AULA DE CLASE

Alberto Donado*, Jorge Hernandez** y Reinaldo Montafiez***
*Universidad Pedagogica Nacional, **Universidad Distrital Francisco José de Caldas,

***Universidad Nacional de Colombia
adonado@pedagogica.edu.co, jahernandezp@udistrital.edu.co jrmontanezp@unal.edu.co

Haciendo uso de elementos historicos y de la tecnologia, se presenta en el
cursillo una propuesta de actividades de origen geométrico que pueden apoyar
la ensefianza del célculo en los niveles de la educacion media y primeros
cursos universitarios. Con un poco mas de precision, revisaremos los niumeros
reales y los conceptos de funcién, limite y continuidad a través de problemas
no rutinarios de tipo geométrico que motivan la experimentacion y la
argumentacion haciendo uso de la tecnologia, herramienta muy potente para
observar patrones, regularidades, invariantes y hacer conjeturas, que ayuden a
formalizar las ideas y a desarrollar la teoria.
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SOBRE LA PRODUCCION DE CONJETURAS EN LA ESCUELA MEDIA

Nadia Douek

Universite de Nice, Francia
ndouek@wanadoo.fr

El cursillo se centrara en el analisis de producciones de alumnos de la escuela
media, especificamente, de la formulacion de conjeturas y de sus narrativas de
pruebas. Se intentard hacer un andlisis critico de la organizacion de la secuen-
cia de produccion de conjeturas.

En la primera sesidon se presentara la perspectiva del andlisis a priori; en la
segunda, la perspectiva del andlisis a posteriori y del analisis critico.

GEOMETRIA CON TODOS: DISENOS ACCESIBLES Y TRAYECTORIAS HIPOTETICAS
DE APRENDIZAJE DE LA GEOMETRIA PARA PREESCOLAR Y PRIMARIA

Olga Ledén, Marcela Guilombo, Nelssy Jiménez, Sandra Gonzalez,
Natalia Paloma y Juan Castro
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

olgleon@yahoo.com, marcelaguilombo@gmail.com, nelssyj@yahoo.com, sandragonvell@gmail.com,
napaba3l@hotmail.com, man94990511@gmail.com

El cursillo presenta una articulacidén de cuatro investigaciones como respuesta
a las exigencias de una educacién matematica para todos. Es un ejercicio de
reflexion y construccion didactica de comunidades de profesores e inves-
tigadores, que se desarrolla a partir de los resultados sobre trayectorias de
aprendizaje, hipotéticas y reales, y la fundamentacion didactica para la
elaboracion o uso de disefios accesibles para el aprendizaje de las formas
geométricas. Desde la perspectiva del aprendizaje de la geometria, se
profundiza en las relaciones: educacion matemadtica y diversidad, educacion
geométrica con todos y para todos, tecnologias y accesibilidad, trayectorias de
aprendizaje hipotéticas de la forma geométrica y el niumero para nifios de
preescolar y primaria, escolarizacion en la primera infancia y bilingiiismo.
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GEOMETRIA TACTIL 2D Y 3D cON DGPAD, SOFTWARE PARA TABLETAS

Yves Martin
Universite de la Réunion, Francia
yves.martind5@orange.fr

En la primera parte del cursillo se abordan la geometria 2D y las graficas de
funciones. Trataremos la intefaz de base, la utilizacidon de expresiones para las
graficas de funciones. Abordaremos herramientas propias del software como
la imantacién, muy util en el aula. En la segunda parte se trata la geometria 3D
con DGPad. Aunque DGPad no es un software 3D plenamente, sus
herramientas 3D son eficaces. Aprenderemos a utilizarlas para la ensefianza en
secundaria. En la tltima parte, el foco estd en los widgets y otros usos. Esta
parte es un poco mas técnica, consagrada al perfeccionamiento de figuras de
simulacién para trabajar con los estudiantes. Veremos varios desarrollos
recientes del software.

Se trabajara con las tabletas entregadas por computadores para Educar.

NUMEROS COMBINATORIOS, NUMEROS DE STIRLING Y
LA CARACTERISTICA DE EULER

Manuel Moroén
Universidad Complutense de Madrid, Espana

ma_moron@mat.ucm.es

Bajo este titulo queremos, esencialmente, hacer una introduccion muy basica a
los complejos simpliciales tanto abstractos como geométricos. Siendo la
finalidad principal la introduccion, de la forma mas intuitiva posible, de los
grupos de homologia de los complejos simpliciales. Una vez establecidos
algunos resultados respecto a la invariancia topoldgica de la caracteristica de
Euler, nos centraremos en el calculo del nimero de caras de la subdivision
baricéntrica de un complejo simplicial. Apareciendo asi, de forma natural, los
numeros de Stirling en este contexto. Finalmente combinaremos los tres
objetos clésicos en el titulo de este cursillo para dar una prueba de que la
caracteristica de Euler es, esencialmente, la Uinica combinacion lineal de los
numeros de caras de cada dimension de un complejo simplicial que es
invariante topoldgico del poliedro subyacente. El proceso de demostracion,
donde aparecerdn matrices infinitas triangulares inferiores, serd la excusa para
la breve introduccion del grupo de Riordan que utilizaremos en la conferencia
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en la que profundizaremos algo mas en relaciones entre procesos iterativos en
Topologia y Geometria y matrices infinitas que también se pueden construir
iterativamente.

METRICA DE HAUSDORFF EN EL AMBIENTE DIFUSO

Carlos Ochoa y Laura Forero
Universidad Distrital Francisco José de Caldas
oochoac@udistrital.edu.co, lvforerov@udistrital.edu.co

La distancia de Hausdorff corresponde, extiende y ajusta la nocién de
distancia entre subconjuntos no vacios compactos en el ambiente de los
espacios métricos, mas exactamente en (R", d,). De manera intuitiva, se ha
establecido el concepto de conjunto como una coleccidn distinta de elementos,
esto es, un conjunto se determina via la relacion de pertenencia de un
elemento de un universo al conjunto. La situacién, por supuesto, es si
pertenece o no pertenece; en un conjunto difuso a cada elemento del universo
se asocia con un grado de pertenencia, que es un nimero entre 0 y 1. Los
subconjuntos difusos se establecen como una correspondencia entre cada
elemento del universo y un grado de pertenencia. Al combinar estas dos
teorias, se genera un nuevo ambiente de estudio y de aplicacion para las
matematicas.

RAZONAMIENTO DEMOSTRATIVO A TRAVES DE PUZZLES
JAPONESES GEOMETRICOS

Jairo Rodriguez, Dagoberto Olarte, Sandra Barbosa y Leonardo Sarmiento

Colombia Aprendiendo, Inem Francisco de Paula Santander
jairorodriguez12@gmail.com

Este cursillo consiste en una serie de actividades, juegos l6gicos geométricos,
donde se ponen a prueba las habilidades de los asistentes para solucionarlas.
Estas actividades son conocidas como puzzles japoneses de la misma clase de
los sudokus. El trabajo con estas nos permiten mejorar capacidades de concen-
tracidon, razonamientos deductivos, estudio de posibilidades, suposiciones. Las
actividades que se trabajaran: Rectangulos, Galaxias, Nuricabe, Caminos
Cerrados, Edificios, entre otras. Estos problemas sirven como actividades para
el alistamiento de la demostracion cuando lo hacemos frecuentemente con
nuestros estudiantes.
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LA CUADRATURA DEL CIRCULO Y EL PROBLEMA DEL AREA DE UNA SUPERFICIE

Clara Helena Sanchez
Universidad Nacional de Colombia
chsanchezb@unal.edu.co

Con este cursillo pretendo revisar historicamente el famoso problema de la
cuadratura del circulo y su relacion con el problema de calcular el area de una
superficie cualquiera. Aprovecharé el tema para hacer una aproximacion
filosofica y didactica sobre el concepto de medida, de tan dificil manejo en los
niveles de ensefianza basica y media.
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